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= Vorwort 


Nach unfreiwilliger, durch den Krieg und seine verhaingnisvollen 
‘olgen hervorgerufener Pause von nahezu fiinf Jahren erscheint nun 
idlich diese dritte und letzte Abteilung meiner Vorlesungen iiber 
ahlenlehre. Sie beginnt mit der Einfiihrung der komplexen Zablen. 
weichend von der in den Lehrbiichern zumeist tiblich gewordenen 
ethode, diese letzteren von vornherein als Zahlenpaare mit tiberaus 


illkiirlich erscheinenden Rechnungsgesetzen zu definieren, wird im An- 


o~ 


‘se! Ju8 an die Gleichung x*=— a” (wo a@ jede beliebige reelle Zahl 
-yorstellt) zuniichst das System der (rein) imaginaren Zahlen als ein dem 
System der reellen Zahlen in seiner Struktur vollkommen kongruentes 
und durch die Brticke der Multiplikation mit jenem verbundenes ein- 
haffenen gemeinsamen Gebietes auszufiihren, mit angemessener Modi- 
cation der bisher bei der Ausgestaltung des Zahlenvorrats durchweg be- 
folgten Methode die Neuschépfung der komplexen Zahlen nach sich zieht. 


D ach Festsetzung der hieraus entspringenden Rechnungsregeln, dem Nach- 
reise der Aquivalenz gewisser komplexer und reeller Zahlenmengen und 
Jer Ausdehnung des Grenzbegriffes auf komplexe Zahlen folgt als zweites 
itel die entsprechende Vervollstindigung der in der zweiten Ab- 
mg auf reelle Zahlen beschrinkten Reihenlehre, insbesondere eine 
e Anwendung auf Reihen mit komplexen Gliedern zweckmaBige 
staltung der Kriterien zweiter Art, sowie die Verwertung der so- 
ven Hélderschen und Cesaroschen Mittelwerte zur Reduktion 
ation) uneigentlich — divergenter Reihen. Das SchluBkapitel 
eses (dritten) Abschnittes enthilt die elementare Theorie der unend- 
Produkte, insbesondere den exakten Nachweis fiir das Zusammen- 


e von den unendlichen Produkten auf die Verschirfung und 
tindigung gewisser Konvergenzkriterien fiir unendliche Reihen. 
‘Den Inhalt des vierten und letzten Abschnittes dieses ganzen Ban- 
ldet eine ausfiihrliche Theorie der Kettenbriiche, vorwiegend der 


lichen, jedoch auch der endlichen, soweit dies fiir den Aufbau 


tihrt, wibrend sodann die Unméglichkeit, die Addition innerhalb des s0 


n absoluter ‘und unbedingter Konvergenz und eine Anwendung — 


orie erforderlich schien. Hr zerfallt in drei Kapitel, deren erstes — 


n I genschaften ee Keisnutcie, au re Ten ZV 
Nexen’ Zahlen behandeln und zumal in ee aut 


1S= 


- ‘fiihrlicher ee zu sollen. : ; . ye 
. : Bei der Korrektur haben mich die Fist! Dr. Hario gs, ‘oe 7 
Dr. Rosenthal, ‘Fraulein Dr. peholl und Herr Dr. Szdsz in 


seine S hariainiigen kritischen Randhemerkungen, die bie zu 
sue A lage wahrend des Druckes veranlaBt haben, w 
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Abschnitt III. 


Komplexe Zahlen, unendliche Reihen und Produkte 
aus komplexen Zahlen. 


Kapitel I, 
Komplexe Zahlen, Zahlenfolgen und Grenzwerte. 


§ 68. Die imaginiren Zahlen. 


1. Die Erledigung des Radizierungsproblems, d.h. die Auflésung 
der Gleichung x” =a, welche uns den ersten AnlaB zur Hinfiihrung 
der Irrationalzahlen gegeben hatte, bietet im Falle eines geradzahligen 
Exponenten » noch eine weitere Schwierigkeit, welche selbst mit 
unserem nunmehr so wesentlich erweiterten und tiber den urspriinglich 
ins Auge gefaBten Zweck weit hinausreichenden Zahlenvorrate sich 
nicht bewaltigen laBt. 

Bedeutet namlich « irgendeine positive oder negative reelle Zahl, 
also « eine in jedem Falle positive Zahl, so besitzt offenbar schon die 
der einfachsten Annahme » = 2 entsprechende Gleichung 


(A) ot = — of? 


unter den reellen Zahlen keine Liésung.1) Um Abhilfe zu schaffen, 
fiihren wir, analog wie friiher bei ahnlichen Gelegenheiten, eine passende 
Gattung neuer ,,Zahlen“ ein, d.h. wiederum Zeichen, welche’ dieselben 
Grundeigenschaften besitzen, wie wir sie in der Hinleitung zu Ab- 
schnitt I von den als reelle Zahlen benannten gefordert haben. Diese 
Neuschépfung geschieht in der Weise, daB wir jeder reellen Zahl 
a, B,y,--- je eine neue, sogenannte imagindre*) Zahl zuordnen, die wir 


1) Dagegen hat eine Gleichung von der Form 
ae Gp ulate | a 
offenbar stets die reelle Lésung: 
2m+1,— 
L=— Vial. 
2) Uber das Unzutreffende dieser Bezeichnung s. § 70, Nr. 1, S. 532. 
Pringsheim, Vorlesungen I, 8. 34 
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vorlaufig beziehungsweise mit a, B, y; +++ bezeichnen wollen und deren 
definierende Grundeigenschaft in der Festsetzung bestehen soll: 


(Ia) a+ B= — (a6), 
Wir definieren also das Produkt der Zahlen « und 8B, d. h. die Bedeutung 
der rein formalen Zeichenverbindung «+B durch die bereits vorhandene 
reelle Zahl — (@f). Dabei dient der zwischen a und B gesetzte Punkt 
(das ,, Operationszeichen“ der Multiplikation, das wir spaterhin, geradeso 
wie im Falle von Produkten aus reellen Faktoren, haufig weglassen 
werden) zunichst lediglich dazu, die fragliche Zeichenverbindung von 
anderen noch zu bildenden zu wnterscheiden. Alle spateren Definitionen 
‘sollen dann so eingerichtet werden, daB jener Punkt die Bedeutung 
des friiheren Multiplikationszeichens erlangt, wenn infolge irgend- 
welcher weiteren Operationen reelle Zahlen an die Stelle von a und # 
treten sollten. 

2. Die Sukzession unserer neuen Zahlen a, 6, --- setzen wir in der 
Weise fest, daB: 
a = B, wenn: a =f und umgekehrt, 


Sea 
) S$ B, je nachdem: « $ 6 und umgekehrt. 


Der absolute Betrag |a| von @ und (—a@) soll auch absoluter Betrag 


= 


von @ und (— a) heiBen, in Zeichen: 
(2) je |=|(— a) |= |e. 


Ordnet man der Vollstindigkeit und Gleichformigkeit halber auch dem 
Zeichen 0 das Zeichen 0 zu, so hatte man nach (La): 


0-0=—(0-0), dh. =0-0, 


sodaB also kein Grund vorliegt, unter dem Zeichen 0 eine neue Zahl 
zu verstehen und daher 0 als gleichbedeutend mit 0 zu gelten hat. Ab- 
gesehen von diesem einen Falle 


@) 0=0 


kann aber, wegen: eo — a”, niemals eine imaginare Zahl einer reellen 
gleich sein. Im iibrigen bilden die nunmehr durch das Zeichen 0 
vervollstandigten, imagindren Zahlen eine geordnete einfach unendliche 
Mannigfaltigkeit, deren Individuen umkehrbar eindeutig denjenigen der 
reellen Zahlenmenge entsprechen und die geradezu als ein vollstandig 
kongruentes Abbild dieser letzteren erscheint. 

Da diese neu eingefiihrten (imaginaéren) Zahlen mit den bereits 
vorhandenen (reellen) zu einer einzigen Menge vereinigt werden sollen, 
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so miissen wir, um die allgemeinen, an den Begriff ,,Zahlen“ von uns 
gestellten Forderungen vollstandig zu erfiillen, noch zeigen, dap baw. 
wie diese zusammengesetzte Menge zu einer geordneten gemacht werden 
kann.) Dies mag (mit Riicksicht auf eine spaterhin noch vorzunehmende 
weitere Bereicherung unseres Zahlenvorrats) in der Weise geschehen, 
daB wir die imagindren Zahlen in der bereits festgesetzten Anordnung 
(also insbesondere einschlieBlich der Null) zwischen die negativen und 
positiven reellen einschieben. Bedeutet also ¢ eine beliebig kleine, @ eine 
beliebig grofe positive reelle Zahl, so hat man: 


Peet i ee (= ox (— 8) 0 Kata 8 < w. 


Durch die Hinfiihrung der imaginaren Zahlen wird offenbar, falls 
wir statt «- a, analog wie im Falle reeller Faktoren, @ schreiben, die 
Gleichung (A) lésbar, und zwar besitzt sie jetzt zwec Lésungen, nam- 


lich 2 =a und x = (— a), da ja auf Grund von Gl. (fa) nicht nur: 


“a-a= — a’, 


sondern auch: 
(— a) -(— a) =—((— a) -(— e)) = — a, 

3. Da das Gebiet der imaginiren Zahlen, wie oben bemerkt, ein 
vollstindig kongruentes Abbild desjenigen der reellen Zahlen darstellt, 
so laBt sich innerhalb dieses Zahlengebietes eine der Addition ‘reeller 
Zahlen vollig konforme und daher gleichfalls als Addition (imaginarer 
Zahlen) zu bezeichnende Operation durchfiihren. Man braucht hierzu 
nur als Swmme zweier imaginirer Zahlen a und B die zur reellen Summe 
a + 6 zugeordnete imaginare Zahl zu definieren, in Zeichen: 


(i) a+B=a+ 8 


‘und hieraus allgemein: 


(4) Gy tombe tao tots +a, 


Daraus folgt aber, daB die Summe beliebig vieler imaginarer Zahlen 
@,, %, +--+, in letzter Linie nur von der reellen Summe (a, + a + +--+ ct.) 
abhaingt, und da diese bei Vornahme beliebiger Kommutationen und 
Assoziationen stets ungedndert bleibt,,so erkennt man unmittelbar, daf 
uch die Addition imagindrer Zahlen unbeschrinkt kommutativ und asso- 
ziatw ist. 

Weiter ergibt sich durch dieselbe SchluBweise, da& im Gebiete 
der imaginiren Zahlen die Addition auch eindeutig uwmkehrbar, also die 


1) Vgl. im tibrigen § 69 S. 525 FuBnote 2). 
34* 
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Subtraktion eindeutig ausfihrbar ist. Denn, bedeutet — eine vorliufig un- 
bekannte imaginare Zahl, welche der Gleichung geniigen soll: 


und wird deren Lésung analog unseren friiheren Bezeichnungen als 
(6) £=B—a 


angeschrieben, so geht zunachst Gl. (5) durch Bentitzung der Definitions- 
gleichung (II) in a EO 
ao+é=6 
iiber, und man findet daher: 

“+ § = B, g= Ls 


und somit als emzige Losung von Gl. (5)*): 


Spy 
d.h. sehlieBlich als Definition ftir die Subtraktion zweier imaginarer Zahlen. 
(IIT) p—a=p—«a. 
Setzt man hier tele B =0, so folgt zunichst: 
(7) 0—a=(—a). 
Statt 0 —q@ schreiben wir dann (nach Analogie von 0 — # = — a) nur: 
—a, sodaB die letzte Gleichung die Form annimmt: 
(8) ~ a= (—a). 


Man hat ferner: 

B = (— @) = B an te 6+(—a)= in B—«, 
also mit Beniitzung von: (III): 
@) $e ew 
d. h. man kann, analog wie bei reellen Zahlen, die Subtraktion von @ er- 
setzen durch die Addition von (— a) (wofiir man nach Gl. (8) auch — « 
schreiben kann). 


SchlieBlich folgt noch aus GL (9), wenn man 6 = @ setzt und die 
beiden Seiten der Gleichung vertauscht: 


(10) ae+(—«)=0, 


1) Aus: 


folgt also stets: 
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d.h. zu jeder Zahl « existiert eine wentgegengesetzte“ Zahl (— a) (oder 
nach Gl. (8) auch: — a) mit dem gleichen absoluten Betrage «|, welche 
zu a addiert die Summe Null liefert. 

4. Die Multiplikation zweier imaginérer Zahlen ist durch die grund- 
legende Festsetzung (Ia) bereits definiert. Da die rechte Seite von 
Gl. (fa) bei Vertauschung von « und # ungeiindert bleibt, so folgt, daB: 


ein solches Produkt also kommutativ ist. Ferner zeigt die rechte Seite 
von Gl. (Ia), daB das Produkt «- 6 im Gebiete der imaginiren Zahlen 
auch eindeutig umkehrbar ist, d. h. : 
(12) - aus: a-p=a'-B folgt: a = a’, 
vorausgesetzt, daB 6 von Null verschieden ist. 

Um eine passende Definition fiir das Produkt einer reellen und 
einer imagindren Zahl zu gewinnen, gehen wir von der Forderung aus, 


daB dasselbe zunichst in dem zur Grundlage der Definition dienenden 
besonderen Falle assoziativ sein soll. Danach ergibt sich: 


(13) (w- 8) -B=a-(B- )=«-(— 66) =— («f)- p= 08-8 
und daher, um mit (12) in Hinklang zu bleiben: , 


(Ib) a- B= ap. 
Die so definierte Multiplikation ist dann auch schon kommutativ 
denn man findet analog: 


B-(B-«)=(8-B)-a=—B-8-a=—B-(uf)=B-af, 


also wieder: 


? 


und daher: 


(14) a-B=B-a, 
Da iibrigens auch: 
é-B=p-a-ap, - 
so erkennt man, daB hier noch analog wie bei der Multiplikation posi- 
tiver und negativer Zahlen eine besondere Art von Kommutationsgesetz 


besteht, welches sich mit dem gewohnlichen in die Formel zusammen- 
fassen laBt*): 


(15) ae 
B-a 
1) Entsprechend den Beziehungen: 


a-(—B Sey 
pis atetha can, 


6 


Ba. 
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Auf Grund der Definitionsgleichungen (Ia) und (Ib) 1aBt sich das 
Produkt beliebig vieler reeller und imaginarer Faktoren rekursorisch 
definieren und mit dem Nachweis versehen, daB es wnbeschrankt asso-, 
ziatie und kommutativ ist. 

Definiert man zunachst das Produkt dreier Zahlen a, 0, ¢, von 
denen mindestens eine imagmar sein soll, in vollkommener Uber- 
einstimmung mit der entsprechenden Definition fir natiirliche Zahlen 
(§ 4, Nr. 6, 8. 29) durch die Formel: | 
(16) a-b-c=(a-b)-¢, 
so 1ABt sich zeigen, daB dasselbe assoziativ ist. ~Dabei hat man vor- 
laufig zu unterscheiden, ob dieses Produkt einen, zwei oder dret ymagi- 
nére Faktoren enthalt und, in den beiden letztgenannten Fallen, an 
welcher Stelle dieselben auftreten. Bedeuten dann «, B, y wieder reelle 
Zahlen, so sind alle sich ergebenden Méglichkeiten in den folgenden, 
ausschlieBlich auf der Bentitzung der Definitionsgleichungen (1a) und 
(Ib) beruhenden Beziehungen enthalten: 


GOs eB or a- (By : 
(17) (3-7 ap 7 = uy ae By =a-(-7) 
| 


(B+ 7) 
@-A)-» a 08D 
GE) ile Rave. eb as Wa . By =e ow 
(a-p)-y= eB -” a-(—By)= a (8-7) 

19) (@-8)-7=C #8) 7 = © 0B) =(« CBN) =e BY) 

ae =«a- (6-7). | 

Die Vergleichung des letzten Gliedes jeder Zeile bzw. des letzten 
Gliedes der Gleichungen (19) mit dem entsprechenden ersten zeigt, daB 


bei der oben festgesetzten Bedeutung der Zeichen a, b, ¢ ohne jede Hin- 
schrinkung die Beziehung gilt: 


=(a-b)-c 
=a-(b-c), 
das fragliche Produkt ist also assoziatiw. | 

Wegena-b=b-aundb-c=c- ) findet man hieraus zunichst noch — 


(20) | a-b-e| 


a-b-c=b-a-c=a-c:b, 


dh. das Produkt a-0b-c bleibt ungedndert, wenn man den ersten und 
sweiten oder den zweiten und dritien Vaktor vertauscht. Wendet man 
die sweite dieser Vertauschungen auf b-a-¢, die erste auf a-c-b, so- 

dann nochmals die zweite an, so ergibt sich schlieBlich: | 


Nr. 4. ¢ 68. Die imaginiren Zahlen. 52y 


een =b-a-c=b-c:-a 

at MRE eats ye 

also alle méglichen (némlich 6) Permutationen. Das Produkt a-b-¢ 

ist also unbeschrinkt kommutativ und auf Grund des unmittelbar zuvor 

gefundenen Hrgebnisses (s. Gl. (20)) dann auch wnbeschriinkt assoziativ. 
Wird jetzt das Produkt von beliebig vielen, etwa (y + 1) reellen 

und imaginaren Faktoren durch die Formel definiert: 


(22) a, ° ee Be Ge 7 aa Wier (ay e a, Aye a,) Ay 


so ergibt sich leicht durch vollstindige Induktion — namlich ganz 
analog, wie in § 3, Nr.6, 8.21, das entsprechende Resultat ftir die 
Summe beliebig vieler natiirlicher Zahlen abgeleitet wurde —, daB das Pro- 
dukt beliebig vieler reeller und imaginiirer Faktoren wnbeschrankt asso- 
ziatw und kommutativ ist. Man hat nur, unter der Voraussetzung, daB 
fir ein Produkt von v oder weniger Faktoren die fraglichen Higen- 
schaften schon erwiesen sind, zu setzen: 

Qa, --- a, = (a, - a, +: a, ) (4,0, ays) 
(wo hy, k,,+--k, eine beliebige Permutation der Zahlen 1,2, +--+» be- 
deutet und 1 <<) und sodann auf die nunmehr aus Gl. (22) her- 
vorgehende Beziehung: | 


Ay *My--+Q)- Oy — (%, ar ales es) . Cie ain a, ) ‘ Qs 

das fiir den Fall dreier Faktoren bereits festgestellte Resultat an- 
zawenden, wonach man den letzten Faktor a,., mit dem einen oder 
anderen der beiden Klammerprodukte asgoziieren und ihm sodann auf 
Grund der gemachten Voraussetzung einen ganz beliebigen Platz inner- 
halb der betreffenden Klammer anweisen, auch jede beliebige Assozia- 
tion darin vornehmen kann. | 

Aus der Giiltigkeit des fraglichen Satzes fir » = 3 folot dann 
seine Allgemeingiiltigkeit fiir jedes beliebige ». | 

Hiernach ist also das Produkt beliebig vieler reeller und imagi- 
narer Zahlen eine von der Reihenfolge der Faktoren und der Anord. 
nung der sukzessive vorgenommenen Assoziationen unabhangige, ein- 
deutig definierte reelle oder imaginire Zahl. 
Insbesondere sei noch hervorgehoben, daB: 


(23) Oly * Oly» hy + Oty = Oty + Oy - Og - Oy 

und daher, wenn man wieder ein Produkt von » gleichen Faktoren « 
—v ° 

als v* Potenz: « schreibt: 


; 
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und allgemein: 


(24) Pee (#1) & ght? tet (at +8), 


SchlieBlich bemerke man noch, daB mit Riicksicht auf das be- 
sondere durch die Gleichungen (15) dargestellte Kommutationsgesetz 
der Ausfall eines Produktes aus reellen und imaginaren Zahlen bis zu 
einem gewissen Grade (vgl. die Beziehungen (17) und (18)) nicht da- 
von abhingt, welche Faktoren, sondern wieviele davon imagimar sind, 
namlich: Ersetzt man beliebig viele imagindre Faktoren durch die zu- 
geordneten reellen Zahlen, so bleibt das Produkt ungeindert, wenn man 
nur ebensovielé reelle Faktoren durch die zugeordneten imagindren 
ersetzt. 

5. Es bleibt noch zu zeigen, daB die durch die Grundformeln (La) 
und (Ib) definierte Multiplikation auch distributiv ist, und zwar kommen in 
dieser Hinsicht zunichst die folgenden drei Produktformen in Betracht: 


(0+6)-7, @+B)-7, @+B)-7 

Mit Bentitzung der Additionsformel (II) ergibt sich: 
(@+8)-y=(@+B)-7= aytBy = apt py =a-y+B-7 
(25)\@+B)-y=a+B y= aytBy = apt py =a-yt+B-y 
(a+ B)-y= a+B -y=—(@+B)-y=—ayt(—fhy)=a-y+B-y, 


womit das distributive Verhalten aller drei Produkte erwiesen ist. Aus 
der ersten dieser Formeln folgt speziell, wenn v eine natiirliche Zahl 
> 2 bedeutet und a= v—1, B=1 gesetzt wird: 


Pea Ga MB ase 


und durch fortgesetzte Anwendung dieser Formel schlieblich: 


(26) Pat tole 
vy mal, 

d.h. wie das Produlct einer natirlichen Zahl vy in eine reelle Zahl, 
kann auch dasjenige von v in eine wmagindre Zahl durch eine sore 
von v gleichen Summanden ersetzt werden. 

6. Bei der Definition der Division als Umkehrung der Maultiplika- 
tion hat man die beiden Definitionsgleichungen (la) und (Ib) zu be- 
riicksichtigen, deren zweite wegen der Verschiedenartigkeit der beiden 
Faktoren wiederum noch eine zwiefache Umkehrung zulaBt. Bezeichnet 
man wieder mit 2 eine vorlaufig unbekannte Zahl, so handelt es sich 
also um die Bestimmung von x aus je einer der drei Gleichungen: 


a-“c=B, a“ = 8, o- a= B, 
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oder auch, wenn man beachtet, daB auf Grund der Definitionsgleichungen 
(Ia), (Ib) der ersten dieser Gleichungen nur eine reelle Zahl &, den 
beiden anderen nur eine imagindre Zahl & geniigen kann, um die Be- 
stimmung von £ bzw. & aus einer der folgenden Gleichungen: 


(27) a-€=B, a-E=B, a-&= 8) (wo |a|>0), 
deren Lésungen wir nach Analogie der bisher bentitzten Schreibweise 


_ beziehentlich mit 


(28) e-8, 7-8, 3-8 


bezeichnen wollen. Durch Anwendung von (Ia), ([b) gehen nun die 
Gleichungen (27) in die folgenden tiber: 


a&=8, —at=f, u&=8, 
aus denen als in jedem Falle einzige Lésung sich ergibt: 
Sate, acer 
und somit schlieBlich: 


9) Pe eon ane 


Aus der zweiten dieser Gleichungen folgt speziell: 
30 aay, 
ae s7 (a) =7@) 


$69. Die komplexen Zahlen. 


1. Wir haben fir die imagindren Zahlen folgende Rechnungs- 

operationen definiert: 
1. Multiplikation zweier imaginirer Zahlen, 
2. Multiplikation einer reellen und einer imaginaren Zahl, 
3. Addition zweier imaginirer Zahlen 

und deren Umkehrungen. 

Dagegen ist von der Addition einer reellen und einer imaginaren 
Zahl bisher nicht die Rede gewesen. Der Grund hiervon ist leicht 
ersichtlich. Wahrend nimlich die genannten Operationen mit voll- 
stindiger Beibehaltung der fiir den Fall ausschlieBlich reeller EKlemente 
geltenden charakteristischen Higenschaften sich so definieren lieBen, 
daB sie innerhalb des kombinierten Gebietes der reellen und imaginaren 
Zahlen stets ausfihrbar sind, so erscheint etwas Analoges beziiglich 


} 
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der Addition einer reellen Zahl « und einer imagindren B vollig aus- 
geschlossen, sofern man unter der Addition zweier Zahlen eine Opera- 
tion versteht, die innerhalb des vorhandenen Zahlengebietes nicht nur 
emdeutig ausfihrbar, sondern auch eindeutig umkehrbar ist, dergestalt, 
daB also aus: 
| at+tb=c, at+b'=c 
allemal folgt: 
be 0, 

wie dies bei der Addition zweier reeller oder zweier imaginirer Zahlen 
tatsachlich der Fall ist. Wenn wir naémlich an der Forderung der ein- 
deutigen Umkehrbarkewt der Addition ausdriicklich festhalten, so kann, 
abgesehen von den Sonderfallen B = 0, « = 0, weder: e+ B=y (dh. 
reell), noch: «+ 8 = y (imaginir) sein, da ja_ bereits ; 


e+(—@=7, Y= +B=) 


und weder B = y— a, noch « = (y — B) ist. 

Wollen wir also tiberhaupt Zeichenverbindungen von der Form 
«+ B als ,,Zahlen“ zulassen (was doch zunichst durchaus dem logischen 
Bediirfnisse nach Vollstdndigkeit entsprache und sich tiberdies spaterhin 
als auBerordentlich niitzlich erweisen wird), so mtissen wir versuchen, 
sie geradezu als eine ganz neue Kategorie von Zahlen elnzufiihren, also 
jene Zeichenverbindungen durch geeignete Festsetzungen mit Higen- 
schaften auszustatten, welche es ermdglichen, sie wnter sich und mit 
den bereits vorhandenen reellen und imaginaren Zahlen in eine bestimmte 
fieihenfolge zu bringen und durch passende Erweiterung der bisherigen 
Rechnungsregeln za verkniipfen. 

Diese neu einzufiihrenden Zahlen von der Form a + B werden als 
komplexe Zahlen bezeichnet; o heift der reelle, B der imagindire Bestund- 
tel oder Teil der komplexen Zahl « + B.1) Das Zeichen + spielt hier- 
bei zunichst wieder lediglich die Rolle eines Unterscheidungszeichens, 
es dient dazu, die Vereinigung der beiden Zahlen o + B zu einer kom- 


plexen Zahl gegentiber anderen Verbindungen (wie a+ B, = ie kennt- 


lich zu machen. Wir wollen aber (analog wie friher beztiglich des Multi- 
plikationszeichens, s. § 68, Nr.1, 8.516) daran festhalten, daB iiberall da, 
wo es der Zusammenhang zuldBt, jenes Zeichen die frtihere Bedeutung 
des Pluszeichens behalten soll. Dieser Fall tritt tatsichlich ein, wenn 
einer der Bestandteile von «+ 8 Null ist. Auf Grund der eben ge- 


1) Man bezeichnet zuweilen auch die komplexen Zahlen schlechthin als 
imagindre Zahlen und nennt dann die von uns bisher als wmagindr bezeichneten: 
rein imaginar. | 
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machten Festsetzung und der Beziehung 0=0 (GL (3) des vorigen 

Paragraphen) ergibt sich alsdann: 

(1) Cag a Me 
0+p=01+8=0+6=8, 

d.h. unsere bisherigen reellen und imagindren Zahlen erscheinen nun- 

mehr als spezielle Falle der komplexen.*) 

Da man in dem Ausdrucke «+ sowohl fiir a alle méglichen 
reellen, als auch fiir B alle méglichen imaginiren -Zahlen setzen kann, 
insbesondere also zu jedem einzelnen « noch unendlich viele, lediglich 
in bezug auf den Bestandteil 6 verschiedene komplexe Zahlen existieren 
und umgekehrt, sc bilden die komplexen Zahlen (auf Grund einer un- 
mittelbar einleuchtenden Bezeichnungsweise) eine zweifach umnendliche 
Mannigfaltigkeit. Nichtsdestoweniger lassen sie sich auch nach Art 
einer einfach unendlichen Folge ordnen, d. b. es lassen sich Festsetzungen 
treffen, vermdge deren mit eindeutiger Bestimmtheit entschieden wer- 
den kann, ob zwei komplexe Zahlen e + 6, a! + B' als gleich zu be- 
trachten sind, bzw. welche von beiden die ,,klemmere“ oder »gropere“ 
heiBen soll, d.h. der anderen vorangeht oder nachfolgt.”) 

Diese Festsetzungen werden so zu wiahlen sein, da8 dadurch die 
fiir die reellen und imaginiren Zahlen bereits bestehende Ordnung 
nicht gestért wird. Hiernach wird man zunichst mit Riicksicht darauf, 
daB «+ B und a! + B' fir B = B'=0 in die reellen Zahlen « und oe! 
iibergehen, allgemein definieren: 


(2) a+ p<a«'+6', wenn: «<a! 
(also: Wick B >o' + Bi wenn: «> oc’): 


1) Dies gilt offenbar auch von der Null, d. bh. man hat: 

0+0=04+0=0. 

2) Durch die folgende Betrachtung soll nur die Méglichkeit einer solchen 
Ordnung der komplexen Zahlen dargetan werden. Wir werden indessen, abgesehen 
von dem auf die Gleichheit zweier komplexer Zahlen beziiglichen Ergebnisse, von 
dem obigen Ordnungsprinzip keinen weiteren Gebrauch machen. 

Im iibrigen erkennt man leicht, da8 das im Texte angegebene Ordnungs- 
prinzip der fiir reelle Zahlen aufgestellten Grundforderung entspricht, da8 aus 


etic th, ath <a" te 
atBp<al +p", 
und zwar auch dann noch, wenn in eimer der Voraussetzungen das Gleichhetts- 


zeichen steht. 
Dagegen hat man wiederum: 


c+ B= cel’ + Bl, 
atpao't fp, oe +p =a" +p" 


folgt: 


* wenn: 
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Fiir den durch diese Definition nicht erledigten Fall: « =a’ 
wird man im Hinblick auf die spezielle Méglichkeit « =o! =0 un- 
mittelbar dazu gefiihrt, zu definieren: 

2" a+B<a+t Bi, wenn: B < f’, d) hip =p 
(also: «+B >a-+ B', wenn: B>f', dh. B> B'). 


In dem einzig noch iibrig bleibenden Falle, namlich: 


(3a) a=c', B= 8! (also auch: 6 =f’) 
bleibt dann keine andere Méglichkeit, als daB man setzt: 
(3b) at p=a'+s', 


und zwar, wie ein Blick auf die Definitionen (2) und (2) zeigt, in 
dem Sinne, daB die Beziehungen (3a) und (3b) auch wmkehrbar sind, 
sodaB also der folgende (sehr hiufig angewendete Satz) gilt: 
Hine Gleichung zwischen zwei komplexen Zahlen, etwa: 
(3b) a+ B=a'+ Bp’, 
lapt sich ,,durch Trennung der reellen und umagindren Bestandteile“ 
durch zwei Gleichungen zwischen reellen Zahlen erselzen, namlich: 


(3a) P20 ap ean 
(die letztere als Folgerung aus: 6 = 6’). 


Insbesondere folgt also aus einer Beziehung von der Form: 


(4b) a+ p=0, 
daB: 
(4a) ) a= 0): B=), 


Da wir zur Darstellung von Ungleichheiten zwischen michtreellen 
Zahlen von den Zeichen < und > im Sinne der oben durch die Be- 
ziehungen (2) und (2') gegebenen Definitionen aus ZweckmiaBig- 
keitsgrtinden keinen Gebrauch machen werden, so erscheint es not- 
wendig zur Bezeichnung der Ungleichheit zweier komplexer Zahlen (die 
sich dann selbstverstindlich auch auf reelle reduzieren konnen) ein 
néues Zeichen einzuftihren. Wir schreiben hiernach: 


(5) a+ Bal + Bi 
in dem Sinne: «+ 6 ist nicht gleich of + B': 

2. Hs handelt sich jetzt noch darum, die Addition und die Mulli- 
plikation in der Weise auf komplexe Zahlen auszudehnen, daB die fiir 
reelle und imagindre Zahlen bereits geltenden Regeln als spezielle Fille 
erhalten bleiben. Die hierzu erforderlichen Definitionen ergeben sich 
mit zwingender Notwendigkeit, wenn man daran festhalt, daB man 
unter der Addition zweier beliebiger Zahlen eine kommutative und asso- 
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ziative Verbindung versteht und daB fiir die Multiplikation zu den 
beiden genannten Higenschaften noch diejenige der Distributivitdt hin- 
zuzutreten hat. 

Durch Anwendung des kommutativen Prinzips ergibt sich zunichst: 
(6) Bta=-a+t Bp 
und sodann: a % ee, 

atpBtadt+Ppr=ata+ pt fp. 

Hieraus folgt durch Assoziation, mit Bentitzung der Additions- 
regel fiir imaginare Zahlen (Nr. 3 des vorigen Paragraphen, Formel (IJ)), 
als Definition fiir die Summe zweier komplexer Zahlen: 


(1) (@+A)+( +B)=@+e)tb+8" 

und durch sukzessive Anwendung dieser Formel: 

(7) (+B) + (@ +B) + +++ (+8) = (at t+ +a,) 
te Patch Pactts* Pye 

Da hiernach die Summe beliebig vieler komplexer Zahlen «, + £,, 
Ot, + By, °° iat B, in letzter Linie nur von den beiden reellen Summen 
(a, + %+---+a@,) und (6,+ 6,+---+6,) abhingt, so ergibt sich 
wiederum ohne weiteres, daB auch die Addition beliebig vieler kom- 
plexer Zahlen unbeschriinkt kommutativ und assoziativ ist. 

Aus der Definition (I) ergibt sich ferner, daB die Addition zweier 
komplexer Zahlen auch eine eindeutige Umkehrung besitzt, mit anderen 
Worten, daf& auch die Subtraktion im Gebiete der komplexen Zahlen 
eindeutig ausfihrbar ist.2) Versteht man unter &+ 7 eine vorliufig 
unbekannte komplexe Zahl, welche der Forderung geniigen soll: 

(8) E+ ++ p)=a+sB 
und bezeichnet nach friiheren Analogien die Lésung dieser Gleichung 


als Differenz von «+6 und a'+ f', die hierzu dienliche Operation 
als Subtraktion, in Zeichen: 


(9) E+ =(«+ B)—(@'+ B), 
so findet man zunichst durch Anwendung der Additionsformel (1) auf 


a Ete) +a+h =a+8 


1) Es bedarf wohl kaum der Bemerkung, daB diese Formel fiir B= ~’ =0 
baw. a= o’=0 in die fiir reelle baw. imaginare Zahlen bereits geltenden Additions- 
formeln iibergeht. 


2) Noch anders ausgesprochen: Aus 
(e+ 8) +(o' +6) = («+ 8) + ("+8") 
of + Bl = ol + p". 


folet stets: 
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und hieraus mit eindeutiger Bestummthett 
Eta=a, n+ p=, 
also f= ea, ne Bp, 
und daher als Definitionsgleichung fiir die Subtraktion: 
(ul) (e+ 6)—(@' + B)= (aa!) + B— 8. 
Setzt man hier speziell 6 =0, « = 0, so folgt: 
(10) cB CB) = ee 
sodaB also auch eine Zeichenverbindung von der Form « —f’ nun- 
mehr eine bestimmte komplexe Zahl vorstellt. Man pflegt zwei kom- 
plexe Zahlen von der Form «+ 6 und a—f6 als konjugiert zu be- 


zeichnen.”) Fiir Summe und Differenz solcher konjugierter Zahlen 
ergeben sich die Beziehungen: 


((e + B)+ (a — B) = 2« (also reell) 
(11) \(@+ 8) —(a—f) = («+ 8) —(2 + 8) 
| = 28 (also imagindr). 


: 3. Beniitzt man fiir die Definition der Multiplikation zunachst das 
oben geforderte distributive Verhalten, so findet man zunichst: 


(a+ p)-(o' + P)=a-a+B-flta-fit+a-B 
und daher mit Anwendung der fiir die Multiplikation und Addition imagi- 


narer Zahlen geltenden Regeln) (Formel (Ia), (Ib), (IL) des vorigen Para- 
graphen) als Definition fiir die Multiplikation zweier komplexer Zahlen: 


(II) (a + 8) (a! + B') = (aa! — BA") + af! + a B. 


DaB ein solches Produkt kommutativ ist, geht ohne weiteres dar- 
aus hervor, daB die rechte Seite von Gl. (III) ungedndert bleibt, wenn 
man gleichzeitig « mit a’, 6 mit B’ vertauscht. DaB es bei dem Hin- 
zutreten eines weiteren Faktors auch assoziativ ist, ergibt sich durch 
direkte Ausrechnung auf Grund der Formel (III). Und es _ bietet 
keinerlei Schwierigkeit, die unbeschrinkte Erhaltung dieser Higen- 
schaften bei Produkten beliebig vieler Faktoren ganz analog wie in 
friher behandelten Fallen ahnlicher Art durch vollstandige Induktion 
zu bestatigen, 


1) 8. Gl. (8) des vorigen Paragraphen. 
2) Da es ja freistehen muB, auch 6 =0 zu setzen, so ist also jede reelle Zahl 
sich selbst konjugiert. 
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Reduziert sich einer der beiden Faktoren des Produktes (III) auf 
eine nattirliche Zahl, etwa a+ 6 =v (also « =v, 6B = 0), so resultiert 
wieder aus dem distributiven Charakter der Multiplikationsformel, dab 
das betreffende Produkt durch die Summe von »v gleichen Summanden 
a'+ 6' ersetzt werden kann. Auch erkennt man unmittelbar, daB 
die Definitionsgleichung (III) alle bisherigen Multiplikationsregeln als 
spezielle Falle enthalt, also keinerlei Widerspruch mit sich bringt. 
Durch Anwendung der Formel (III) auf zwei konjugierte Zahlen 
«+6, «—f6 ergibt sich als Erginzung zu den Beziehungen (11) die 
folgende: 
(12) (w@ + B)-(@— A) = («+ B) (+B) = oF + 8, 
ein solches Produkt ist also stets reell und positiv. Dieses Ergebnis 
bleibt offenbar bestehen, wenn man einen der beiden Faktoren von 
vornherein noch mit einer beliebigen positiven Zahl multipliziert, und 
mit Beriicksichtigung dieses Zusatzes ist dasselbe auch wmkehrbar, d. h. 
les gilt der Satz: 

Ist das Produkt (« + B)-(o'+ B') reell und positiv, so kann 
sich «' + B' von «—B nur um einen positiven Faktor?) unter- 
scheiden. / 

Die Voraussetzung besagt nimlich nach Formel (III), daB 
(13) wo’ —BB'>0, «f'+a'B= 0. 

Ist « von Null verschieden und setzt man a’ = Aa, so geht die 
zweite Bedingung in die folgende iiber: 


(14) aB'+ 1408 =0, also: B'= — AB. 


Die erste Bedingung nimmt somit die Form an: 

(15) A- (a? + B*)> 0, dh: 2 >0, 

und man findet, wie behauptet: 

(16) a! + B! = do + (— 1B) =1-(a— B) (wo A> 0). 
In dem besonderen Falle a = 0 hat man nach (13): 

(18a) BB'<0, «'B=0. 


Daraus folgt aber, daB 6 und £’ beide von Null verschieden und mit 
entgegengesetztem Vorzeichen behaftet sind und daB a’ = 0, somit 


hlieBlich: ar B 
scniieblic ph=— 1. B (wo wieder 1 >0).. 


Die vorstehende Betrachtung fiihrt auch zur Beantwortung der 
Hrage, unter welchen Bedingungen die Beziehung 


(17) (ac + B)-(a'+ B') =0 


1) Dieser Faktor wird =1, d.h. «’+ 8’ ist dann konjugiert 2u «+ 6, wenn zu 
der genannten Voraussetzung noch die folgende hinzukommt: a! 246! 2 = oF +t B2, 
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miglich ist. An die Stelle der Ungleichung in (13) tritt dann die 
Gleichung: 

(18). co'— BB'=0 

(wihrend die zweite der Bedingungen (13) ungeindert bleibt) und dem- 
entsprechend treten, unter der Voraussetzung | a|> 0, auch an die Stelle 
der Ungleichungen (15) die Gleichungen: 


A (oe? +B?) = 0, dh A= 0. 
- Danach wird «' = 40 —0 und mit Beniitzung der Gleichung (13) auch 
6'=0, also schlieBlich: 


(19) a’ + B! = (). | 
Im Falle « =(0 hat man zunichst (s. Gl. (13) und (18)): 
o:! B = 0, 6B! = 0, 


d. h. entweder, falls |8|>0, gerade so wie zuvor «'—0Q, 6'=0, oder 
aber 6B = 0, also: 
(20) a+ p=0. 


Somit ergibt sich, dafB ein Produkt von der Form (c+ B) (:' + B'), 
gerade so wie ein Produkt zweier reeller Zahlen, nur dann Null sem 
kann, wenn mindestens einer der Faktoren Null ist. Durch vollstaéndige 
Induktion erkennt man ohne weiteres, daB dieses Resultat auch fir 
Produkte beliebig vieler komplexer Faktoren giiltig bleibt. 

SchlieBlich 148+ sich wiederum noch zeigen, daB jedes von Null 
verschiedene Produkt “(« + 8) («'+ 8') auch eindeutig wmkehrbar*), mit 
anderen Worten, daB auch die Division (abgesehen von der Division 
durch Null) im Gebiete der komplexen Zahlen stets cmon ausfiihr- 
bar ist. 

Denn versteht man wieder unter § + 7 eine vorliufig unbekannte 
komplexe Zahl, welche der Forderung geniigen soll: 


(21) (E+ 4) (a! +B) =a+ B, 

und bedient man sich fiir die Lésung dieser Gleichung, also fiir das 
Resultat der Division oder den Quotienten von o + 6 durch a! + 8’, 
der Schreibweise: 


one a +f. 
22 
(22) E+ y= eaue 


so ergibt sich wegen: 
(E40) (+ 6) = @'E— Bin) + BE + an, 
1) Danach folgt aus 
(«+ B) (o' +B) =(@ + 8) (@" +8"), 
otha o' +P 


daB: 
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durch Trennung des Reellen und Imaginiren: 
até habs B' No C 
3 
(2 ) B'E+a'n= 68. 

Nimmt man zunichst @', B' beide als von Null verschieden an, so 
folgt durch Multiplikation der ersten Gleichung mit «', der zweiten mit 
B' und Addition: ; ; 
py Sa aan La 

ae ay 
Sodann durch Multiplikation der ersten Gleichung mit 8’, der zweiten 
mit «’ und Subtraktion: 


__ «’B —ap’ 
ee 


und daher: 


Diese Schlu8weise bleibt zwar zulaissig, wenn a’ =O oder p'=0. 
In diesen Fallen treten jedoch an die Stellen der Gleichungen (23) die 
einfacheren: 


—B'n=a baw. a &=—« 
25a 
ao BlE=6 a'n = B, 
soda8 sich ktirzer unmittelbar ergibt: 
b= 5) imme bzw. g=<, n=, 
und daher: Y 
@+B_ 6 (a) e+B_«@ | (BY. 
dV a) B’ en 6’ () bzw. a’ moe a’ ae (5) 


Wie aus dem Gesagten hervorgeht, kénnen diese Beziehungen auch 
durch die Spezialisierung «’=—0 bzw. 6'=0 aus der Hauptformel (IV) 
gewonnen werden, sodaf} diese letztere also schlieBlich in jedem Falle 
(selbstverstindlich mit Ausschlu8 von a! + p! = 0) die Definition der 
Dwision bzw. des Quotienten zweier komplexer Zahlen liefert, 

‘Setzt man in (IV): «+ 6 =1, so folgt noch: 


(IVb) Se eee eriea) (speriell: a=— (9): 
1 


Der als reziproker Wert von «' + B' bezeichnete Ausdruck eS 
a’ 


/ 


stellt also (abgesehen von dem Falle a + pl 0) eine bestimmte kom- 
plexe Zahl vor. (Da diese letztere mit «'+ 8’ multipliziert das Produkt 1, 
also ein reelles positives Produkt liefert, so kann sie sich nach dem oben 


bewiesenen Satze von a’ —#’ nur um einen positiven Faktor unter- 
scheiden: nach Gl. (IVb) ist dieser Faktor: ae at) 


Pringsheim, Vorlesungen I, 3. 35 
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Wie die vorstehenden Betrachtungen zeigen, sind die vier Spezies 
im Gebiete der komplexen Zahlen nunmehr stets (mit Ausnahme der 
Division durch Null) eindeutig ausfihrbar und (mit Ausnahme der 
Multiplikation mit Null) auch eindeutig umkehrbar. Auch besitzt jede 
der betreffenden Rechnungsoperationen  dieselben charakteristischen 
Higenschaften wie die entsprechende mit reellen Zahlen. Insbesondere 
kann ein Produkt, das komplexe Faktoren enthalt, niemals Null sein, 
wenn nicht mindestens ein Faktor Null ist. 


¢ 70, Neue Bezeichnungen fiir die imaginiren bzw. komplexen 
Zahlen. — Die Quadratwurzel aus einer komplexen Zahl. 


1. Ehe wir durch HEinftihrung anderer Bezeichnungen fiir die 
imagindren. und somit auch fiir die komplexen Zahlen das Rechnen mit 
solchen Zahlen fast') vollstindig auf dasjenige mit reellen Zahlen zuriick- 
fihren, also gewissermaBen ,,mechanisieren“, erscheint es uns zweck- 
miBig, nochmals diejenigen Gesichtspunkte tibersichtlich zusammen- 
zufassen, welche uns bei der Definition jener neuen Zahlen und der 
mit ihnen auszufiihrenden Rechnungsoperationen geleitet haben. 

Um die durch irgendwelche reelle Zahlen nicht zu befriedigende 
Gleichung 

u+a2@=—(a-a) (wo a reell, positiv oder negativ) 


lésbar zu machen, ordneten wir jeder positiven oder negativen reellen 
Zahl a, B,--- eine sogenannte imaginare a, B, --> zu, mit der defi- 
nierenden Grundergenschaft: 

(La) au - B= — (a8) 

Das von uns gewahlte Auskunftsmittel der Schépfung einer newen 
Kategorie von Zahlen, falls der vorhandene Zahlenvorrat zur Lésung 
einer bestimmten ,, Umkehrungs“-Aufgabe nicht ausreicht, entspricht ge-_ 
nau demjenigen Verfahren, das wir bei der Umkehrung der Multiplika- 
tion, Addition und der Potenz mit positivem Zahlenwert eingeschlagen 
haben. Von diesem Gesichtspunkte aus pabt also die Bezeichnung 
,imagindr auf die jetzt eingeftihrten Zahlen nicht besser und nicht 
schlechter als auf die gebrochenen, negativen und irrationalen, ja 
schlieBlich sogar auf die natiirlichen Zahlen, da diese doch auch ledig- 
lich Schépfungen der menschlichen ,,[magination“ sind. Aber selbst. 
wenn man den letzteren als Anzahlen realer Dinge, auch den positiven 


1) dh. abgesehen von einer einzigen Modifikation, die sich auf die Behand- 
lung des (als Ersatz fir 1) noch einzufiihrenden Zahlzeichens ¢ bezieht. 
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Briichen als Anzahlen von aliquoten Teilen realer Dinge besondere 
Rechte einraumen will, ja selbst wenn man, einer nach unserem Dafiir- 
halten wenig empfehlenswerten Gepflogenheit folgend, die negativen 
ganzen Zahlen als Anzahlen von Dingen einfiihrt, die zu den durch die 
natiirlichen, (baw. in diesem Zusammenhange positiven) Zahlen gezihlten 
in einer gewissen gegensdtzlichen Beziehung stehen (wie Verlust zu Ge- 
winn, Schulden zu Vermégen, Kiltegrade zu Warmegraden), so macht 
man sie schlieBlich recht eigentlich zu ,,imagindren“ Gebilden, wenn 
man von einer Multiplikation solecher Zahlen spricht und hierfiir, wie 
man wohl zu sagen pflegt, kraft eigener Machtvollkommenheit des 
menschlichen Geistes bestimmte Regeln aufstellt. Andererseits kénnen 
unsere tmagindren bzw. komplexen Zahlen sehr wohl zur Darstellung 
von Beziehungen zwischen realen Objekten, insbesondere von geometrischen 
Beziehungen dienen*), sodaB also auch von diesem Gesichtspunkte aus ein 
prinzipieller Gegensatz zu den als reell bezeichneten Zahlen nicht besteht. 

Kine Notwendigkeit, das bei der Hinfitihrung der eigentlichen 
Briiche, der negativen und der irrationalen Zahlen konsequent beob- 
achtete Verfahren in gewisser Weise zu modifizieren, zeigt sich je- 
doch, sobald es sich darum handelt, die Definition der vier Spezies 
auf die neu eingefiihrten Zahlen und ihre Verbindungen mit den be-- 
reits vorhandenen zu tibertragen. Jenes Verfahren bestand darin, daB 
wir jedesmal zunichst eine allgemeinere Kategorie neuer Zahlzeichen 
(nimlich die eigentlichen und uneigentlichen Briiche, alleemeinen Dif- 
ferenzensymbole, konvergenten Zahlenfolgen) einfiihrten, welche auper 
den neu zu schaffenden Zahlen auch die bereits vorhandenen enthielt: 
die Ubertragung der fiir diese letzteren schon bestehenden Rechnungs- 
regeln in die neuen Bezeichnungen lieferte dann die Definition, und 
zwar, zur Vermeidung von Widerspriichen, die einzig migliche Defini- 
tion der betreffenden Operationen fiir das erweiterte Zahlengebiet. Es 
lige nahe, diese Methode in der Weise nachzubilden, daf man statt 
der (rein) imagindren von vornherein die komplexen Zahlen einfiihrt, 
da diese letzteren ja die reellen als Teilmenge enthalten. Indessen 
bilden die reellen Zahlen einen so speziellen Typus der komplexen (§ 69, 
8.525, GL (1): «= a+ 0), daB die fiir sie bestehenden Rechnungsregeln 
keinen ausreichenden Anhalt fiir deren Ubertragung auf beliebige kom- 
plexe Zahlen liefern. Aus diesem Grunde schien es zweckmafiger, zunachst 
die fraglichen Gesetze fiir deren anderen Spezialtypus, die imagindren 
Zahlen aufzustellen, zumal das Bedtirfnis zu ihrer Kinfiihrung aus einem 
Umkehrproblem nachstliegender und einfachster Art unmittelbar hervorgeht, 


1) Naheres hiertiber in Bd. II dieser Vorlesungen. 
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Aus der vollkommenen Analogie der Struktur dieses neuen Zahlen- 
gebietes mit derjenigen des reellen erwuchs dann unmittelbar die Még- 
lichkeit, eine als Addition der imagindren Zablen zu bezeichnende 
Operation in der Weise zu definieren, daB sie mit der Addition der 
reellen Zahlen alle charakteristischen Higenschaften gemein hat. Das 
gleiche ergab sich fiir die Multiplikation aus der definierenden Grund- 
eigenschaft (Ia) lediglich mit Hinzunahme der Festsetzung, daB das 
Produkt dreier Faktoren zunichst in einem zur Grundlage der Defini- 
tion dienenden besonderen Falle (§ 68, GI. (18), 8.519) assozcati sein 
und daB im tbrigen die Definition genau nach dem fiir nattirliche 
Zahblen geltenden Vorbilde erfolgen sollte (a. a.O. Gl. (16)). 

Die Unmiglichkeit, auch die Addition einer reellen und einer imagi- 
ndren Zahl mit Hilfe des vorhandenen Zahlenvorrates zu definieren, 
gab Veranlassung, Zahlenverbindungen von der Form « + B als neue 
— ,komplexe“ — Zahlen einzufiihren, welche auf Grund der (zwecks 
Vermeidung von Widerspriichen geradezu selbstverstaéndlichen) Fest- 
setzung, daB das Zeichen + iiberall da, wo der Zusammenhang es ge- 
stattet, die friihere Bedeutung behalten soll, die reellen und imagiaren 
Zahlen als Teilmenge enthielten. Der naturgemiBe Weg, zu einer 
widerspruchsfreien Definition der wiederum als Addition und Muliipli- 
kation zu bezeichnenden Verbindungen der komplexen Zahlen zu ge- 
langen, bestand dann darin, daS wir ein gewisses Mindestma charak- 
teristischer Higenschaften, die sich bei der urspriinglichen Definition 
der betreffenden Operationen fir die nattirlichen Zahlen als olge- 
rungen ergeben hatten, nunmehr zu grundlegenden Horderungen der 
Definition machten, und zwar die folgenden: Es sollen die ausdriicklich 
als Swmmanden eingefiihrten Bestandteile einer komplexen Zahl in be- 
zug auf die Addition einer weiteren komplexen Zahl sich kommutatw 
und assoziativ, in bezug auf die Multiplikation sich distributiv ver- 
halten. | 

9. Auf Grund der Multiplikationsformel (Ib) des § 68 (8S. 519) hat man: _ 


(1) piel 8 

sodaB sich also umgekehrt jede imagindre Zahl B auch ersetzen laBt 
durch das ,, Produkt“ der zugeordneten reellen Zahl B in die spezielle 
imaginare Zahl 1, die sogenannte imagindre Kinheit, d. h. die der reellen 
Zahl 1 zugeordnete, also der Gleichung 


(2) 1-1=—1 (oder auch: 1°=—1) 


gentigende imaginire Zahl. Dabei sei aber ausdriicklich daran erinnert, 
daB der Ausdruck ,,Produkt“ hier lediglich die rein formale Zeichen- 
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yerbindung f-1 bezeichnet und da8 diese letztere erst eine bestimmte 
Bedeutung gewinnt, wenn die Menge der imaginiren Zahlen bereits 
geschaffen ist und sodann durch die oben zitierte Formel (1b) das Pro- 
dukt einer reellen Zahl 6 in eine imaginire y als die in jener Menge 
allemal vorhandene imaginire Zahl By defimiert wird. ‘ 
Fiihrt man nach dem Vorgange von GauB fiir die zuvor von uns 
mit 1 bezeichnete Zahl die schon von Euler gelegentlich bentitzte Be- 
zeichnung % ein, sodaB also 7 definiert ist durch die Beziehung’): 


(3) i= —1, 

so nehmen jetzt die komplexen Zahlen allgemein die Form a + Bi oder 
auch a — $i) an, wo a, B reelle Zahlen (einschlieBlich der Null) 
bedeuten. Die von uns aufgestellten Regeln (1)—(IV) des vorigen 
Paragraphen fiir die Ausfiihrung der vier Spezies lauten in dieser 
neuen Schreibweise: 


(I) (@ + Bt) + (a! + Blt) = (a + a!) + (B+ B’) 2 
GD (+ BA) — («' + B's) = (@— a’) + (6 — 8B") 3 
(II) (@ + Be) - (a! + Blt) = (aa! — BB’) + (@B' + @'B)i 
(speziell: (a + Bi) (a — Br) =o? + 6?) 
Coen Bt dt tlie BAe id am eh 
(LV) eet beet eae se ere 
(speziell: ~ 


AS REOR: Pee a 1 ‘ 
a EB git Bt ae) 
Bemerkt man noch, da8 die letzte Formel auch zustandekommt, 
wenn man zunachst setzt: | 
(4) atBpt __ (a+ ft) («’—B’ ®), 

a BG (a!) (a — p’iy 
d.h. indem man Zihler und Nenner des vorliegenden Bruches mit der 
konjugierten Zahl des Nenners multipliziert, so lassen sich die in den 
Formeln (1)—(IV) enthaltenen Regeln fiir die Ausfiihrung der vier 
Spezies mit komplexen Zahlen in folgender Weise zusammenfassen: 
Man rechnet mit komplexen Zahlen (« + Bt), (e'+ B't),--+ geradeso 
wie mit reellen Aggregaten von der Form («+ BA), (a'+ B'A), +--+ mit 
dem emzigen Unterschied, daB man schlieBlich i? = — 1 und bei weiteren 


1) Es ist also i eime der beiden Lisungen der Gleichung: 


xt*=—1, 
deren andere dann mit —i zu bezeichnen ist, soda® also auch: — 
(—4#)? =—1. 


2) 8. § 69, Gl. (10), 8.528. Danach ist also a—Bi=a+(—f)i, unda+ Bs, «— Bi 
hei8en konjugiert. 
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Multiplikationen i* = —i, i* = +1, allgemein i*’*’ =i® (9=0, 1, 
2,3; vy =1, 2, 3,---) gu setzen hat. 

Hs hatte nichts im Wege gestanden, die Hinfiihrung der kom- 
plexen Zahlen in der Weise zu bewerkstelligen, daB man ohne weiteres 
,Zeichenverbindungen von der Form a+ $i als neue Zahlen zuléBt, 
ihnen die Rechnungsregel (1)—(IV) einfach vorschreibt und sodann 
den ohne besondere Schwierigkeit zu ftihrenden Beweis dafiir nach- 
lietert, daB die auf Grund jener Regeln vorgenommenen Operationen 
die charakteristischen Higenschaften der vier Spezies mit reellen Zahlen 
besitzen und daB daher die Anwendung der betreffenden Operations-— 
zeichen bzw. die Bezeichnung jener Operationen als Addition, Sub- 
traktion, Multiplikation und Division komplexer Zahlen nachtraglich 
gerechtfertigt erscheint.1) Bei dem von uns durchweg festgehaltenen 
Kntwicklungsgange schien es uns indessen nicht angemessen, ex abrupto 
anscheinend vollig willkiirlich konstruierte Zeichenverbindungen gewisser- 
mafen ,auf Vorrat“ als neue Zahlen einzuftihren, weshalb wir vor- 
zogen, die Schépfung der komplexen Zahlen und der fiir sie geltenden 
Rechnungsregeln auf dem etwas umstindlicheren, in den beiden vorigen 
Paragraphen eingeschlagenen Wege ausfiihrlicher zu motivieren und das 
Ma8B der dabei willkiirlich erscheinenden Festsetzungen nach Méglich- 
keit emzuschranken. 

3. Aus der distributiven Bildungsweise des Produktes zweier kom- 
plexer Zahlen folgt auch die Giiltigkeit des binomischen Satzes (§ 14) 
fiir die n% Potenz von «-+ 62, wenn man darunter wieder das Pro- 
dukt von m gleichen Faktoren « + 7 versteht, also zunachst: 


(a+ pi) = a" + (m), a" Bi + (mya "Bats + Bra” 
oder wenn man die Fallen» =2y und n=2v+1 trennt und die 
Potenzen von 7 angemessen reduziert: we 
@t Biya — Qa 6 + One 8 at ee 
+((2), 0. | B— (Qe pe) iB ee 
: — +(-1)'7* Gy), o67 7). 
Get BTC Ay eae hat + (2v-+1),0 2v—8 Bh ik ‘ 
eee) y+ 1) ap 
| +((20+1),0°"B —(2n + 1)0°* +e 


oer 


(5) 


1) Die in viele Lehrbiicher tibergegangene Methode, statt der komplexen 
Zahlen zunachst ,,Zahlenpaare‘ einzufiihren, bietet, falls dies nicht ausdriicklich 
zum Zwecke der Untersuchung allgemeinerer Méglichkeiten geschieht, nach 
unserem Dafiirhalten nicht den geringsten Vorteil, dient vielmehr nur dazu, das 
im Text soeben erwahnte Verfahren zu verdunkeln und demselben in noch 
héherem MaBe als notwendig den Stempel der Willktirlichkeit aufzudriicken. 
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Auch bleiben offenbar die in § 13 aufgestellten Rechnungsregeln 
- fiir Potenzen mit ganzzahligen Exponenten in Geltung, wenn als Basen 
an die Stelle der reellen Zahlen komplexe treten. 

Bedeutet ferner R («+ Bi, a! + B'2, ---) einen aus einer beliebigen 
- Anzahl komplexer Zahlen (unter denen selbstverstandlich auch beliebig 
viele reelle oder rein imaginire vorkommen kénnen) zusammengesetzten 
rationalen Ausdruck, so laBt sich derselbe durch Anwendung der 
Regeln (1)—(IV) stets auf die Form einer einzigen komplexen Zahl 
bringen, etwa: 
(6) R (ow + Bt, GB tit) = Act Be, 
wo A, B reelle, aus den reellen Zahlen a, f, a’, B',--- rational 2zu- 
sammengesetzte Zahlen bedeuten. Dabei kann man sich die zu dieser 
Umformung erforderlichen Operationen so vorgenommen denken, daB 
man zunichst alle etwa vorkommenden Nenner durch Anwendung der 
Formel (4) reell macht und die Potenzen von %, welche infolge der 
hierzu erforderlichen und der sonstigen vorgeschriebenen Multiplika- 
tionen in den Zdhlern auftreten, mit ihren vollen Hxponenten an- 
schreibt, Werden diese dann schlieBlich auf ihre einfachsten Werte 
+1 und +7 reduziert, so gehen offenbar alle geraden Potenzen von 
i in den reellen Teil A ein, wahrend die wngeraden den gesamten 
imaginiren Teil Bi liefern. Ersetzt man nun in dem Ausdruck R jede 
ine Zahlen «@ + Bi, o' + B'i,--- durch ihre konjugierte « — fi, 
v' — Bli--- (wobei also jede reelle Zahl sich selbst, jede imaginare 
der Peer i cesteten konjugiert ist), ktirzer ausgesprochen, ersetzt 
man durchweg i durch —i und beachtet, daB: 


2 a) a ea Ly ie hee Cary ae fats ae sy Me Fa pats (GeAY, 
so folgt, daB der reelle Teil hierdurch keinerlei Veranderung erleidet, 
wibrend der imaginire in den entgegengesetzten Wert tibergeht, 
d.h. man findet: 
(7) R(a— Bi, a — Bi, ---) =A—Bz. 

4. Bs erscheint fiir spitere Anwendungen niitzlich, noch zu zeigen, 
daB auch die ,,Quadratwurzel* aus einer komplexen Zahl « + £2 als 
komplexe Zahl darstellbar ist, genauer gesagt, daB die Gleichung 
(8) a 0 Bt 
im Gebiete der komplexen Zahlen zwei Lisungen besitzt, deren jede 
mit Hilfe von Quadratwurzeln aus positiven reellen Zahlen sich als 
komplexe Zahl darstellen laBt. 

In dem besonderen Falle 6 = 0, «a >0 findet man ohne weiteres, 
daB die Gleichung x? = « auBer der Lisung x = Yea auch die Lisung 


/ 
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2 =— Ya besitzt, wenn man unter Ve die frither definierte positive 
Quadratwurzel aus der positiven Zahl « versteht. 

Ist dagegen 6 =0, «<0, so geht die Gleichung (8) durch die 

Substitution x = 47 und Multiplikation mit (— 1) in die folgende tiber 

1 = ee 

soda8 sich wiederum 4 = + Y|q| und daher schlieBlich 2 = + Vial 4 


ergibt. Wir brauchen uns daher des weiteren nur mit dem Falle 
|8|>0 zu beschiftigen (wahrend zugleich | «| > 0 sein kann). Setzt 


man a=§+ nt, also: x? = &— 4?4+ 2éni, 


so zerfallt die Gleichung (8) durch Trennung des Reellen und Ima- 
ginaren in die folgenden zwei: 
(9) Tae = 26n = 8B, 
wobei jetzt € und 7 reelle Zahlen bedeuten. Um sie zu bestimmen, 
bilden wir, indem wir die beiden letzten Gleichungen ins Quadrat er- 
heben und addieren: 

E44 DE8 91 ot — y+ B? 
und finden hieraus: 

Bt ta Vere 

wo die Quadratwurzel, wegen &?+ 7?>0, durchaus nur im positiven 


Sinne zu verstehen ist. Durch Kombination mit der ersten Gleichung (9) 


folet weiter: 
=F (Vet sta), a= (Ve +B —a) 


und daher: 
(10) 4 VEVEtH+0) 2=tViVet Po). 


Hs ergeben sich also sowohl fiir &, als fiir y je Zwei, und zwar, wegen - 
Vo? + p?> |«|, stets reelle Werte, aus denen sich offenbar im ganzen 
wer verschiedene Verbindungen von der Form £+ 77 bilden lassen. 
Allein, nicht jede derselben ware eine Lésung unserer Gleichung (8). 
Aus der zweiten der Gleichungen (9): 2&7 = p ergibt sich namlich, 
_daB zu jedem Werte von § nur ein bestimmier Wert 7 gehéren kann. 
Um denselben zu fixieren, mégen mit £,, &, die beiden vorhandenen 
Werte von & bezeichnet werden, und zwar sei: 


(lla) &, he (Va* + 62+ o) (alle Quadratwurzeln posit verstanden), 


also & = — &. Wird der zu £, gehérige Wert von 7 mit n, bezeichnet, 
so kann gesetzt werden: 
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Gays n=o- V5 (Ve + Ba), 


wo 6 einen der beiden Werte + 1 oder —1 haben mubf, der aus der 
Beziehung 


B= 28m, = 26- Ve (Vc? + B+ a) - Vive te — a) 


=26-//tp=6-/B| 


zu bestimmen ist. Daraus ergibt sich aber: 


Bryne 6 =] 
d.h.o=-+1, wenn 6 > 0, dagegen 6 = — 1, wenn # < 0 (mit anderen 


Worten, der Faktor 6 ist gleichbedeutend mit der Hinzuftigung des 
Vorzeichens von $B). Somit findet man schlieBlich, wenn man die 
beiden Lésungen der Gleichung (8) unter die Bezeichnung Va + Bi zu- 
sammenfaBt:: 


(13) Yo pi= +(e (7/0 ff? + a) +757 Vive + B- ee he my 


Dabei pflegt man den Wurzelwert mit positivem reellen Teil oder, 
wenn der reelle Teil Null sein sollte (d.h. im Falle B=0, «a <0), 
den positiv imaginiren Wert nach dem Vorgang von Cauchy als den 
Hauptwert zu bezeichnen. 

Mit Hilfe dieses Ergebnisses 1aQt+ sich noch zeigen, daB die all- 
gemeinere Gleichung 


(14) a? = a + Bi pete sake 
2° komplexe Lésungen besitzt, deren reelle und imaginare Teile sich 


durch wiederholte Quadratwurzelausziehungen aus reellen Zahlen dar- 
stellen lassen. Denn bringt man Gl. (14) zunichst auf die Form 


(14a) (24 *)? = & + Bi 
und bezeichnet wieder mit £-+ 7,7 die eine, also mit — &,— 1,7 die 


andere Lésung der Gleichung z?= «+ B72, so zerfallt die Gleichung 
(14a) in die beiden folgenden: 


(14b) git * = Et 7,1, git a em, 


1) In dem besonderen Falle a=0 hat man: 


veim+(V51Pl+i9,V 5101) 


und daher speziell fiir 6 =1: 


ax (Vis Vi) 


4 
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deren jede wieder in analoger Weise je zwei Werte fiir g2'—* liefert. 
Man erhilt auf diese Weise vier Gleichungen fiir 22’ ° und so fort- 
fahrend acht Gleichungen fiir x?—*, schlieBlich 2’—* Gleichungen fiir 
x und somit 27 Werte fiir x, und zwar immer unter ausschlieBlicher 
Anwendung von Quadratwurzeln aus positiven reellen Zahlen. 

Dagegen laBt sich Va -+ Bi (wo|a| >0, |B| > 0), d.h. eine Lésung 
der Gleichung 7” =«-+ 87, abgesehen von dem betrachteten Falle 
v= 2, bei ganzzahligen » > 38 nicht in ahnlicher Weise berechnen. 
Versucht man z. B. den Fall » =3 in abnlicher Weise wie oben den 
_ Fall »y = 2 zu behandeln, so findet man zunichst aus 


(15) (E+ ni)*= 0+ pi 
durch Trennung des Reellen und Imaginiéren die beiden Gleichungen: 
(16) g° — 88y° =a, 354 — 7° = B. 


Erhebt man dieselben ins Quadrat, so folgt: 
£6 __ 3 £4y2 + 98 7t = 02, 9 fn? — 62x! + 16 = BP 
und hieraus durch Addition: 
£6 41. 3&4n? + 367% 7* + n° ak a? + B* 

d. h. 

Se eGR I 
(17) St gt = Vie BF 
(die Wurzel reell und positiv verstanden). Durch Hinsetzen des aus 
Gl. (17) resultierenden Wertes fiir 4? in die erste der Gleichungen (16) 
ergibt sich, wenn man noch Va + Bp? = y setzt, zur Bestimmung yon 
— die Gleichung: 


4é§— 3y§—a=0 
oder auch: 


(18) (2£)8 — 8y - (2£) —2a=0 (wo y= Vo + B). 


Diese kubische Gleichung hat in der Tat drei reelle Liésungen &, 
wie sich mit den Hilfsmitteln der Funktionenlehre leicht zeigen laBt. 
Auch ergibt sich zu jedem dieser & ein und nur ein zugehdériger reeller 
Wert ftir 7. Man findet nimlich aus Gl. (17) zunidchst: 1? = y — & 
und aus der zweiten der Gleichungen (16) durch Hinsetzen dieses Wertes: 

p B 
oe) 13h GA? 

Daraus wiirde dann folgen, daB die Gleichung (§ + 47)? = a + Bi 
drei Lésungen besitzt, daB also das zunichst rein formale Symbol 


y/ « + Bi wirklich eine Bedeutung hat, naimlich drei verschiedene kom- 
plexe Zahlen vorstellt. 
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Allein es ist nicht moglich, jene drei Lésungen der Gleichung (18) 
,reell-algebraisch“, ‘d. h. lediglich durch Wurzelausdriicke in reeller 
Form darzustellen, vielmehr sind hierzu sog. ,,analytische“ Hilfsmittel 
(Reihenentwicklungen) erforderlich. Den Beweis ftir dieses Verhalten 
kubischer Gleichungen von der Form der Gleichung (18) (des sog. casus a- 
reducibilis) liefert die Algebra. Hier soll nur gezeigt werden, da® der 
Versuch, £ aus der Gleichung (18) durch ein direktes Auflésungsverfahren *) 
zu bestimmen, auf einen circulus vitiosus fiihrt. Bedeutet &' eine ganz 
beliebige Zahl, so hat man identisch: ; 


(28)* =((E + &') + (E—8/))* 
Satanic.) ale 6 ht te (6 re.) (Bi oy) 
und kann daher Gl. (18) in die folgende Form setzen: 
(E+ £8 + EE) 2a +3- 2 (E+ &') E—8')—7)=0, 
und diese Gleichung wird offenbar befriedigt, wenn: 
(20) E+E +(E—-E P= 20, (E+E) E—E =. 


Erhebt man die erste dieser Gleichungen ins Quadrat, die zweite 
in den Kubus und multipliziert sie mit 4, so folgt durch Subtraktion: 


e (84 €")8 — o(E + E8(E — ENS 4 (— — EN)6 = 4 (a? — 7) = — 4p? 
und daher: 
j (E+ €'P—(E—8)° = + 2H, 
also durch Kombination mit der ersten der Gleichungen (20): 
(+s Psat pi, (§—§')P =a F Bi. 
Hieraus wiirde wieder nur folgen: 
Ry Jere ie Stan ao 
; E+ =Vetpi, E—£ =VoF Bi, 
sofern diese Symbole iiberhaupt eimen Sinn haben, d.h. bestimmte kom- 
plexe Zahlen vorstellen. Ist dies aber der Fall (was, wie bemerkt, auf 
diesem und iiberhaupt auf ,,rein algebraischem“ Wege nicht zu ersehen 
ist), so laBt sich aus der zweiten der Gleichungen (20) und den beiden 


letzten Gleichungen erschlieBen, daB + &' und § — &' konjugierte Zahlen 
sind”), also € dann wirklich reell ausfallt. 


5. Aus der zuvor erwiesenen Méglichkeit, die Gleichung 7? =a-+ Bi 
wirklich aufzulésen, d.h. durch zwei bestimmte (nur durch das Vor- 


1) Dasselbe besteht in der Anwendung derjenigen Methode auf den vwor- 
liegenden speziellen Fall, welche in der Algebra als Auflésung mittels der Carda- 
mschen Formel bezeichnet wird. 

2) Vgl. § 69, S. 529, FuBnote 1). 
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zeichen verschiedene) komplexe Zahlen zu_befriedigen, 1aBt sich das 
entsprechende Ergebnis fiir jede beliebige quadratische Gleichung 


(21) ae + 202 4-0 == 0 


herleiten, unter a, b, ¢ beliebige komplexe Zahlen (insbesondere a + 0) 
verstanden. Man hat namlich identisch: 


On) + 20g se . (a?x* + 2abz + ac) 
= “((aa + b)? — (6? — ac)) 


oder auch, wenn man unter Yb? — ac irgendeinen bestimmten Wert, 
etwa den Hauptwert dieser Quadratwurzel versteht: 


(22) ax’+2br+e= ~ (aa +b—/yb?— ac) (aa +d4+ Vo— ac) 
oe (« sob + ae (« — —b— Ve— ee 


a a 
sodaB also die Gleichung (21) die beiden Lisungen besitzt: 


ue fk bbe 
aie done: Bees pes y ac 1 


(23) Xy 


Der Ausdruck (6? — ac) heiBt die Diskriminante der quadratischen 
Gleichung. Ist b®— ac = 0, so fallen jene beiden sonst verschiedenen 
Lésungen in eine einzige (sog. Doppelwurzel) zusammen. 

Sind a, b, ¢ reell und ist 6? — ac > 0, so sind die beiden Lésungen 
offenbar reell, dagegen konjugiert komplex, wenn b* — ac < 0. 


§ 71. Die bisher betrachteten komplexen Zahlen als allgemeinste 


Zahlen unserer gewohnlichen Arithmetik. — Aquivalenz der 
Zahlenmengen §+ yi und z, wo: O<§<1, O<m<1 und: 
es ais ; 


1, Den Anla8, unseren Zahlenvorrat allmihlich immer mehr zu 
erweltern, gab die Unméglichkeit, die aus der Addition und Multipli- 
kation (einschlieBlich der Potenz mit ganzzahligem Exponenten) hervor- 
gehenden Umkehrungsaufgaben mit den vorhandenen Zahlen zu be- 


_ 1) Man hat also: 
@x? + 2bz% +e=—a(x—2x,) (a@—2,) 
und: . 


io) 


2b 
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wiltigen, also gewisse Gleichungen sehr einfacher Art aufzulésen.*) Es 
liegt daher die Vermutung nahe, da8 ahnliche Aufgaben und zumal 
solche yon zusammengesetzterer Beschaffenheit uns zu weiteren Zahlen- 
schépfungen nétigen kénnten, ja es ware sogar denkbar, da8 die Not- 
wendigkeit solcher Neuschépfungen niemals ein Ende nihme. Gltick- 
licherweise ist nicht einmal das erstere der Fall. Es wird sich nam- 
lich — allerdings erst sehr viel spiter (im zweiten Bande dieser Vor- 
lesungen) — zeigen, daB unsere komplexen Zahlen ausreichen, um jede 
beliebige ,,algebraische“ Gleichung, d.h. jede von der Form: 
Cee a, +++ + ayet+ a =0 
(wo n eine natiirliche Zahl, a), a,---4, beliebige komplexe Zahlen) 
mit Lésungen zu versehen. Ja, das gleiche gilt sogar, von gewlssen 
ganz besonderen Ausnahmefiallen abgesehen, in bezug auf Gleichungen 
noch komplizierterer Art (,,transzendente“ Gleichungen), und selbst 
jene Ausnahmefalle kénnen uns nicht zu einer neuen Erweiterung 
unseres Zahlengebietes veranlassen, weil dieses letztere in einem so- 
gleich noch genauer anzugebenden Sinne iiberhaupt keine solche mehr 
gulaBt, vielmehr mit der Schépfung unserer bisherigen komplexen Zahlen 
yollstindig abgeschlossen erscheint. Um diese Aussage zu prizisieren, 
ist vor allem notwendig, dab wir ein bestimmtes Maf derjenigen Higen- 
schaften, welche den reellen Zahlen zukommen, von allen denjenigen 
Zahlen ausdriicklich fordern, welche wir zum Gegenstande ,,unserer“ 
Zahlenlehre oder, wie man zu sagen pflegt, der ,,allgemeimen“ oder ,,ge- 
wihnlichen“ Arithmetik machen wollen. Es sind dies die folgenden: 
1. Die vier Spezies (auBer der Division durch Null) sollen im Ge- 

biete der von uns zugelassenen Zahlen stets eindeutig ausfihrbar, 

die Addition und Multiplikation kommutativ und assoziativ, die letz- 

tere auch distributiv. sein. 

2. Bin Produkt soll dann und nur dann Null sein, wenn mindestens 
einer der F'aktoren gleich Null ist. 


1) Dies gilt beztiglich der Hinftihrung der gebrochenen, negativen, irrationalen 
und imagindren Zahlen: die Veranlassung zur Einfiihrung der komplexen Zahlen 
ergab sich dann schon unmittelbar aus der Forderung, die Addition innerhalb 
des aus den reellen und imagindren Zahlen bestehenden Zahlengebietes ausftihrbar 
za machen. Im iibrigen hatten wir diesen Schritt auch, ahnlich wie die Einfiih- 
Tung der imagini’ren Zahlen, mit der Unméglichkeit motivieren kénnen, die 
Gleichung: uae 

a = (on?) 3 34 
durch reelle oder imaginare Zahlen zu befriedigen. Man findet: 


( a i. aon 
Hj Nh RS aa 5) 
7 NV2 ia) 
vgl. S. 539, FuBnote. , 
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Alsdann 1a8t sich zeigen, daB unsere bisherigen komplexen Zahlen, 
welche nétigenfalls zum Unterschiede von anderen Bildungen ausdriick- 


lich als gewdhnliche oder gemeine komplexe Zahlen bezeichnet werden, | 


die eimzigen sind, welche der Gesamtheit der obigen Forderungen ge- 
niigen. Die hierzu dienlichen Untersuchungen erfordern indessen ge- 
wisse algebraische Hilfsmittel, die wir weder als bekannt voraussetzen, 
noch auch, als zu weit abftihrend, hier entwickeln wollen. Wir wollen 
uns vielmehr damit begniigen, an dem nichstliegenden Hinzelfalle das 
Hintreten der oben angedeuteten Eventualitiiten, und zwar das Ver- 
sagen der Forderung 2., falls die Forderungen 1. erfiillt sind, deutlich 
zu machen. 

2. Wir ordnen jeder reellen Zahl « auBer der bisherigen imagi- 
niren Zahl at noch eine zweite, davon qualitativ verschiedene zu, 
der wir auf Grund ganz analoger Betrachtungen wie diejenigen, die 
uns zu der Schreibweise a¢ gefiihrt haben, die Form aj geben k6énnen, 
wenn j die neue ,,imagindre Hinheit“, d.h. die der reellen Zahl 1 zu- 
geordnete neue imaginire Zahl bedeutet. Sodann bilden wir komplexe 
Zahlen von der Form: 


(1) A= Oy 1 Ot OJ, 
unter @, ,, a reelle Zahlen verstanden. Dabei ist dann und nur 


dann: 
Oy it, 2 a 
wenn: 
m&=0, %=0, «=0. 


Zunachst findet man nimlich a = 0 (da anderenfalls: ee 4 = 2, 
2 


d.h. eine gewdhnliche komplexe Zahl) und sodann, wie friher, Os ao 
a =Q. Des weiteren folgt daraus, daB: 


4 e , fe ae 
ey 0,8 yf Ot 0,44 ao) 
dann und nur dann, wenn: 


, A tA 
y= Oy, = 6,, Oy = a. 


Soll nun die Multiplikation im Gebiete der Zahlen a ausfthrbar sein, 


so mu eine Bezichung von der Form bestehen: 

(2) Ve Ving ea sh ee 

WO &, &, & bestimmte reelle Zahlen bedeuten. Sind dieselben samt- 
lich =0, so hatte man: j-j = 0, sodaB also die Zahl j selbst (welche 
ja von Null verschieden sein mu8, da sich anderenfalls die Zahlen a 


auf gewdhnliche komplexe reduzieren wiirden) der Forderung 2. nicht 
gentigen wiirde. 


ET ee Nee 


=e 
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Sind &, @,, & mindestens zum Teil von Null verschieden, so 
bringe man Gl. (2) auf die Form: 


(3) P— aj — (e+ 4,4) = 9, 

was gestattet ist, da ja Addition und Subtraktion auf Grund der 
Forderung 1. nach den gewéhnlichen Regeln ausgeftihrt werden diirfen. 
- Nun hat man aber nach Gl. (22) des vorigen Paragraphen (8. 542): 


(4) uu? — & % — (& + 8&7?) 
=(2—%— Pt a+ ai) (a e+ ft y+ ai). 


Diese Beziehung wurde a. a. O. zwar zunachst unter der dort 
selbstverstindlichen Voraussetzung abgeleitet, daB « irgendeine gewohn- 
liche komplexe Zahl bedeutet. Sie ist aber, wie man durch direkte Aus- 
rechnung leicht verifizieren kann, eine vollkommene Jdentitdt in dem Sinne, 
daB sie giiltig bleibt fiir jedes beliebige x, welches eine Anwendung 
der gewdhnlichen Multiplikationsregeln auf die rechte Seite gestattet. 
Da diese Bedingung aber auf Grund der Voraussetzung 1. erfiillt ist, 
wenn «=j gesetzt wird, so findet man mit Berticksichtigung von 


Gl. (3): 

is x ee ie 

(5) Ge Ft ay + 5,4) (j — aoe + a+ ei) =0, 

also ein Produkt, welches gleich Null ist, ohne daB ein Faktor diese 


& 


Eigenschaft besitzt: letzteres ware ja nur der Fall, wenn: j= 5 

oo 2 
+) #4 et ei), also j eine gewdhnliche komplexe Zahl, was der 
Voraussetzung widerspricht. . 


Die Zahlen von der Form a,+ «@,2 + «Jj geniigen also unter Vor- 
aussetzung der Forderung 1. nicht der Forderung 2.*) 


3. Hs ‘oll hier noch die duBerst merkwiirdige Tatsache fest- 
gestellt werden, daB die Menge der gewéhnlichen komplexen Zahlen 


4) Will man nicht gerade diesen, sondern irgendeinen anderen Widerspruch 
deduzieren, so kann man etwas kiirzer folgendermafen verfahren. Analog mit 
Gl. (2) muB auch eine Beziehung von der Form bestehen: 

17 =0, +0,t+0,), 

also, wenn man mit 2 multipliziert: 

—j=d,i—d,+ 0,1) 

“a (0, d,—9,) + (09+ 0,03) t+ OF); 
woraus durch Vergleichung der Koeffizienten von j: 

62 =— 

resultieren wiirde, im Widerspruch mit der Voraussetzung, wonach 0, reell sein 
sollte. 
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=§+ 1 des ,,zweidimensionalen“ Bereiches: 0<€§<1,0<7<1 
nur dieselbe Miichtigheit (vgl. § 25, Nr. 2, S. 150) besitzt wie die Menge 
der reellen Zahlen des JIntervalls (,,eindimensionalen“ Bereiches): 
Dw 1. 

~ Um dies zu erkennen, denke man sich alle Zahlen £, 7 und gz, 
die >0 und <1 sind, als wnendliche dyadische Brtiche dargestellt, 
also insbesondere die auch als endliche dyadische Briiche darstellbaren 
(d. h. diejenigen, welche in der gewdhnlichen Bruchform nur eine 
Potenz von 2 zum Nenner haben), als wnendliche mit der Periode 1 
(vgl. § 20, Nr. 2, 8. 120). Dabei wollen wir uns einer der Dezimal- 
bruch-Bezeichnung nachgebildeten Schreibweise bedienen, sodaB also 
ein Zeichen von der Form: 


» 0, Qa, Oy 8 @ (04 eee ee 
die Bedeutung von: 


st+3 ae da lpia ee 


haben soll, wo die w, nur eine der beiden Zahlen 0 und 1 vorstellen, 
mit der ausdricklichen Hestsetzung, daB die Beziehung «, = 1 fiir 
unendlich viele v stattzufinden hat und daher keiner der ‘fraglichen 
Briiche jemals abbricht. 
Hat man sodann fiir irgendein X = ba we, wo sowohl §>0, 

als 4 >0: 

£ = 0, By Ba iBone 

DO eae ae ) 


so ordne man dieser komplexen Zahl X die reelle Zahl: 


Z=0, By, Bopo-+- By, s+: 


‘ 


zu, ierner, falls § —0 oder 4 =0 sein sollte, die komplexe Zahl X sich 
also auf eine reim wmagindre oder reelle Zahl reduziert, 


jeder Zahl: X = yi die Zahl: x =0 pie “Oy, +++: 
jeder Zahl: X=£ _ die Zahl: x= 0, B,08,0 ++ BO---. 


schlieBlich noch 
der Zahl: X=0Q_ die Zahl: «= 0. 


Auf Grund dieser Zuordnung entspricht jedem X =£-+ yi ein 
und nur ein bestimmtes x, und zwar entsprechen verschiedenen X auch 
durchweg verschiedene x, Dabei zeigt sich aber, daB bei diesem 
Verfahren zwar alle X, aber keineswegs alle médglichen » zum 
Vorschein kommen: es fehlen diejenigen von Null verschiedenen 
== 0,0, 0g +++ 0, Og cre , bei welchen von einer bestimmten Stelle 
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v>n>1 ab durchweg a,,_,=0 bzw. «,=0 ist’), da ja weder die 
B,, noch die y, von irgendeinem bestimmten v ab bestandig Null 
sein kénnen.. Hiernach erweist sich also die Menge der Zahlen X oder, 
wie wir ktirzer sagen wollen, die Menge (X) zuniachst als dquivalent 
einer Teilmenge der Menge (<). 

Hiermit wire sogar noch mehr bewiesen, als behauptet wurde: 
man braueht gar nicht einmal die ganze reelle Menge (x) in An- 
spruch zu nehmen, um jedem Hlemente der komplexen Menge (X) 
ein reelles Klement x zuzuordnen. Und man diirfte geneigt sein, 
hieraus ohne weiteres zu schlieBen, daB die Mdchtighkeit von (X) jeden- 
falls nicht groBer sein koénne als diejenige von (z). : 

Andererseits ist ja aber die Menge (x) identisch, also auch dqui- 
valent mit der in (.X) enthaltenen Teilmenge (), woraus auf Grund 
der eben bentitzten SchluBweise folgen wiirde, daB die Miichtigkeit von 
X auch nicht klemer sein kéunte als diejenige von (x). Und es lige 
dann weiterhin nahe, nach dem Vorbilde eines fiir endliche Mengen 
giiltigen und sogar noch fiir Grenzwerte abzihlbarer Zahlmengen als 
zulassig erwiesenen*) SchluBverfahrens zu folgern, daB die Miichtigheiten 
von (X) und (&) eimander gleich sein mtiBten. | 

Nichtsdestoweniger entbehrt jede dieser SchluSfolgerungen fiir 
unseren jetzigen Standpunkt der nétigen Grundlage. Denn erstens 
wurde bisher nur der Begriff der Gleichheit®) zweier Machtigkeiten all- 
gemein definiert (§ 25, Nr. 2, S. 150), und es zeigt sich andererseits, daB 
der Versuch, auch die Begriffe ,,grifer“ und ,kleiner“ widerspruchslos zu 
definieren, auf erhebliche Schwierigkeiten stéBt, solange das hier in 
Frage stehende Ergebnis (namlich die Aguivalenz zweier Mengen, die 
in einer gegenseitigen Beziehung stehen wie die hier mit (X) und (a) 
bezeichneten) nicht bereits ohne Bentitzung der Begriffe ,,gréfer“ und 
,klemer“ lediglich auf Grund der Definition der Gleichheit zweier 
Machtigkeiten erwiesen ist. Zweitens ware es, selbst wenn es gelinge, 
eine ausreichende Definition fiir die Begriffe ,griéPer“ und ,kleiner“ 
auf anderem Wege zu gewinnen, noch nicht erlaubt, aus dem Um- 
stande, daB die Michtigkeit von (X) weder grifer noch kleiner sein 
sollte als diejenige von (x), ohne weiteres die Gleichheit der beiden 


1) Fir m=1 sind die Zahlen x dieser Gattung als zugeordnete zu den 
Zahlen X= nt und X=é vorhanden. | 

2) Vgl. § 28, Gl. (25), S. 172 und § 87, Gl. (21b), S. 233. 

3) Nur in einem besonderen Falle, nimlich bei der Gegentiberstellung der 
Menge der Irrationalzahlen als einer nicht abzdhlbaren und einer beliebigen ab- 
zdhibaren Menge, wurde mit ganz ausdriicklicher Motivierung die Machtigkeit 
der ersteren als die hdhere bezeichnet (§ 25, Nr. 7, S. 159). 

Pringsheim, Vorlesungen I, 3. 36 
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Machtigkeiten zu folgern. Vielmehr bestande ja dann noch die Mog- 
lichkeit, daB die letzteren déiberhaupt nicht vergleichbar sein kénnten*): 
tatsiichlich erscheint bei dem heutigen Stande der Mengenlehre das 
Vorhandensein einer solchen Méglichkeit nur mit Zuhilfenahme eines 
Axioms, des sogenannten Auswahl-Azioms endgiiltig ausgeschlossen. 

Nach alledem wiirde es sich also zur Erledigung der vorliegenden 
Frage um den direkten Beweis eines Satzes handeln, der folgender- 
maBen zu lauten hitte: ,Jst eine Menge A adquivalent einer Teil- 
menge b der Menge B, die letztere aquivalent einer Teilmenge @ von 
‘A, so sind A und B Aquivalent.“ | 

In der Tat kann der Beweis dieses fiir die Begriindung der Mengen- 
lehre tiberaus wichtigen Satzes (des sog. ,,Aquivalenzsatzes“) in voll- 
kommen befriedigender Weise gefiihrt werden, d. h. indem gerade- 
zu festgestellt wird, daB unter den gemachten Voraussetzungen eine 
eindeutig umkehrbare gegenseitige Zuordnung der Elemente von A 
und B stets méglich ist. Wenn wir indessen davon absehen, diesen 
(selbstverstiindlich in jeder zusammenhingenden Darstellung der Grund- 
ziige der Mengenlehre leicht aufzufindenden) Beweis an dieser Stelle zu 
reproduzieren, so geschieht dies, weil wir keine weitere Gelegenheit 
haben werden, von jenem allgemeinen Satze Gebrauch zu machen, 
dagegen in der Lage sind, den besonderen Fall, um den es sich hier 
handelt, durch eine unerhebliche Modifikation des zuvor eingeschlagenen 
Weges vollstindig zu erledigen — anschaulicher sogar als durch bloBe 
Berufung auf den obigen Aquivalenzsatz, welche ja nur die Hxistenz 
einer Zuordnung der fraglichen Art auBer Zweifel setzen wiirde, wab- 
rend durch das hier anzugebende Verfahren, wie ja schon dessen erste 
noch nicht ganz vollkommene Form vermuten laBt, eine solche Zuord- : 
nung wirklich hergestellt wird. Im tibrigen sollte jener erste Versuch 
gerade dadurch, da® er noch nicht zur vollkommenen Hrreichung 
des gewiinschten Zieles fiihrte, dazu dienen, dem Leser die Notwendig- 
keit der daran vorzunehmenden Abanderung deutlich zu machen und 
gugleich ihn darauf hinzuweisen, welche Vorsicht bei der Ubertragung 
sonst gewohnter SchluBweisen auf wnendliche Mengen beobachtet wer- 
den muB. 

4. Der Grund, warum die am Anfange der vorigen Nummer vor- 
genommene Zuordnung der komplexen Zahlen X =&-+ 77 zu den 
reellen Zahlen x kein villig befriedigendes Resultat ergab, legt in 
dem Umstande, da® die Beziehung zwischen den reellen Zahlen und 


1) Kin analoger Fall tritt z. B. bei den sog. infinitiiren Beziehungen ein (vgl. 
¢ 37, Nr. 6, 8. 237). Ist weder: a,<{b,, noch: a, > 6,, so folgt ja daraus keines- 
wegs, daB: a,b, oder auch nur a,~ b, sein muiBte. 
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den Systembriichen irgendeiner Basis, insbesondere also den _ hier 
bentitzten dyadischen Briichen, keine vollkommen eindeutige ist, da 
vielmehr gewissen reellen Zahlen zwei verschiedene dyadische Briiche 
entsprechen, ein endlicher oder, wie wir in dem vorliegenden Zu- 
sammenhange zweckméBiger sagen wollen, ein wnendlichéer mit der 
Periode 0 und ein ebensolcher mit der Periode 1. Aus der Notwendig- 
keit, eve dieser beiden Darstellungsformen auszuschlieBen — wobei 
wir uns fiir die AusschlieBung der Briiche mit der Periode 0 ent- 
schieden —, ergab sich der Ubelstand, daB den Zahlen der Menge (a) 
von der Form: 0, a, ---o,00,, 00, Rae (vy > 1) keine innerhalb der 
nun einmal gewihlten Darstellungsform vorhandenen Wertepaare (&, 7) 
entsprachen, da ja die zur Herstellung eines solchen Wertepaares er- 
forderliche Zerlegung jenes dyadischen Bruches x in zwei solche einen 
Bruch mit der Periode 0 liefern mu8. Um diese Méglichkeit aus- 
zuschalten, kommt es offenbar lediglich darauf an, die Null daran zu 
verhindern, bei dem betreffenden Zerlegungsverfahren eine Periode zu 
bilden, und dieses Ziel kann mit Sicherheit erreicht werden, wenn man 
jede emzeln auftretende Null bzw. jede vorhandene Folge von mehreren 
Nullen mit der unmittelbar darauffolgenden Kins zu einem untrenn- 
baren Ziffernkomplex vereinigt und sodann diesen Ziffernkomplexen die- 
selbe Rolle zuteilt, welche bisher die einzelnen Ziffern spielten. 

Die Ausfiihrung dieses einfachen Grundgedankens fihrt nun zu 
der folgenden Abanderung des urspriinglich eingeschlagenen Verfahrens. 
Hs sei: 

&=0, 8, B,---B,---, und zwar: O< & <1. 
Unter den 6, kommt unendlich oft der Wert 6 =1 vor, und 


zwar selen: 
M5 Mg » eee mM, Mm @ «(0 ‘ele 


a1? 
die Nummern aller derjenigen Stellen, fiir welche B,, = 1(1= 1,2, 8--.- * 
Es mégen sodann 
(6,.)9 (Bin9)s fae (B,,,)> (Paci) ered 


diejenigen Ziffernkomplexe baw. Hinzelziffern 1 bedeuten, welche zum 
Vorschein kommen, wenn man mit B,,, die etwa vorangehenden, hinter 


dem Komma befindlichen Nuillen vereinigt, und allgemein mit Boney 


diejenigen Nullen, welche etwa zwischen Bray und Pane: vorhanden sind.") 


1) Es bedeutet also (Bn dD dasselbe wie f,, wenn m,=1, wenn also der 
dyadische Bruch unmittelbar hinese dem Komma mit 1 beginnt; und (6, Rey) ist. 
identisch mit B. aia? wenn zwischen Bray und Or _ eine Null steht, mit anderen 
Worten, wenn: m,4,=m, +1. 

36* 
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Alsdann laBt sich der obige dyadische Bruch in der Form anschreiben: 


6 = 0, (Bn) (Bn)? 5 Ban) Hy hina ? 
und in analoger Bedeutung werde gesetzt: 
n= 0, CAL CG iat te ye O<— yak 


Die aus diesen Wertepaaren £, 1 gebildeten komplexen Zahlen 
X!'=£-+ yi umfassen dann die gesamte friiher mit (X) bezeichnete 
Menge mit Ausschlup der reellen und der rein imagindren. Jeder dieser 
komplexen Zahlen X' ordnen wir nun die reelle Zahl: 


@ ee OF A(R. ei Pak). ig) oho 
zu) dJedem X' entspricht dann ein bestimmtes x, und zwar ver- 


schiedenen X' stets auch verschiedene x. Umgekehrt énteiutene jedem x, 
das hinter dem Komma mit 1 ook also jedem x von der Form: 


a=0,1 (a, : “tee UAE 


(wo jetzt: <a 1 und die ys analoge Bedeutung besitzen, wie 
zuvor die (6, )) em bestimmtes Cae &+ ni, das definiert ist durch 
die Beziehungen: 
é ie 0, (4, at (0). shee (oo od eee ee 
0, (@, So le aa 
und zwar verschiedenen x stets auch wieder verschiedene X'. Hiernach 


ist zunichst die Gesamtheit der frither mit (X) bezeichneten Menge 
mit AusschluB der reellen und rein imagindren Zahlen den reellen 


Zahlen x des Intervalls =< x <1 umkehrbar eindeutig zugeordnet. 


Um das Entsprechende auch noch fiir jene vorlaufig noch aus- 
geschlossenen Zahlen X zu bewerkstelligen, setzen wir: 


am Walle Xi 6) (woe: 0 +6 1 10: oat (also: 055; 
im Falle X = ni(wo: 0< <1): e=ptoy (also: 4 ca <2 <3) 


oder auch, in dyadischer Schreibweise: 


fir X = £=0, B,B,---B,----- : m= 0, 008, By:+-B, +--+?) 
fir X = 41, wo » = 0, Hee dal anand Snaveti oe oe) . x= 0,017,%_°°°7, cae 


1) Der Grund, warum wir bei der Definition von x eine 1 unmittelbar hinter 
dem Komma einschieben, wird durch das Folgende ersichtlich .werden, 
2) Mit dem Zusatze: 
c= 0 fir X= 0; 


Si 
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Damit ist aber jetzt die gesamte Menge (X) eindeutig umkehrbar der 
Menge (x) zugeordnet, also die Aquivalenz der beiden Mengen bewiesen.") 

Wir werden iibrigens bei spaterer Gelegenheit noch zeigen, wie 
man statt der Darstellung der reellen Zahlen durch Systembriiche auch 
diejenige der Irrationalzahlen durch sog. regelmiBige unendliche Ketten- 
briiche fiir den gleichen Zweck bentitzen kann. 


§ 72. Absoluter Betrag und Einheitsfaktor komplexer Zahlen. 


1. Auf Grund der im vorigen Paragraphen gemachten Auseinander- . 
setzungen werden wir uns in diesen Vorlesungen ausschlieBlich mit 
,gewohnlichen“ komplexen Zahlen beschiftigen und demgemi8 unter 
komplexen Zahlen schlechthin immer nur solche verstehen. Als Zeichen 
fiir solche komplexe Zahlen (die sich natiirlich eventuell auch auf 
yeelle reduzieren kénnen) werden wir im allgemeinen kleine ‘lateinische, 
als Zeichen fiir wesentlich reelle Zahlen kleine griechische Buchstaben 
verwenden, mit dem Vorbehalt, fiir natirliche Zahlen als Indizes oder 
Haponenten nach Bedarf gewisse lateinische Buchstaben, wie m, n, p usw., 
zu bentitzen. 

Den reellen Teil einer komplexen Zahl a bezeichnet man nach dem 


Vorgange von Weierstra8 mit (q), also: 
vay Mt (a) =a, wenn a=a-t pi. 
Fiir a magindren Teil bedarf man keiner besonderen Bezeich- 


nung, da — = 6B — a2 und daher: 
(2): (5) = p.) 

1) Betrachtet man statt der komplexen Zahl + 7¢ das Zahlenpaar (&, 7) 
als eine ,,zweidimensionale“ Zahl und bezeichnet dementsprechend einen Komplex 
von » reeilen Zahlen (E15 Ges §,) als ,,n-dimensionale* Zahl, so la8t sich ganz 
analog wie im Text zeigen, dab Baa die n-dimensionale Zahlenmenge (§; eats §,)) 
wo: 0 Sé, <1 (vy =1, 2,---n) nur genau dieselbe Méchtigkeit besitzt wie die pale 
Zahlenmenge (a) des Pisin O<@<1. 

Ferner sei noch erginzend | bemerkt, da8 mit Hilfe eines sehr einfachen 
funktionen- bzw. mengentheoretischen sog. Abbildungsprinzips das im Text ge- 
gebene Aquivalenzresultat auch auf die gesamte Menge der komplexen Zahlen 
einerseits und diejenige der reellen Zahlen andererseits ausgedehnt werden kann. 
(Fir die rationalen komplexen Zahlen, d.h. die Zahlen + yi mit rationalem & 
und 7, folgt die Aquivalenz mit der Menge der rationalen reellen Zahlen ohne 
weiteres aus dem Umstande, daB die fragliche Zahlenmenge nach § 39, Nr. 2, S. 251, 
als eine zweifach abzdhibare auch schlechthin abzdhlbar ist.) 

2) Immerhin wird gelegentlich fiir den Koeffizienten von i auch die besondere 
Bezeichnung (a) gebraucht, sodaB also in dem vorliegenden Falle 


3 (4) =8 


ware. 
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| Die reellen Zahlen «, 6 fassen wir erforderlichenfalls unter der 

Bezeichnung Komponenten der komplexen Zahl a = a + 6% zusammen.’) 

Unter dem absoluten Betrage oder Absolutwert von a=a+ Bi 
versteht man den positiven Wert von Yo? + 6, in Zeichen: 


(3) la} =|e+ pil =o? + p* 


Man erkennt unmittelbar, daB diese Definition mit den friiher ge- 
gebenen tibereinstimmt, falls a sich auf eine reelle oder rein imaginire 
Zahl reduziert, also 6 = 0 oder «=O ist. Aus der Definition folgt 
auBerdem, daB die wer Zahlen: +a und die beiden dazu konjugierten, . 
also +(a@-+ 67) und +(a@—7) den niamlichen absoluten Betrag 
haben. | 

Setzt man a (unter der Voraussetzung |a|>0) in die Form: 


— by aN ts e sd B ‘5 
a=|a| ey | a | (Gasat =) 


a 
[a| 
soluten Betrage 1, welche wir den Hinhettsfaktor von a nennen und 
mit e, bezeichnen wollen.”) Jede komplexe Zahl 1a8t sich also stets 


in die Form setzen: 


(4) a=|a|-e,, 


so ist der zweite Faktor offenbar eine komplexe Zahl mit dem ab- 


wo |a| eine wesentlich positive, e, eine komplexe Zahl mit dem absoluten 
Betrage 1 ist. Hs ist leicht ersichtlich, daB eine derartige Zerlegung 
stets nur auf eine einzige Weise méglich ist. Denn, hatte man gleich- 
zeitig: 

a=o(y + 0%), wo 9 >0, |y + dt|/=1 
und: 

a= o'(y'+0'%), wo 9'>0, |y'+0'7| = 1, 


so wlirde daraus zunichst folgen: 


oy + edt = Q'y' + 9'0'G, 
also: 
ey=o'y', ed =o0'0' 


1) Man bezeichnet «, 6 mit ‘Riicksicht auf geometrische Beziehungen hiaufig 
auch als die Koordinaten von a. 

2) Die Zahl e, wird mit Riicksicht auf die zuvor bereits erwahnten geo- 
metrischen Beziehungen auch als Richtungskoeffizient von a bezeichnet. Ich habe 
mich in friiheren Arbeiten der Bezeichnung Charakteristik von a bedient, doch 
scheint mir die im Text gebrauchte Bezeichnung wesentlich prignanter, tiberdies 
schon wegen mehrfacher anderweitiger Verwendung des Ausdrucks Charakteristik 
auch zweckmifiger. 
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und wenn man diese beiden Gleichungen ins Quadrat erhebt und addiert 
— mit Beriicksichtigung von y' + 0° = y!* +0! 7=1: 

o =o!'", also: 9=0' 
und daher schlieBlich auch: 
| y+tdi=y'+ 011. 

2. Wir entwickeln zunichst einige einfache, haufig anzuwendende 
Siitze, die sich auf den absoluten Betrag der Summe und Differenz, 
des Produktes und Quotienten zweier komplexer Zahlen beziehen. 

Satz L 

Der Absolutwert der Summe oder Differenz zweier komplexer 
Zahlen ist im allgemeinen kleiner als die Summe der Absolut- 
werte, nur in einem besonderen Falle gleich dieser Summe. Man 
hat also am allgemeinen: 
(5a) jata'|<|al+|a'| 
und, bet |a| > 0, |a'| > 01), nur dann: 
ja+a'|=|a|+|a'|, wenn: a’= ia : 
oH) eae an =|a|+]|a’'|, wenn: a'=— da ys tae eee av 
Beweis. Ist: 
(6) a=a+ fi, a’ =a'+ ft, also: a+a'’=(e+e')+ (6+ Bi. 
so folgt zunachst: 
jata'|=(a+a') + (6+ ply 
=o + B+ ol? + Bl? + 2(a0e! + BB’). 
Andererseits hat man: 
(| +a") = (Va? + 6° + Val? +B") oe 
=o + pital? + B+ 2V(a" +B) (a!? +B") 


und daher: 

jaa! |'—(\a|+|a'))"=2(ae' + BB'—Vara!' +p B' +a Bl +a' 6’) 
(7) =2(aa' + 6B'—V(aa' + Bp") + (ap! —a' B)’). 
Daraus folgt, wegen («f' — «'B)?> 0, daB durchweg: 

(8a) |a ta! |’ —(ja|+ a") <0, | 

auper wenn: 

(9) eB'—o'B=0 und zugileich: aa’'+ BB'>0, 


1) Ist: a=0 bzw. a’=0 oder auch: a=a’=0, so reduzieren sich die Glei- 
chungen (5b) auf bloBe Identititen. 

2) Ist a’ =1a bzw. a’ =—ia (wo 24> 0), so haben a und a’ offenbar gleichen 
baw. entgegengesetaten Hinheitsfaktor — vice versa. 
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(da ja die Quadratwurzel positiv, d.h. V (wa! + 68) = leo! + BB'| 
zu nehmen ist), in welchem Falle dann: 
(8b) Ja+a'l"—(ja|+|a')*=0 
wird. 
Mit Beriicksichtigung von (8a), (8b) und (9) findet man nosis 
daB in der Tat im allgemeinen: 
}a tal} <jal+ ja‘ 
und nur in dem emen Falle: | 
}a+a'|=|a|+|a'|, wenn: af' — «'B =0, ao! + BB'>0. 
Nimmt man zunichst an, daB a und 6 von Null verschieden sind, 
so ist die erste dieser Nebenbedingungen gleichbedeutend mit der 


folgenden: 1 gr 
Sa A, also! == he, pr ae, 

wo A eine im tibrigen beliebige reelle Zahl bedeutet, die auf Grund 
der zweiten Nebenbedingung nur der Beschrinkung unterliegt: 


Le AB? 0,70. bad > Oe! 
Man findet also, wie behauptet, in diesem Falle: 
a! + Bi =A(«o+ Bt), wo A>0. 
Ist « =0, so folgt aus der zweiten Bedingung: 
BB'>0, also: B' =1B, wo wieder 4 > 0, 


und sodann aus der ersten Bedingung: «' = 0. Man hat also in diesem 


Falle: G=8))) a 15nd 1A. 


Ist endlich 6 = 0, so hat man analog: 
aw’ > 0, also: «'=Aa, wo 1>0, 
ferner 6’ = 0 und schlieBlich: 


C= ta =A: e= 1a (A> 0). 
Da ferner: 
ja—a'|=|a+(—a’')|, |—a'|=|a"l, 


so folgt aus dem bisherigen Ergebnis, daB auch: 
ja—a'|Sja|+]a'| 
und daB hierbei das Gilecchheitszeichen nur gilt, wenn: 


— a! =ja, also: a' =— da (wo 1>0).!) 


1) Da die beiden Beziehungen: 
Jata’|=|a|+|a’| 
in eine Identitét tibergehen, wenn a’=0, so kann man sagen, daB sie auch 


gelten, wenn: a’=,a und: 4=0. 
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Zusatz. Durch wiederholte Anwendung des eben bewiesenen 
Satzes findet man: 


(10) lay +a, +--+ +a,|<|a|+]a,|+---+|4,|, 
Dabei gilt das Gleichheitszeichen nur dann, wenn durchweg: 
(11) a@,=A1 a, wo’, >0 (vy =1,2,---2). 


Der Beweis wird am einfachsten durch vollstindige Induktion ge- 
fihrt. Aus Satz I folgt ja unmittelbar, daB: 


lag ta,+---+ta ,ta|<|qtat-:::+4a,_,/+14,|, 


und es gilt daher die Beziehung (10), falls die entsprechende Beziehung 
fiir |a, +a, +-+-+a,_,| besteht, was ja in der Tat fiir n= 2 er- 
wiesen ist. | 
Was den besonderen Fall der Gleichheit betrifft, so erkennt man 
unmittelbar, daB die Bedingung (11) eine dafiir hinreichende ist. Denn 
aus derselben folgt: 
fay +, ota, |= |L thy bo + A,) | 
= (Later $A) + ||) 
=| aq) + | Ady | ee + [4a 
= |a)|+)a [+++ +], | 
DaB jene Bedingung auch notwendig ist, ergibt sich folgender- 
maBen. Angenommen, sie sei fiir irgendein a,, als welches man wegen 
des kommutativen Verhaltens der Addition ohne Beschrinkung der 
Allgemeinheit a, wihlen kann, nicht erfiillt, so hat man: 


| a) + a,|<|a,|-+|a,| (mit Ausschlu8 der Gleichheit). 


Andererseits: 
[dy teeta, | Sf ay|re-+ + 1a, | 
und daher: 
|My +, +++ 4,| [ay + a, | + [ag +--+ +a, 
| <|4| +1 a,| +] a] +--+ +[4,|. 
3. Der vorige Satz gab eine obere Schranke fiir |a + a@'|. Zur Ge- 
winnung einer uwnteren Schranke hat man auf Grund des Satzes I: 


(12) a|=|(@+a’)—a'|<|at+a'| +a’, 


1) Die Richtigkeit der hierbei bentitzten Beziehung: 
. |4a|=a-|a|, wenn 1>0, 
welche einen speziellen Fall des weiter unten bewiesenen Satzes IV. bildet, folgt 
unmittelbar aus der Definition des absoluten Betrages, wegen: 


V ee)? + (AB)? = 1+ Vor? + B?. 
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wobei nach (5b) das Glezchheitszeichen nur gilt, wenn: 
a'=—1'(a+a') fiir 1'>0, 
d. h. 


(13) qa! = — —p4=—ha fir 0 <A, 


tibrigens auch noch fir 4=1, dh. fira+a'=0'), da in diesem 
Falle die Beziehung (12) in |a|=J|a’| tibergeht. Macht man die in 
dem eben betrachteten Falle der Gleichheit offenbar bestehende Be- 
dingung |a'|<|a| auch in dem allgemeinen Falle zur Voraussetzung, 
so ergibt sich aus (12): 


(14) ja + a'| > |a|—|a'| 
(wobei das Gleichheitszeichen nur gilt, wenn a! =—da und 0<1<1), 


also eine nicht-negative untere Schranke fiir |a + a’ |. 
Ersetzt man hier wieder a’ durch —a', so wird auch 


(14b) |a—a'| > |a|—|a’| 

mit der Bedingung: a’ = 2a (wo 0<4<1) fir den Fall der Gleichheit. 
Vertauscht man in (14a), (14b) a und a’, wobei dann |a!| > |a| 

angenommen werden muB, so kann die Bedingung fir den Fall der 

Gleichheit, die zunaichst lauten wiirde: a = + 1'a' (wo 0<4' <1), in 

die folgende umgeformt werden: a' = = da (wo 14> 1). 


Da iiberdies unter der Voraussetzung |a'|>|a| statt la! |—| a.| 
auch ||a|—|a'| geschrieben werden kann und dieser Absolutwert in 
dem zuvor. betrachteten Falle |a| > |a'| mit |a|—J|a’| zusammen- 


fallt, so kann man dem vorstehenden Gesamtergebnis die folgende 
Fassung geben: 
Satz IL 
Der absolute Betrag der Summe oder Differenz zweier kom- 
plecer Zahlen ist im allgemeinen grofer als der Absolutwert der 
Differenz der absoluten Betraige und nur in einem besonderen 
Falle gleich diesem letzteren. Man hat also im allgemeinen: 
(15 a) Jata'|>||a/—|a'|| 
und bei |a|>0, |a'| >0 nur dann: ?*) 
Jata'|=||a|—|a 


|a—a'|=||a|—|a'||, wenn a' =a 


, wenn a'=—iha 


(15b) wo i reell und > 0. 


1) Dieser Fall a + a’ = 0 entspricht dem in Satz I. durch die Voraussetzung 
ausgeschlossenen Falle a=0. 

2) Bei a=0 bzw. a’=0 treten an die Stelle der mond. (15b) wieder 
bloBe Identitéaten. | 


Nr, 4. § 72. Absoluter Betrag und Einheitsfaktor komplexer Zahlen. 557 


SchlieBlich lassen sich dann die Satze I. und II. zu dem folgenden, 
alle Méglichkeiten beriicksichtigenden Satze zusammenfassen: 


Satz III. 
Ist = +1 oder =—1, so hat man stets: 


(16) ||a|—|a!||<|a+ea'|<|a|+]a'|, 


und zwar gilt bet |a|>0, |a'|\>0 das Gleichheitszeichen 
rechts nur im Falle a'= eda, links im Falle a'=— da, 
wo i reell und > 0. Ist mindestens eine der Zahlen a, a! gleich 
Null, so gelten beide Gleichheitszeichen, indem sich die obige 
Doppelbeziehung auf eine bloBe Identitat reduzvert. 

4. Satz IV. 

Der absolute Betrag eines Produktes bzw. Quotienten zweier 
komplexer Zahlen ist gleich dem Produkte bzw. Quotienten der 
absoluten Betrage. 

Beweis. Ist wieder: 


a=a-+ Bi, a'=a'+ p'4 

aa' = (aa' — BB') + («B'+ «'B) 2, 

| aa! = (wa! — BB!) + (a! + a! By , 
= (wa!) + (BBIY + (@B'y + (a! BY 
=(a +B) (a's + 8") 


=|al’-|a’l, 


also: 


so folgt: 


also, wie behauptet: 
(17) |aa'|=|a|-|a'|.’) 


1) Mit Bentitzung dieser Beziehung 148+ sich der Beweis von Satz I. merk- 
lich kiirzer, als zuvor, in folgender Weise fiihren, Man hat danach, wenn man 
von dem unmittelbar zu erledigenden Falle a = 0 absieht, zunichst: 


ae GY Lie atid a ae 
beaths a(1+%) a a+¢ 
Setzt man: 
Soe Sa BF 
: a 
sO wird: 


ret 
1+ | = (14 4)?+ uw? =14+1?4-w?+ 22, 


Andererseits hat man: 


a’ 


2 
|) =(4+Vi Fat) a1 40+ wey ee 


( 


und daher: - - 
48 (|e arose 
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Wendet man dieses Resultat auf die Beziehung: 


a= a! e ti 
a’ 
an, so ergibt sich: 
al=la'|-|7 
a 
also, wie behauptet: 
| Ohad Ley 
(18) ao lay (speziell : eal 


Zusatz I. Dik wiederholte reads des Produktsatzes er- 
gibt sich, daB allgemein: 


(19) a °+ +a, |—=|a,|-|a,|--- [a 


‘) 


und daher insbesondere, wenn man jeden der n-Faktoren dureh a 
ersetzt: 


(202) ja"|=|al". 

Da sodann: 
a3 = = : ? 
| a” la”™|-° lal” 


so folgt schlieBlich, dab auch: 
(20 b) ja =a)", 


in Worten: Der absolute Betrag einer Potenz mit ganezahligen Ex- 
ponenten ist. gleich der entsprechenden Potenz des absoluten Betrages. 


Zusatz Il. Setzt man a und a! in die Form: 


a=|a\-e, a'=|a'l-e.,, 


auBer wenn: w=0 und zugleich 2= 0, in welchem Falle: 
gre 
-(+4|¢)=9 
a 


it 


ce 


wird. Somit ist: 


wo das Gleichheitszeichen nur im Falle a’=2a, ie 0 gilt, und durch Einsetzen 
dieser Beziehung in die erste Gleichung findet man: 


Jata’|<ja|(1+)/"), 
also mit Bentitzung von (17): 
| Ja+a’|Sja|+|a’|, 


wo wipderiat das Gleichheitszeichen nur gilt, wenn: 
a’=ha und Vee 0. 


“SS ee 
a Sahay 
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so folgt mit Benititzung des Satzes IV: 


a’ 


aa'=|aa'|-(€.e€.,), a = 


ead daher wegen der Hindeutigkeit jeder Zerlegung in absoluten Betrag 
und Hinheitsfaktor (8. 552): 


(21) Chen ere se Pad eet 
d. h. der Hinheitsfaktor eines Produktes bzw. Quotienten zweier kom- 
pleaer Zahlen ist gleich dem Produkte bzw. Quotienten der betreffenden 
pviicattaiioren, 


Sila. Homloxe Zahlenfolgen und Grenzwerte. — Die Be- 
zichung lima, — oo, — Hiufungszahlen. — Komplexe Doppeifolgen. 


i Eine , unendliche Folge komplexer Zahlen a), a,,---@,,°-+, kiirzer 
geschrieben (a,), soll konvergent heiBen, wenn zu jedem ¢>0 eine 
natiirliche Zahl n existiert, derart daB: 

(I) ether a,|<e fiir 9 = 1, 2,3,-- 

Diese Definition stimmt wortlich mit der Same fiir 
reelle rationale Zahlen (§ 22, (1), S. 125) tiberein. Hs’ bedarf daher 
wohl kaum der Bemerkung, daf sie, analog wie jene, nach Bedarf 
auch durch jede der folgenden ersetzt werden kann: 

di TORN a,|<<e fir 9 = 1,2,3,---- 
(IIT) Fe a, |< fir v>n,o=1,2,3,---- 

Auch ergibt sich aus “ee Ubereinstimmung dieser Definitionen mit 
den entsprechenden fiir reelle Folgen, daB auch die dort (§ 22, § 27) 
bewiesenen Sitze iiber die Konvergenz jeder Teilfolge, sowie jeder durch 
rationale Operationen aus mehreren konvergenten Folgen zusammen-, 
gesetzten Folge erhalten bleiben. 

Im iibrigen ist die Konvergenz der Boles (a,), wenn gesetzt wird: 
(1) a,=0,+ Bt, 
auch vollstdindig dquivalent mit der Konvergenz der beiden ~reellen 
Folgen (a) und (8). Aus 


| Cee Gi a, | ay kag ws Mya a) +(B,4 9 B,)é | 


folet namlich: 


atl Red MON 
(2) bake ct 4 B46 G1 S144 0— % 18a.) — By 


sodaB gleichzeitig mit der Beziehung (1) stets auch die beiden 
folgenden bestehen: 

(3) Lo lS es pun Bisa, 

welche aussagen, daB die beiden Folgen («,), (8,) konvergieren. 
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Umgekehrt wiirde sich aus den beiden Ungleichungen (3) die 
Beziehung ergeben’): 
(4) IG, 40 ee Ze, 


welche ja wiederum die Konvergenz der Folge (a,) nach sich zieht. 
Hiernach gilt der Satz: 


Die notwendige und hinreichende Bedingung fiir die 
Konvergenz der Folge (a, + 8,7) besteht in der Konvergene der 
beiden Folgen (a,) und (f.). 


Da | | a, 4 han! Op lassie +0 %|, 80 folgt, daB gleichzeitig mit 
der Folge (a,) die aus den absoluten Betrigen gebildete Folge (| a, |) 
konvergiert. Die Konvergenzg dieser letzteren Folge bildet also eine nof- 
wendige (aber offenbar nicht himreichende) Bedingung fiir diejenige 


von (a,). 


2. Wir sagen wiederum analog wie bei reellen Folgen (§ 26, Nr. 1, 
S. 160), die Folge (a,) besitze fiir »v —> 00 den Grenzwert a, in Zeichen: 
(5) lim a, =a, 
Y>o 
wenn eine Zahl a von folgender Beschaffenheit existiert: Zu jedem 
é>0 soll eine natiirliche Zahl m vorhanden sein, derart daB 


(6) |a—a,|<e fir v>n. 


Auch hier ergibt sich wiederum ohne weiteres aus der Ther- 
einstimmung der Definitionen die Giiltigkeit der fir ~reelle Folgen 
bewiesenen Grenzwertbeziehungen (§ 28, Nr.3, S. 169/70, GI. (12) — (15)). 

Setzt man a=«a-+ 67, so folgen aus dieser Bedingung durch 
die namliche Schlu8weise, welche zur Herstellung der Ungleichungen (3) 
aus der Voraussetzung (I) diente, die beiden Beziehungen: 


(7) je—a,jSs |B—B6,|Se (fir v =n), 
welche offenbar mit den folgenden beiden Aquivalent sind: 
(8) lime,=«, limp =. 

Y>n Y>o 


1) Obschon prinzipiell belanglos, sei der Vollstindigkeit halber erwahnt, 
da8 man aus den Voraussetzungen (3) sogar schlieBen kann, daB: 


| 4.9 — % | SY2+8. 


(“nto—%n) Se 
(Frte — es, 


On 49 — My |* < 28%, 


Aus (3) folgt nimlich: 


und hieraus durch Addition: 


, exc? 
a 
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Umgekehrt folgt aber aus (8) bzw. (7) — wieder durch die in 
Nr. 1 angewendete SchluBweite — die Beziehung: 


(9) |a—a,|< 2s fiir v>n, 

also schlieBlich: 

(10) lim a,=a=a + Bt. 
Y>o 


Da die Konvergenz der Folgen (a,), (6,) die notwendige und hin- 
reichende Bedingung fiir die Hxistene der Grenzwerte a Of 3 ae B: 


bildet (§ 28, Nr. 1, S. 167/8), andererseits aber mit der Konuergenz ‘der 
Folge (a,) vollstandig Aaquivalent ist, so lassen sich die vorstehenden 
Ergebnisse folgendermaBen zusammenfassen : 


Die notwendige und hinreichendé Bedingung fur die 
Existenz eines bestimmten Grenzwertes lim a,, wo a,=«, + B,1, 


V>o 
besteht in der Konvergenz der Folge (a,) baw. m der damit 
diquivalenten Konvergenz der Folgen («,), (B,). Zugleich hat 


man: 
(11) lim («, + 6,7) = lim w+ 7- lim 8,. 
v>o Y>@ v>o 
Wegen | | a | 
V>o 
auch |a|= lim|a, | Le d. h. es i Naateht sitesien die Beziehung: 
v->o 

bli sslim'|'a. |, 

(12) | Bee a | ed i | 


wenn der links stehende Grenzwert im engeren Sinne existiert. Die 
Existenz des rechis stehenden ist also hierzu notwendig, aber offenbar 
im allgemeinen nicht hinreichend. Setzt man namlich (s. § 72, Gl. 4, 
8. 552): 


a,=l|a,|-e 


ay? 
so erkennt man, daB, abgesehen von dem Falle pk a,=0, fiir die 
Existenz von eae a, aufer derjenigen von bat |a, | sche noch die Existenz 


von lim e,, ee iselich ist. 

y>ona 

3. Jede nicht-konvergente Folge komplexer Zahlen (a,) bezeichnen 
wir wieder als divergent. Dabei wollen wir zuniachst den Fall ins 
Auge fassen, daB die Folge der absoluten Betrage eigentlich divergiere 
(s. § 26 am Ende, S. 164), daB also: 


(13) lim | a, |= + oo. 
Vv>o 


* 
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Man sagt in diesem Falle, die komplexe Folge (a,) divergiere nach 
Unendlich und driickt dies durch die Schreibweise aus: 


(14) lim a, = oo. 
Y>o 

Man bemerke, da dieses Zeichen oo (ohne Vorzeichen) eine wesent- 
lich andere Bedeutung hat wie bisher, wo wir es lediglich als Ab- 
kiirzung ftir + co gebrauchten'), geradeso, wie wir ja bei positiven 
Zahlen das Vorzeichen + wegzulassen (bzw. als selbstverstdndlich zu er- 
ginzen) pflegen, falls es sich nicht um die direkte Hervorhebung des 
Gegensatzes gegen negative Zahlen handelt. Und wir konnten dies ohne 
Bedenken tun, da ja andere Begriffe als die mit. +00 und — co 
bezeichneten bisher tiberhaupt nicht definiert waren und sicher kein 
Leser jemals auf den Gedanken gekommen sein diirfte, ein solches 
oo ohne Vorzeichen als Abktirzung fiir — oo aufzufassen. Dagegen 
gewinnt ja durch Hinfiihrung der Schreibweise (14) fiir die durch 
Gl. (13) praziser bezeichnete Aussage das Zeichen oo eine neue, wesent- 
lich weitere, man kénnte sagen weniger bestimmte Bedeutung, und 
wir hatten vollstandiger Korrektheit zuliebe in GI. (14) schon aus- 
driicklich »—>-+ co statt »—» oo schreiben miissen. Wenn wir 
_ hiervon abgesehen haben und auch in Zukunft davon absehen wollen, 
so geschieht dies, weil in dem vorliegenden Zusammenhange v un- 
verkennbar als Zeichen fiir positive ganze Zahlen auftritt und daher 
die Bezeichnung »-—+oo iiberhaupt gar nichts anderes bedeuten 
kann wie vy —»-+ oo (anders ausgesprochen, da ja hier v und |v! zu- 
sammenfallen und daher die Schreibweise lim »= oo, d.h. nach 
(13), (14) soviel als: lim|v|=-+ 00, schon dasselbe besagt wie 
lim v = -+ oo). 

Obsehon der Inhalt der Beziehung (14) durch Gl. (18) vollstandig 
gegeben ist, so mdgen zu genauerer Orientierung noch die folgenden 


Bemerkungen dienen. Reduzieren sich die a, auf reelle Zahlen, so kann 
natiirlich Gl. (14) die spezielle Bedeutung von 


lim a,=-+o0o oder: lim a= — co 
v>o Y¥>o 


besitzen, waihrend im allgemeinen ihr Inhalt denjenigen der folgenden 
drei Beziehungen umfassen kann: | 


1) Vgl. $26, Nr. 4, Gl. (13), S. 164. 
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Vv>o 


(15) lim |a,|=-+ 00, lima,=—oo, lima, = + ov!) 
¥>o aiid ' ¥>o 

(z. B.a, = (—1)’-v). Sind die a, wesentlich komplex, so erstreckt sich 
die Unbestimmtheit des Unendlichwerdens, die ja bei reellen a, auf das 
Vorzeichen (den Faktor + 1 oder —1) beschrinkt ist, auf den (kom- 
plexen) Hinheitsfaktor, tiber dessen Verhalten bei unbegrenzt wachsen- 
dem »v die Definitionsgleichung (13) keinerlei Vorschriften enthalt. Auch 
sei bemerkt, daB die Beziehung (14), wenn gesetzt wird a,=«,+ J, 
noch nicht einmal das Bestehen einer der beiden Beziehungen: 


lim «= oo, lim B, =oo 
vV>o v>o 


im Sinne von Gl. (14) erfordert. Setzt man z. B.: 
a=1+itey-«, 


also: 
cota ta a Ge Ly M2 b eee 
Cupra hs a ect a oak re 1)" + (24 + 1), 
so folgt zwar: 
lime, =—oo, lm sp,=—oo 
v>on vo 


lim oe, = -+ oo, lim 8, fa) POD 
V>@ao 


nichtsdestoweniger ist weder (im Sinne von Gl. (14)) nD, @, = 00, noch 
lim 8, = oo, da jede der Folgen (a,), (f,) aiendlieh? oft die Zahl 1 


yv>n 
enthalt. Dagegen hat man: 


seit Bia 2 + Pe (Qu +2-(—1)") 
uti t Bs ga = 2 + eu + 1) (2u Heh eels (— 19") 


pad daher: : 
DL ea Nese also: lim a, = oo. 
V>o 


Ks mu8 auffallen, daB die der Beziehung (14) zugrunde liegende 
Schreibweise in direktem Widerspruch mit gewissen bisherigen Fest- 


1) Man bemerke, daS die Bedingung lim | a,|=+ © unter der Voraussetzung 


v (v2) 
(14) stets erfiillt und ihre ausdriickliche Erwahnung in dem obigen Zusammen- 
hange keineswegs iiberfltissig ist. Denn hitte man nur: 


lim a,=—oo, lim a,=+o0, 
Y>o “iReabe 


so kénnten die a, noch beliebig viele endliche Limites (Haufungszahlen) besitzen. 
Andererseits mu8 unter der Voraussetzung (14) stets mindestens eine der beiden 
letzten Beziehungen bestehen. 

Pringsheim, Vorlesungen I, 3. 37 
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setzungen steht. Insbesondere haben wir friiher bei der Betrachtung 
reeller Zahlenfolgen unter die Bezeichnung ,, Hxistenz eines Grenzwertes 
im weiteren Sinne“ (§ 26, Nr.4 am Ende, 8. 165) ausschlieBlich die 
Falle des Unendlichwerdens mit bestimmtem Vorzeichen1) aufgenommen, 
nicht aber diejenigen, welche nur durch die Bedingungen (15) charak- 
terisiert sind. 

Die Veranlassung zu dieser einigermaBen befremdlichen Inkonse- 
quenz liegt in gewissen Zweckmifigkeitsgrtinden, deren Tragweite zu- 
meist erst in der Funktionenlehre zum Ausdruck kommt. Zu vorlaufiger 
Krlauterung sei indessen folgendes bemerkt. Ist (c,) eine komplexe 
Folge mit einem von Null verschiedenen Grenzwerte, etwa: 


hin Ge, 
14 
yY>o 


so konvergiert auch die Folge (~), und zwar hat man: 


: 1 1 
bn = 
v> on Cy C 


und umgekehrt. 

Diese vollkommene Reziprozitét zwischen den Folgen (c,), (-) 
einerseits und den zugehérigen Grenzwerten c, - andererseits erleidet 
eine Ausnahme, wenn: 

(16) lim ¢, = 0. 


v>on 
Um diese Lticke auszufillen (was sich zur ktirzeren und iiber- 
sichtlicheren Formulierung gewisser Ergebnisse der Funktionenlehre als 


zweckmaBig erweist), ordnet man der Folge (=) elne neue ,,unegent- 
liche“ Zahl als Grenzwert zu, die wir etwa fiir den Augenblick mit 
bezeichnen wollen, also: 
(17) lim > = a. 
Vv>o C, 

Da sodann (s. Gl. (12)): 

lim |¢,| = |lim ¢, | = 0 

V>o Yv>@a 
und daher: ; 


lim | — 
VY>o 


so hat man nach Gl. (13), (14) andererseits: 


=H +H, 
v 


(18) lim ~ = oo (ohne Vorzeichen), 


V> wo C, 


1) Die entsprechende Forderung fir komplexe (4,) wiirde also in der Existenz 


von lim e. bestehen. 
v>o 7% 
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sodaB also dieses Zeichen oo die Rolle der oben vorliufig mit w be- 
zeichneten ,, uneigentlichen“ Zahl spielt, welche in diesem Zusammenhange 
(ankniipfend an geometrische Vorstellungen) auch schlechthin als die 
,Stelle Unendlich“ bezeichnet zu werden pflegt. 

SchlieBlich mag dann noch die Einbeziehung der durch Gl. (14) 
bzw. (18) dargestellten Hventualitét in den Begriff der Grenzwert- 
existenz erforderlichenfalls durch den Ausdruck ,,Ewistenz eines Grenz- 
wertes im weitesten Simne“ charakterisiert werden. 

Auch erscheint es gelegentlich zweckmiBig, die Bezeichnung ,,cigent- 
lich divergent“ auf solche komplexe Zahlenfolgen auszudehnen, bei denen 
mindestens die Folge der reellen oder diejenige der von dem Faktor i 
befreiten imagindren Bestandteile eigentlich divergiert. . 

4. Der Begriff des Grenzwerts ist auch bei komplexen Folgen einer 
analogen Verallgemeinerung fahig, wie bei reellen. Doch wollen wir, da 
wir Ja von der in § 69, Nr. 1, S. 525, erwiesenen Moglichkeit, die kom- 
plexen Zahlen als einfache Mannigfaltigkeit zu ordnen, wie a. a. O. schon 
bemerkt, keinen weiteren Gebrauch zu machen gedenken, davon absehen, 
die Begriffe des unteren und oberen Limes auf komplexe Zahlenfolgen zu 
tibertragen und beschrinken uns in dieser Hinsicht auf den Begriff der 
Héufungszahi. Wir wollen also zeigen, daB jeder beliebigen komplexen 
Folge (a,), von der zunaichst nur angenommen werden soll, daB die 
|a,| unter einer endlichen Schranke bleiben, mindestens eine Hiiufungs- 
zahl zukommt, d.h. es gibt mindestens eine bestimmte Zahl a von der 
Beschaffenheit, da8 fiir unendlich viele Glieder a, der Folge der ab- 
solute Betrag ja — a, | beliebig klein wird. Bei dieser Fassung erscheint 
a auch dann als Héiufungszahl, wenn unendlich viele Glieder oder so- 
gar auch alle von einem bestimmten ab gleich a sind, da ja fiir alle 
diese geradezu |a — a, | =0 wird. Ist allgemein a, =a, +67, so 
besitzt die reelle Folge (c,) mindestens eine Hiufungszahl e+), und 
es laBt sich daher aus der Folge (w,) eine Folge (“,,,) 1n der Weise 
herausheben, daB: 

(19) lim a  &. 


v>a 4 


Die unendliche Folge (6,,,) besitzt dann mindestens eine Haufungs- 


zahl B, und es besteht danach fiir eine aus der Folge (8, ) passend 
herausgehobene Folge (6, ) die Beziehung: j 


20) lim B, = 8, 
V> nm ve 


_ 1) Méglicherweise nur in dem zuvor betrachteten Sinne, daB durchweg «, = a 
(etwa fiir » > m), was im tibrigen fiir die weitere SchluBweise ohne Belang ist. 


37%* 
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wahrend andererseits fiir die entsprechend aus der Folge (a, ) heraus- 
gehobene Folge (a, ,) die Beziehung erhalten bleibt: 
(21) lim ow, = o. 


Vv>on * 


Hiernach ergibt sich: 
lim(@, +£6,1)=a-+ pi 
¥>o es i“ 
oder, wenn «+ pi=a gesetzt wird: 
(22) hima =a, 
V>o ‘é 
sodaB in der Tat |a—a, | fir alle hinlanglich groBen v beliebig klein 
wird, also a eine Haufungszahl der Folge (a,) ist. 
Besitzt eine Folge (a,), deren |a,| unter einer endlichen Schranke 


bleiben, nur eine einzige Hiufungszahl a, so ist sie offenbar konvergent 
und @ ihr Grenzwert. 


Bleiben die |a,| nicht unter einer endlichen Schranke, so hat man 
zum mindesten: 
(28) lim |a,| = + co, 
v>o ‘ 
und kann daher aus der Folge (\a,|) eine Folge (|a, |) so heraus- 
heben, dab: ; 


lim |a,, | = +-oo, 
> © id 

also nach Gl. (14): 

(24) hace ae a, = 00. 


In diesem Falle bezeichnet man die ,,umeigentliche“ Zahl oder 
Stelle oo als Héufungszahl oder -stelle der Folge (a,), welche im tibrigen 
noch beliebig viele endliche Haufungszahlen besitzen kann. Das letztere 
ist offenbar dann und nur dann nicht der Fall, wenn nicht nur die Be- 
ziehung (23), sondern die folgende besteht: 


(25) : lim | a, |= +o, 
Y>o 
also: 
(26) lim a, = oo. 
‘ v>o 


5. Auch der Begriff der Doppelfolge, insbesondere der konvergenten 
Doppelfolge und des Doppellimes baw. der iterierten Limites JaBt sich 
nach dem Vorbilde des in Nr. 1 und 2 itiber einfache komplexe Zahlen- 
folgen und deren Grenzwerte Gesagten und im Anschlu8 an die ent- 
sprechenden Auseinandersetzungen tiber reelle Doppelfolgen (§ 40, 8.253 ff.) 
ohne Schwierigkeit auf komplexe Zahlen tibertragen. 
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Versteht man unter (a\”) eine Doppelfolge komplexer Zahlen, so 
mag zunichst deren Konvergenz mit Beniitzung der Fassung (1), 8. 255 


(wenn man daselbst u="-+ 0, v=n-+6 setzt), durch die Beziehung 
definiert werden: 


| ino) m\— . pa. LS Tent 1,2,----- 
(27) nt ~% |e sl 9 pigtail 
Ist. dabei: 
(28) am a4 BM, 


so ergibt sich mit Hilfe der in Nr. 1 dieses Paragraphen angewendeten 
SchluBweise, daB die durch die Bedingung (27) definierte Konvergene 
der komplexen Doppelfolge (a? vollstiindig dquivalent ist mit der- 
jenigen der beiden reellen Doppelfolgen (ce! ) und (8\” ). 

Definiert man ferner die Existenz eines bestimmten Doppellimes a 
der an”, in Zeichen: 


(29) lim a” =a=«-+ Bi, 
iM, Vv>ao- 


nach Analogie der Formel (2b), 8. 254, durch eine Beziehung von der 
Form: : 


; (no) __ < a o = 0, iy. ceecee 
(30) ae al<e fir: {fT 9 aa pa ; 
so findet man hieraus: 

(31) oles ee 8 hi : ; 


und umgekehrt ziehen die beiden letzten Beziehungen wieder die 
Beziehung (29) nach sich. Da andererseits fiir die Exristenz der beiden 
Grenzwerte (31) die Konvergenz der beiden Doppelfolgen (.”?), (6°) 
notwendig und hinreichend ist, so findet man, mit Bentitzung des zuvor 
tiber die Konvergenz der Doppelfolge (a\”) Gesagten, schlieBlich: 


le 
Die notwendige und hinreichende Bedingung fiir die 
Eixistenz eines endlichen Doppellimes lim (c.” + B bi i) besteht 


M,V¥ > 
im der Konvergenz der Doppelfolge (ane + p i), welche zusammen- 
fault mit der Konvergenz der beiden reellen Doppelfolgen (cc? ), 
(6 np und man hat sodann: 

Or a) Vo Oe de ata) 

@) Pe A Sool Ga erate 
In ganz analoger Weise lassen sich auch die ‘terierten Limites 
der Doppelfolge (ce,”” + By i) auf diejenigen der reellen Doppelfolgen (cc.”” ), 
(8, ) zurtickfiihren. Von den auf diese Weise sich ergebenden Be- 
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ziehungen wollen wir nur den folgenden, aus § 43, Satz (Ia), S. 284, 
unmittelbar hervorgehenden Satz, als fiir die Anwendungen wichtigsten 
hervorheben: | 


? 


Wenn der Doppellimes lim a” und die eingelnen Zeilen- 


Re ee on ee 
bzw. Kolonnenlimites (im engeren Sinne) existieren, die einzelnen 
Zeilen also konvergieren, so bestehen die Besiehungen: 


lim lim a” 
V>o U>o Rady be (7) 
ee fin en ©) (re ee 
a bh, y>oa 
U>o v>o 


Zugleich ist, wie durch Spezialisierung des Satzes (IIb) von § 43, 
S. 290, sich ergibt (vgl. hierzu S. 279, letzter Absatz), fiir die 
Existenz eines endlichen lim a” hinreichend, daB die Konvergenz der 


> van 
Zeilen bzw. Kolonnen eine gleichmaBige ist (s. § 42, Nr. 8, 8. 275) 
und da der betreffende iterierte Limes im engeren Sinne existiert. 


§ 74. Grenzwertsitze fiir komplexe Zahlen. 
1. Die Beziehung (s. § 73, Gl. (11), 8. 561): 


(2) lim (a, + 6,7) = lim @, + ¢ lim B, 
- Y>o Y>on Y>on 


gestattet offenbar, gewisse friiher ftir reelle Zahlen bewiesene Grenz- 
wertsatze ohne weiteres auf komplexe Zahlen zu iibertragen. 

Versteht man jetzt unter (a,), (0), ---, (k,) irgendwelche kon- 
vergente Holgen komplexer Zahlen, unter R (a,,b,--+, k,) einen aus 
a,,6,,+++,k, zusammengesetzten begrenzten rationalen Ausdruck (vel. 
§ 22, Nr. 8, 8. 183), so findet man unter der Voraussetzung, daB keiner 
der etwa auftretenden Nenner den Grenzwert 0 besitzt, tibereinstimmend 


mit Formel (15), § 28, Nr. 3, 8.170: 


(2) f( lim a,, lim 6,,---, lim &) = lim R (a,,6,,-++,k,), 
Y>on Y>o Vv>o@ y>o ‘ 

worauf schon in § 73, Nr. 1 hingewiesen wurde und wie sich iiber- 
dies mit Bentitzung von Gl. (1) unmittelbar ergibt, wenn man _be- 
achtet, daS auf Grund der fiir komplexe Zahlen geltenden Rechnungs- 
regeln als reeller und (vom Faktor 7 befreiter) imaginarer Teil eines 
aus komplexen Zahlen zusammengesetzten rationalen Ausdruckes zwei 
aus reellen Zahlen gebildete Ausdriicke derselben Art erscheinen. 


ast 
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Des weiteren erkennt man, daB der als Hawuptsatz bezeichnete 
Grenzwertsatz von § 37, Nr. 3, III (8. 229/30, Gl. (18)) fir komplece a, 


zanachst in der folgenden Form gilt: 


Sind die M, reell und monoton, lim M =+o, so hat 


man stets: ale at Sa 
(3) lim a = lim ae ae 
y>o y v>o Vlisev—1 


sobald der rechts stehende Limes im engeren Sinne eaistiert, 


und ebenso der fiir M/=v resultierende speziellere (,, Cauchysche“) 
Grenzwertsatz (a. a. O. Gl. (14)): 


Es ist: 
a 
* (4) lim —= lim (a,—a,_.,), 
Y>on yv>n F 
sobald der rechts stehende Grenzwert im engeren Sinne 
exrstiert. 


Die beiden Siitze behalten aber, wie wiederum die Zerlegung in 
reelles und imaginares zeigt, auch noch im Falle: 


a.—a 
5 Die 
( ) Mi Me 


Yo 


= oo baw. lim (a,—a,_ ,)=o%0 


yoru 


Giiltigkeit, falls mindestens der reelle oder der (vom Faktor 7 befreite) 
imaginére Teil den Grenzwert + co oder — oo besitzt, also die Folge 


Geman] bzw. (a, — a,_4) eigentlich dwwergirt (§ 73, Nr. 3, 


S. 565). 

Auch kann man dem Cauchyschen Satze, wenn man a, durch 
Uy + U,+---+ u, ersetzt und im Nenner v + 1 statt v schreibt, analog 
mit § 45, Nr. 1, Gl. (4), S. 805, die Form geben: 


Ks ist: 
Wg th te + U 
l 0 pty 
ap rane te t i Yy>o 
mit anderen Worten: das arithmetische Mittel einer unbegrenzt 
fortsetzbaren Folge (u,) beliebiger komplexer Zahlen besitzt den 
Grenzwert lim u,, falls dieser letatere endlich oder in dem so- 


yoo 
eben niher bezeichneten Sinne unendlich ausfallt. 


Dabei sei wiederum noch ausdriicklich darauf aufmerksam gemacht, 
daB diese Satze nicht wmkehrbar sind, d. h. daB die Hxistenz des links 
stehenden Grenzwertes keinen Schlu8 auf diejenige des rechts stehenden 
gestattet (vgl. § 37, Nr. 3 am Schlusse, 8. 280 und § 45, Nr. 1 am 
Schlusse, S. 305). 


vr 


. 
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Beachtet man ferner, daB beim Beweis der in § 37, Nr. 4 (8.231, | 

Gl. (17), (18)) enthaltenen Verallgemeinerung des dortigen Haupitsatzes 
(Gl. (18)) bestaindig nur mit absoluten Betrigen operiert wird und daB 
alle dort gemachten Schliisse unverinderte Geltung behalten, wenn 
man die dort mit a,, 6}, A bezeichneten reellen Zahlen durch beliebige 
komplexe ersetzt (wahrend die daselbst mit B bezeichnete Zahl’) reell 
und posity bleibt), so gewinnt man fiir den hier. in Gl. (3) enthaltenen 
Satz die folgende Verallgemeinerung: 


Ist fiir komplexe a,, b,: 
(7) lim |}, | =+ 00 und fiir jedes n: ls-| >718,-8,_,1<B 2), 
V> oO 


so hat man: 


a a,— a, __ 
(8) lim 5” = lim 7, 


Y>o Ny Y>o “Vv y—1 


wenn der rechis stehende Grenzwert endlich ausfallt. 


Da a zweite der Bedingungen (7) offenbar erfillt ist, wenn 


tia | > |b, —6,_,| im engeren Sinne existiert, und da das letztere 
nach fin Honpteaires sicher der Fall ist, wenn die | 6, | wait v monoton 


b 
ins Unendliche wachsen und lim Ler tecli im engeren Sinne exi- 
n> on 
stiert, so ergibt sich als Spezialfall des soeben ausgesprochenen Satzes 
der folgende: 


Sind (a,), (b,) komplexe Zahlenfolgen und wachsen die |b, | 
mit v monoton ins Unendliche, so hat man: 


i a i 0 DA aah OA s 
(9) lim = lim > 
y>o “vy v>o Bg 
wenn der hee stehende Grenzwert und augerdem 
iba pas yin ; 
lim | ie wm engeren Sinne existiert.®) 
yoo | Py] —| %—1| 


1) Auf 8. 233, Zeile 1, steht infolge eines Druckfehlers: G +1. statt: : 

2) Anders ausgesprochen: 

lim iy Oe 6, aa Co. 

nu-> © 


3) Der Ea eceen etek sei noch erwiahnt, daB auch die Giiltigkeit der 
Grenzwertsitze von § 59, Nr. 8, 8, 422, und §63, Nr, 2, 8. 461, fir komplexe a, 
durch Trennung des poelien und imaginiren unmittelbar erkannt wird. 
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2. Mit Bentitzung dieses letzten Ergebnisses wollen wir noch den 
folgenden Satz beweisen, welcher eine bemerkenswerte Verallgemeinerung 
des Cauchyschen Grenzwertsatzes in der Fassung von Gl.(6) bildet: 


Sind a, b zwei beliebige komplexe Zahlen, welche nur der 


a) > 0+), ist ferner (u,) 


Beschriinkung unterworfen sind: H ( 
eime komplexe Zahlenfolge und: 


Wot Uy, + -+++U,, 
(10) lim (a GU aa) =u (d.h. endlich), 
n>o 
so hat man: 
: ‘ ; Uy FU, eres TU, U2 
Ot) BREEN Goran ta ato. 


Beweis: Setzt man: 


a= 4 (wo also: Ri (ce) > 0) 
und daher: nate ; 
et Does a Le 


so nimmt die Voraussetzung (10) nach Division mit a -+ 6 die Form an: 


' ; 1 1 a lh lly tT a 2 u 
ea mminte tt (hind) tage) race 
Setzt man ferner: 
Uy pu +--+ +U, # 
(13) ane =O (u,) (v=0,1,2,--++), 
also: . | 


u, = (n+ 1) Oi(u,)—n iu, _,), 
so wird: 


(14) S-u,+(1— 


4) Uy FU ters +, i (¢-+ n) OM (Uy) — 2 OM (Uy __ 3) 
Cc nm+1 Cc 

Wir multiplizieren Zahler und Nenner des letzten Ausdrucks mit 
dem Faktor eae 
Durchfiihrung einer abgekiirzten Bezeichnung, welche genau derjenigen 
ftir die Binomialkoeffizienten bei ganzem positiven Exponenten  nach- 


und bedienen uns fiir die weitere 


1) Damit ist implizite gesagt, daB |a|>0, |a+b|>0. 
2) Insbesondere geniigt also schon die (fiir Oh Ua resultierende) Voraus- 
setzung: 
eg Uy +u,t---+u 
lim (u,+ tat i ’) 20, 


. v>on Li 5 1 
um daraus zu schlieSen, dab: 
: a Mois tele ts act te 
lim w, = lim mars We Te eee 


y>o y>o vt 1 


= U. 
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gebildet ist (vgl. § 14, Nr. 4, 8.88, 89, Gl. (5), (7)), d. h. wir setzen, wenn 
c eine beliebige komplexe Zahl bedeutet: 


41 —k-+1 
fi), =2¢ De ee Gee 
Ls eg 
Alsdann ergibt sich zunachst mit Hilfe der angegebenen Multiplikation: 


6 (CF 2) OM (Up) —% OH Uy 3) (CH My OM (Up) —(C+ — 1p 1 OT (Uy a 
(i 5) c (c+ n—1), 
Nun findet man aber auf Grund der Definition (15): 


(15) 


—k+1 
+ O1=(—=+1),, 
(17) ane eke—-1) +(e 2) 
Poe 1e2c. eo 1) 
=(e+ 1), (A=1, 2, 3, eh), 


d.h. die (¢,) gentigen bei beliebiger Wahl von c genau derselben Re- 
kursionsformel wie im Falle c=, wo m eine natiirliche Zahl (vgl. § 14, 
8. 90, Gl. (12)).. Da hiernach insbesondere: 


(18) etal tiieta)) = ee 

so laBt sich der Nenner (c+ ™-—41) des Ausdrucks auf der rechten 
Seite von Gl.(16) durch: (¢c+n),—(¢+mn—1),_, ersetzen, sodaB 
Gl. (12) mit Beriicksichtigung von Gl. (14), (16) die Form annimmt: 


in CMe HI —CTN— Ny 1 Ey a) 
(19) ae (c+n),—(c+n—1),_, afd 


Um schlieBlich auf diesen Ausdruck den letzten Satz der vorigen 
Nummer anwenden zu kénnen, hat man nur nachzuweisen, da 
|(¢ +), | mit  monoton ins Unendliche wichst und daB 

a Gare Gee lam 
nove (Or), || leet) 
um engeren Sinne existiert. 


Man hat nun: 


__ |(e+n) (e+n—1)---(e+1) eid e+n—1 e+n 
(C+ 0), | = ee =| any 
Ist sodann c= y + 0%, wo also: 9(c)=y >0, so folgt: 
erate, 


sodaB also in der Tat |(c+) | mit » bestindig zunimmt. Da iiberdies: 


(c+n),|=(4+4) (1 +4)-.-(1+2)> iL» ie, 
so findet man: 4 


(20) lim |(¢ +m), | = + 00. 
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Ferner ergibt sich mit Bentitzung der Rekursionsformel (18): 
| (c+),—(e¢+"—1),_ | a | (c-+n—1), | 
| (e+), |—|(¢+m—1), 1] |[(e+”,|—|C+2—}),_ 1| 
und, wenn man zunachst Zahler und Nenner des letzten Ausdrucks mit 
nm! multipliziert: 


e-+n),—(c+n—1),_4| vt |e+n—1|-|c+n—2]|---|e| oe 
+ayn|—|(c+n—1),_3|  le+n|-le+n—1]---e+1|—je+n—1]-[e+n—2]---[ep an 
|e | 


re 
4 | jJe+n|+n 
c+n|?—n? 
Lo . |e-+n|+n 
3 2 
also: Aig tee 


|c+n),—(C+"—Dn_1| jel 
Re) Rs Ghia ge, Minit 
sodaB also die fraglichen .Bedingungen erfiillt sind. 


Die Anwendung des betreffenden Grenzwertsatzes auf die linke 
Seite von Gl. (19) gibt somit: 


c+tn\|—n 
C ° 
ha 


, 


Ss AC inh) 8 ae NP ite 
woraus dann durch Hinsetzen in die Voraussetzung (10) weiter folgt: 
1; EE UL Wk. 
SAL ah atb a+b’ 
also schlieBlich, wie behauptet: 
. U 
@8) fee 


Kapitel IL. 
Unendliche Reihen mit komplexen Gliedern. 


§ 75. Konvergenz und Divergenz. Absolute und unbedingte 

Konvergenz. — Summen unendlich vieler absolut konvergenter 

Reihen mit komplexen Gliedern. — Multiplikation komplexer 
Reihen. 


1. Bedeutet (a,) eine unbegrenzt fortsetzbare Folge komplexer 
Zahlen und setzt man: 


(1) Ata +++: +a,=s (v=0,1,2,----- 3 
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so heiBt wiederum die unendliche Reithe: 
Gots Gyn oan PEE a 


konvergent und s ihre Summe, in Zeichen: 


(2) | > a=, 


0 
wenn die Folge der s, konvergiert und den bestimmten Grenzwert s be- 
sitzt, wenn also: 


(2a) lims =s (a h. lim sy «,=s) 
nu->o, n>o 0 


In jedem anderen Falle heiBt die obige Reihe divergent, 


Auf Grund der obigen Definition ergibt sich zunichst als o¢- 
wendige und hinreichende Bedingung fiir die Konvergenz der Reihe nach 
§ 78, Nr. 1, (ID), 8.559, eine Beziehung von der Form: 


(3) IS,49 — 5,|<¢6 fir 9=1,2,3--.-. , 
anders geschrieben: 
n-+t-@ 
(3a) ral <i (612 Sie ) 
Das ’ ; 


Da die Konvergenzbedingung (3) genau dieselbe Form hat wie ftir 
Reihen mit reellen Gliedern (§ 44, Nr. 2, Ungl. (5), S. 294), da ferner 
die Ubertragbarkeit des Cawoky sehen Grenzwertsatzes auf komplexe 
Zahlen bereits festgestellt wurde (§ 74, Nr. 1, S. 569), so gelten auch 
diejenigen Folgerungen und Melon eet welche in §45 an jene 
Konvergenzbedingung gekntipft wurden, iidberondare die folgende (a. a, 0. 
1, (0), (72), 8. 307): 


fee) 


Fir die Konvergenz der Reihe a a, gegen die Summe s 


ist notwendig und hinreichend die Glchien Existenz der 
beiden Beziehungen: 

re DAS SB de ; 

Jn ma m+ 1 me 


Lea, > 2-a,+-+:+n-a, 


(4) 
= 0, 


lim 


n>on Ai 


wobei (mach § 74, GI1.(6)) wiederum noch die Beziehung: ae na, =0 
sich als hinreichend fiir die Existenz der zweiten dieser Bedingtuelk erweist. 


Die zweite der Bedingungen (4) lat sich auf Grund der in § 74, 
Nr. 1 erfolgten Ubertragung der erforderlichen Grenzwertsiatze auf kom- 
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plewe Zahlen (s. 8.569, Gl. (3) und 570, Gl. (8)), entsprechend Gl. (16), 
S. 310, auch durch die folgende ersetzen: 

MM ot UM, Tt M,, n : 

(4a) a ia ent Ores U,>M,_,>0,lim I, =+0, 


n> © n 


oder auch, entsprechend Gl. (15), 58.3809, durch die noch etwas all- 


. gemeinere: 
. b b Seay 
(4b) tii a a 


ayn n 


= 0), 


wobei die 6, beliebige komplexe Zahlen bedeuten, die nur den Be- 
dingungen zu gentigen haben: 


1 


Hea gong a er 


lim |b, | = + oo, 
nr->o 


Andererseits 14Bt sich aber nach den in § 73, Nr. 1 gemachten Be- 
merkungen die Konvergenzbedingung (3) auch durch solche ersetzen, 
in denen nur reelle Zahlen vorkommen. 

Ist wiederum: 

a,=a,+ Bi? 
und setzt man: 
(5) pee AI ‘+a =6, 
Bat Bark 3c Os 


so ist fiir die Existenz eines bestimmten one s, notwendig und hin- 


zn} alo: $= 6, et, 


reichend ee: von lim 6, und lim t,, und man hat sodann (S. 561, 


6) lim s, = lime, +7-limr,. 
n->o n>o n>on 


Somit ergibt sich: 


wo 


Fiir die Konvergenz der Reihe 2 (a, +82) ist notwendig 


und hinreichend diejenige der ‘esdeh Rethen ye So. 
und zwar hat man: 


( — Se +4a- Sati: a, 


Die Reihe >(«,+ 8,7) ist also divergent, wenn mindestens eine 


der beiden Reihen So, 6, divergiert. Sie soll eigentlich divergent 
heiBen, wenn mindestens eine jener beiden Reihen eigentlich (d.h. nach 
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+ oo oder nach — oo) divergiert*); endlich unbestimmt oder innerhalb 
endlicher Grenzen oszillierend, wenn keine der beiden Reihen > a, ps B, 
einen wnendlichen Hauptlimes besitzt, anders ausgesprochen, wenn 
lim |s,| endlich ausfallt. 

n> 


2. Die Zuriickfiihrung der Konvergenz von > a, auf diejenige der 
beiden reellen Reihen o> 6, bietet den Vorteil, daB sie die Uber- 
tragung der fiir Reihen mit reellen Gliedern geltenden Hauptsitze auf 
solche mit komplexen Gliedern sehr vereinfacht. 

Die Reihe _5 a, ist offenbar dann und nur dann unbedingt konver- 
gent, wenn jede der beiden Reihen _> LAA B, unbedingt konvergiert, 
Hierfiir ist aber notwéndig und hinreichend deren absolute Konvergenz, 
folglich auch die Konvergenz der Reihe > (\@,| +|B,|). Da aber, 
wegen: |a,|<|o,|+|8,|, gleichzeitig mit dieser letzteren Reihe stets 
auch > /|a,| konvergiert und umgekehrt, wegen |e, Se Be le | 
gleichzeitig mit S'|a,| auch die beiden Reihen Sle B,| kon- 


vergieren, so findet man: 


Die notwendige und hinreichende Bedingung fiir die 
unbedingte Konvergenz der Reihe ps a, besteht in deren ab- 
soluter Konvérgenz, d.h. in der Konvergeng der Reihe >| 4, |.) 


(Hiernach ist z. B die , geometrische“ Reihe a auch bei kom- 
plexem a unbedingt konvergent, wenn }a@|< 1, da ja unter dieser Vor- 
aussetzung >|a|” konvergiert: s. 8 44, Nr. 5, 8.301.) 


1) Fiir diese Bezeichnung sind wiederum gewisse erst in der Funktionen- 
lehre hervortretende ZweckmaBigkeitsgriinde maBgebend. Man wiirde sonst zam 
mindesten erwarten, daB > (@, + 8,1) erst dann als eigentlich divergent gelten 
sollte, wenn beide Reihen ey. > B, diese Eigenschaft besitzen. Genau ge- 


nommen ware aber selbst diese Bezeichnungsweise noch inkonsequent. Denn da 
eine reelle Zahlenfolge (6,) nur dann eigentlich divergent genannt wurde, wenn 


lim 6,=-++ 00 oder =—oo, so wiirde das Analogon fiir eine komplexe Folge (s,), 
Y>o 
wenn s,=|s,|- 9 darin bestehen, daB lim |s,|=-++ oo und auBerdem lim C. 


v>o Y¥>a “% 
eine bestimmte Zahl (mit dem absoluten Betrage 1) vorstellt. 
2) DaB aus der Konvergenz von _>|4,| stets diejenige von _> 4, folgt, mit 
anderen Worten, daB eine ,, absolut“ konvergierende Reihe stets auch an sich 
konvergiert, folgt schon unmittelbar aus der Beziehung: 


m+ ‘ 
< Sia 


nm+i 
Im Anschlu8 hieran sei noch folgendes bemerkt. Nach dem Satze iiber den 
absoluten Betrag einer Summe (§ 72, Nr. 2, 8.553) hat man ja im allgememen: 


n+ 
¥@Q, 


n+1 
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Im iibrigen gilt auch hier die Unbedingtheit der Konvergenz in 
dem erweiterten Sinne (vgl. § 46, Nr. 3, § 58, Nr. 3), daB die Konver- 
genz erhalten bleibt und auch der Summenwert: keine Anderung er- 
leidet, wenn man die als absolut konvergent vorausgesetzte Reihe a, 
in eine endliche oder unendliche Menge von Tevlreihen zerlegt und deren 
Summen wieder zu einer endlichen oder unendlichen Reihe vereinict. 
Wird etwa eine derartige Zerlegung der Reihe Ya, in eine unendliche 
Menge von Teilreihen dargestellt durch das Schema: 


any 4+ 4a, (0) BAe hate a; (0) oan 
| $0 4 a, 4. er hate 
(8) ec : 
Pe a Oe. 


n 


>? a, 


0 


n 


oe 


(mit AusschluB der Gleichheit), Hieraus dtirfte man aber ftir noo nach be- 
kannter SchluBweise (s. § 28, Nr.3, 8.171, Ungl. (22)) zunaichst nur folgern, daB: 


>? a, < >? | a, |. 
0 0 


Nichtsdestoweniger ist das Gleichheitszeichen in Wahrheit hier auch definitiv 
unméglich, wenn auch nur ftir irgendein einzelnes n, wie oben angenommen, das 
Zeichen < gilt. Denn man hat zunichst: 


n--o 


>? a, 


0 


a 


und daher: 


<— >? |, | 
0 


Nur in dem einzigen Falle, daB ausnahmslos a,=1,-a, (4, reell und >0 fir 


y=1, 2, By veces ) wird: 
r=) 
Ay >: A, = >; | a, |. 
0 0 


=— 


5S 
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und setzt man: | 
() 2) 2 p() 4“ He 
a, =e, + Bri (j= 0, 12 «), 


so hangt die Summe der zweifach unendlichen bzw. iterierten Reihe (8) 
bei irgendeiner beliebigen Anordnung lediglich ab von den entsprechen- 
den Summen der beiden Reihen: | 


a ges Se Bo +B, + pM. 
Ty ecg ey ON + 6) 6, 


(9){+. Pe ee 
ce ee F By + Beh BP 


welche die dem Schema (8) entsprechenden Zerlegungen der Reihen 
De, ond > B, vorstellen. Da auf Grund der Voraussetzung die Reihen 

&,, +6, absolut konvergieren, so folgt aus § 58, Nr. 8, S. 408, die 
Giiltigkeit der Beziehungen (a, a. O. Gl. ( 13), (15)): 


| = > 
Lt Roe ds 
-3 


wobei jede der betreffenden Teilreihen und die aus ihnen gebildete 
Reihe absolut konvergiert, die letztere sogar konvergent bleibt, wenn 
man (nicht nur die Summen der einzelnen Teilreihen, sondern) jedes 
einzelne Glied durch den absoluten Betrag ersetzt. 

Hieraus folgt aber, daB die Reihe > u, baw. das Schema (8) das 
analoge Verhalten zeigt, d.h. es besteht die Beziehung: 


eo) ro) 
1s (¥) 
Pi ee 
0 0 
a 
y 


(11) . > Mie 
"pear 
0 0 


mit dem entsprechenden auf die absolute Konvergenz der rechten Seite 
beztiglichen Zusatz. : 3 

Sind die Partialreihen nur in endlicher Anzahl n vorhanden, so 
findet man analog: 


(ee) n ere) 
(12) dra, = > Sha”, 
0 0 0 
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3. Ist statt der einfach unendlichen Reihe —> a, von vornherein das 
gweifach wnendliche Schema (8) vorgelegt, so fiihrt die Beziehung: 


alte ae pat ae 4s Sa 
(welche ja allemal besteht, sobald die Summation links und rechts auf 
die namlichen Zahlenwerte der Indizes w, v erstreckt wird, und auch 
fiir die etwaigen Grenzwerte bei w—»> oo, v—-> oo bestehen bleibt) 


- gur unmittelbaren Ubertragung des in § 58, Nr. 4, 8. 410, fiir reelle 
_ Reihen abgeleiteten Satzes auf komplexe, d. 4 es gilt der Satz: 


Bedeutet s irgendeine endliche Zahl, so zieht jede der drei 
Gleichungen: 


[° > ae et a‘) =s (Reihe der Diagonalen) 


(13) ts > dey=s (Rethe der Zeilensummen) 
(c) 5} ») a” 6 (Reihe der Kolonnensummen) 
t i 26 


die beiden anderen nach sich, sobald die m der Voraus- 
setzung auftretende (eimfache bzw. iterierte) Reihe bei Ver- 
tauschung der ay” mit thren absoluten Betragen konvergent bleibt. 


Dabei ist, wenn etwa eine der beiden Gleichungen (13b), (13c) 
zur Voraussetzung genommen wird, die Reihe (18a) absolut, also auch 
unbedingt konvergent, nicht nur, wenn pen die Klammerausdriicke, 
sondern auch dann, wenn man die einzelnen a ) als Reihenglieder auffaBt. 

Hebt man wiederum aus .dem obigen Satze dasjenige Resultat 
heraus, welches sich lediglich auf die Gegenseitigkeit der beiden 
Beziehungen (13b), (13c) erstreckt, so ergibt sich der sog. 
Cauchysche Doppelreihensatz in seiner Ubertragung auf komplexe 
Reihen, namlich: 


Konvergieren alle Zeilen des Schemas (8) und bilden die 
Zeilensummen eine konvergente Reithe mit der Summe s, so 
gilt das nimliche von den einzelnen Kolonnen und von der 
Rethe der Kolonnensummen, falls die Konvergenz der ein- 
zelnen Zeilen tnd der Reihe der Zeilensummen bei Vertauschung 
der ay mit thren absoluten Betrdgen erhalten bleibt. 


(Dabei steht es selbstverstindlich frei, die Begriffe 
,4eilen“ und ,Kolonnen“ miteinander zu vertauschen.) 
Pringsheim, Vorlesungen I, 3. 38 
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. 4. Der Hauptsatz (Gl. (13a, b, c)) der vorigen Nummer liefert 
naturgem’B auch die Ubertragung der Cauchyschen Multiplikations- - 
regel (vgl. § 58, Nr. 5, S. 412) auf absolut hove komplexe 
Reihen, namlich: 


Sind die beiden Reihen >'a,=s, >? ai = s’ absolut 
konvergent, so hat man: 0 0 ; 
(14) Ss= DrC,, WO C,=a,G,+a,4,_,++--+aa 
0 
und die Reihe > c, konvergiert absolut, auch wenn man statt 
der c, deren Bestandteile 0,0, » (#=0,1,---v) als Reihen- 


gueder auffaBt. 
Denn, bildet man das zweifach unendliche Schema: 


1,4) + aa,+---+a, ant 3 

Be A +a, Get: 
(15) ig 
faa, + 0,856 44,05 + + 
a Ge Sh Ge 
so erkennt man, daf das durch Vertauschung der Glieder a, a, mit 
den absoluten Betrigen |a,|-|a/| daraus hervorgehende, nach Zeilen 
summiert, das Produkt der nach Voraussetzung konvergierenden Reihen 


pa | a, | als @,| liefert, also konvergiert. Das Schema (15) geniigt 


ui66 der S ccieseeane (13b) des vorigen Hauptsatzes und, da das- 
selbe nach Zeilen summiert die unendliche Reihe 


$:G,+8-a,+: ~$ SA peers = 35. 


liefert, so cit sich durch Summation nach Diagonalen die Richtig- 
keit Hes Multiplikationsformel (14) einschlieBlich des auf die absolute 
Konvergenz beziiglichen Zusatzes. 

Im tibrigen hitte man dieses Resultat auch wieder durch Zer- 
legung der betreffenden komplexen Reihen in ihre reellen und imagi- 
niren Bestandteile herleiten kénnen. Dieser Weg bietet sogar den 
Vorteil, daB er gestattet, die friiher (s. § 66, S. 483 ff) fur reelle 
Reihen aufgefundenen erweiterten Giiltigkeitsbedingungen fir die 
Cauchysche Multiplikationsformel auch auf komplexe Reihen anzu- 
wenden. Hs werde also wieder gesetzt: 


° 4 a 4 
a,= a, B,t und ebenso: a’= a’ + B’A, 
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sodann, unter der Papen soratingy< daB die Reihen da, , >a’ tiberhaupt 
konvergieren: 


(16) dens Shari Dens dene. 
. ergibt sich zunichst' (wou wieder: ne S, Sa a = “) 
0 0 


(17) Ss’ = 66’— tt’+ (6r'+ to’)i. 
Nach dem Satze von § 66, Nr.1 (s. 8. 484, Gl. (5)) hat man 
aber: 
( fee) oo o v 
oo’ = dra, : = = Dy wo: Y= dha,e,, 
0 0 0 0 
= Sa, Se = Sia, wo: = Shoe 
(18) 0 0 0 0 


=e De =3r wo: n= dhe, 
to = 0, ye =>, wo: 0) = Shiv ea yg 


{ 
sofern nur featsteht, daB die Reihen 2 Vor? ips 0° dberhaupt kon- 
vergieren. 
In diesem Falle ergibt sich aus Gl. (17), (18) des weiteren: 


(19) ss’= >? (p,—0,+ (7; + 9))%). 
0 
Man findet nun: 
(20) ¥,—9,+(y, “i d))4 = DHa,0)_.— B, puny ts (8, _, 1 B,«,_,) ) 
0 


mi + B,t) (@,_, + B,_.Y) 


=DIe, a, _. dh =c, (s. Gl (14), 
soda die Gleichung (19) in die folgende tibergeht: 


1° y—1 


(21) ss’ = She, WO: ¢ =a,0'+a,a)_,+:+--+4,4,, 
0 


also in die Cauchysche Multiplikationsformel. Mithin ergibt sich: 
38* 
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Fiir die Anwendbarkeit der Cauchyschen Formel (14) auf 
die Multiplikation zweier konvergenter Reihen > (a, + B 2) 


und. (a, + pt) ist hinreichend die Konvergene der vier 


in (18) mit Sy,, 9,, S7,, 0% bezeichneten Reihen (anders 
ausgesprochen, die Anwendbarkeit der Multiplikationsregel auf 
die vier in (18) auftretenden Produkte reeller Rethen).*) 


Nun ist aber, wie ein Blick auf die vier in (18) auftretenden 
Reihenprodukte zeigt, nach dem Satze von § 66, Nr. 3, 8S. 488, die 
letztere Forderung schon erfiillt, wenn ems der beiden durch die 
Summen 6, t bzw. o', t’ charakterisierten Reihenpaare, also schlieBlich 
eine der beiden Reihen Sa,, 'a’ absolut konvergiert. Somit findet 
man: i 

Die Cauchysche Multiplikationsregel (14) ist allemal 
giltig, wenn mindestens eine der beiden Rethen oe. : pad) 
absolut konvergiert. 


Dagegen wiirde man auf diesem Wege micht erschlieBen kénnen, 
da& schon die Konvergenz der Reihe Suse, fiir die Anwendbarkeit der 
Multiplikationsregel (14) ausreicht (was tatsachlich der Fall ist und in 
§ 79, Nr. 4 sogar in vervollstindigter Form sich noch ergeben wird). 
Denn aus der Konvergenz von Sc, wiirde nach (20) nur die- 
jenige der beiden Reihen S(y,— d) und SS (y’ + 0’), nicht aber 
die fiir die vorstehenden Schliisse erforderliche Konvergenz der vier 
Reihen —>' Yrs ae hervorgehen. 

Ist die Reihe 3'|«, + B,«| dwergent, so soll die Reihe 
> («,+ 8,7) wiederum (vgl. § 58, Nr. 1, 8. 406) absolut divergent heiBen 
(z. B. («+ pi)’ fir |a+fi|>1). Sie kann dann noch bedingt 
konvergieren. Hierzu ist offenbar notwendig, daB lim (¢,+ 61) = 0, 

VY >on 


notwendig und hinreichend, daB die Reihen —> ee be B, zwar beide 
konvergieren, aber mindestens eine von ihnen nur bedingt. 

Der Vollstindigkeit halber sei noch bemerkt, daB infolge der for- 
malen Ubereinstimmung der Konvergenzdefinition fiir Reihen mit 
reellen und mit komplexen Gliedern (vgl. § 44, S. 294, Ungl. (5) und § 75 
S. 574, Ungl. (3)) die in § 44, Nr. 6, S. 302, erwahnten Higenschaften 
konvergenter Reihen mit reellen Gliedern ohne weiteres auf solche mit 
komplexen Gliedern iibertragbar sind. 


1) Hinreichende Bedingungen hierfiir wurden, auBer der im Text bentitzten, 
in § 66, Nr. 4—6 abgeleitet. 
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§ 76. Kriterien fiir die absolute Divergenz und Konvergenz 
von Reihen mit komplexen Gliedern. 

1. Da die absolute Divergenz bzw. Konvergenz einer Reihe von 
der Form OE (a, + 6,7) mit derjenigen der Reihe prs | a, | 
identisch ist, so hat man zu deren Hrmittlung lediglich die friiher 
fiir Reihen mit positiven Gliedern entwickelten Kriterien auf den Aus- 
druck | a,|=V«?-+ 6? anzuwenden.') Dabei wird es offenbar fiir die 
Ausfiihrung der notwendigen Rechnung zumeist zweckmafiger er- 
scheinen, jene Kriterien so umzugestalten, daB die etwas unbequeme 
Quadratwurzel daraus verschwindet, d. h. daB die zu prtifenden Grenz- 
ausdriicke nicht |a,| selbst, sondern nur | a,” enthalten. 

Da nun (unter a, A, D,, C, reelle positive Zahlen verstanden) die 
Ungleichungen: 


a A 
CAN aay baw. [4,4 9156 


stets die folgenden nach sich ziehen: 
9 a? 9 A? 
|, | > pt bzw. [a4 < G? 


und umgekehrt, so kann man, wenn wieder D> * das allgemeine Glied 


einer divergenten, Cie dasjenige einer konvergenten Reihe bedeutet, die 
friiheren Kriterien erster Art (s. § 47, Nr.1, Gl. (8), S. 318) ohne wei- 
teres durch die folgenden ersetzen: 


lim DY -| a, >0: Divergenz, 


(1) — 
lim C} -|a,,,|?< 00: Konvergenz. 
Y>o P 
Und da analog aus den Ungleichungen: 
| Arte |e Pott paw, | Arte | 5 Cots 
| y+ p44 D, | yp C, 
stets folgt: 
ea ee Cea 
een Dee: “oF 
| 4p , | y+ p-4 | y 


1) Fir die Feststellung der absoluten Divergenz oder Konvergenz einer 
Reihe Slc,+6,%) wird sich die Zerlegung in die beiden Reihen gpk bu 
allgemeinen nicht als 2weckmaBig erweisen, zumal schon die Ausfiihrung dieser 
Zerlegung oft auf Schwierigkeiten oder doch auf groBe Umstiindlichkeiten ftihrt. 
Man bemerke z. B., da® aus der tiberaus einfachen Reihe Sle+ Bt)” durch Ent- 
wicklung der einzelnen Glieder nach dem binomischen Satze und Trennung der 
reellen und imaginiren Bestandteile zwei Reihen von recht verwickelter Ar 
resultieren wiirden, wiihrend die direkte Untersuchung der Reihe der absoluten 
Betrage, d.h. der Reihe Fy «e+ Bt|” sofort zum Ziele fiihrt (s. Nr. 2 und 4 des 
.Vorigen Paragraphen). 
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— vice versa —, so lassen sich die Kriterien weiter Art (vgl. S. 321, 
Gl. (12)) auf die Form bringen: 


Ee lim (Bs | Sut | rap Dp )< 0: Divergenz, 


(2) v>o | Oy + pti ; a8 
ioe. (c?. | Tete. io C pe > 0: Konvergenz. 
vee\” [%tp41| 


2. Beziiglich des so resultierenden Konvergenzkriteriums ist aber — 
folgendes zu bemerken. Wahrend man das Konvergenzkriterium in 
seiner wrspriinglichen Gestalt, nimlich: 


lim (¢ “| te | 9 >0: Konvergenz 
8) nee | Oye 4 | C4) ae 

auf Grund einer in § 54, Nr. 1 8. 878, gelehrten Umformung durch 
ein solches von der Form: 


a lim ( D, « 


V>o \ 


oe D, ni) > 0: Konvergenz, 
a, 4941 / 


ersetzen und auf diese Weise mit dem entsprechenden Divergenz- 
kriterium vereinigen kann, so ist eine derartige Transformation auf das 
Konvergenzkriterium (2) nicht ohne weiteres anwendbar, mit anderen 
Worten, man darf aus der Beziehung: 


: | 
lim (D? | "+? | Dh hw 
ci) ‘ eee +43) 
nicht allemal auf die Konvergenz von >| a,| schlieBen. Setzt man nimlich: 
(el : Oy 4p ee : 
(5) Ne Vy 4 p+4 Pras 
Ve pi ate ay =1,:(D,-| te D ), 
v v Ay ty 4 y+t1 v a Oy1n4sy y+1 
so erkennt man, daB J’ sich von J, um einen Faktor unterscheidet, der 
allemal dann, wenn lim D, = oo — was ja geradezu die Regel ist). — 


gleichzeitig mit v pouitiy ins Unendliche wachst. Daraus folgt aber, 


daB im Falle: lim 1, >0O immerhin lim 1 =0 werden und die Reihe 
VY>o 


>|4,| also divergieren kann.”) 


1) Die Annahme eines endlichen lim D, > 0 liefert lediglich das Cauchysche 
Fundamentalkriterium. if ce 
2) Beispiel: Man setze: 
1 
ys pV S rygy te 


1, =(» +1) (fe) 


raat ae 


also: 
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Um diesem Ubelstande abzuhelfen, fiihren wir statt des Ausdruckes 
l’ den folgenden ein: 


a a =5 as 
6 t= D,.-j;—t?_ |-4) 77 a ro nate 
(6) eae ey Das |= o ( Okoa a +t), 
; Gy4tn4+1 v 
a 2 a ! 
welcher ja gleichfalls nur |—”~|, nicht aber "FP? | enthalt, im 
y+p+1 W4p+1 


iibrigen aber, bei einer sogleich anzugebenden, durchaus unerheblichen 
Kinschrankung in der Wahl der D,, fiir die Beurteilung der Konver- 
gene von =>|a,| genau dasselbe leistet-wie /,. Angenommen, man habe: 
(7) lim 7, > 0, 

Vv>on 
so muB schon von einem bestimmten » ab eine Beziehung bestehen: 


L>o fir v>n, 
wo o eine positive Zahl bedeutet. Man hat somit auf Grund der ersten 
Gleichung (6) fiir v>n: 


2 a D? 
es ae 
fytptil se : 
und, wenn man diese Ungleichung in die 5 =" Potenz erhebt, mit Be- 


riicksichtigung von § 80, 8. 180, Ungl. (Ia): 


D 1 
jhe vt _ 2 D (1 + : yr 
< Wy 4p +1 ia .. DN, 
DG heaee ‘ 
> y+ +30 D? D 
vei =L 0° pene 
Dy41 
und daher: 
D 
(8) U >s QO: 7 v 1 Me 
yl fe if 44 ie 
ca Di 41 
und daher (s. § 38, S. 247, Gl. (36a)): ‘ 
lim 1, =0. 
Dagegen: eae | 
/ 2 
coon (8) 
(y+ 1)? 
=a Sr (lg +1) — lg) (lg (» +1) +19) 
>a Gre. ig (1+. 5] 
PY9 rt (s. § 34, §. 206, Ungl. (3)), 
also: 


Nichtsdestoweniger ist S| a,| divergent. 
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Unterwirft man jetzt die D, den fiir die praktische Keterine 
bildung zweckmaBigen Beschriinkungen: 


(9) lim D, > 0, D, =D, 14; 
v>o ) 
50 folgt aus (8), daB gleichzeitig mit der Beziehung (7) auch: 
(10) ' lim 7, > 0 
V>o 


wird, sodaf} also aus dem Bestehen der Relation (7) mit Sicherheit 
auf die Konvergene von >|a,| geschlossen werden darf. Ubrigens 
folgt dann auch umgekehrt aus der Existenz von Ungl. (10) stets die- 
jenige von (7): denn der Faktor, um welchen sich iB von J unter- 
scheidet (s. Gl. (6)), bleibt stets oberhalb einer festen positiven Zahl. 
Die Konvergenzkriterien (7) und (10) haben also in diesem Falle 
vollkommen gleiche Tragweite. 

Da anderseits die Beziehung: 
(11) lim 1 < 0 

vy>o 

offenbar stets die Hxistenz der Divergenzbedingung (2) nach sich 
zieht’), so erhalt man schlieBlich das folgende disjunktive Doppel- 
kriterium : 


pes ee ae 2 D2 rt - j 
(12) lim ih —lim De ee a oe ie :) <1 0: Diwvergenez, 
eae igre Ga Ts F > 0: Konvergenz. 
Setzt man hier zunichst wiederum (vgl. § 54, S. 381, Gl. (12) ff): 
1 ; 
(13) D, PM Mose (wo: M, = LC Ae 0, one = -+- oo), 


so geniigen die M,, wegen D,~D__,, nach § 54, 8. 881, FuBnote, 
der Bedingung: 


(14) M, = Me 
Des weiteren gewinnt man durch Hinfiihrung von: 
‘ M 
(15) A= ee a = E, (H,)+ D, (« = 0,1, 2 +++) 


1) Aber nicht umgekehrt! Die Bedingung (2) laBt sich ja folgendermaBen 
schreiben: 


In ae fast ausschlieBlich in Betracht kommenden Falle: fas DD, = = oo kann aber 


eventuell jim 2». ai <0 ausfallen, wenn lim L, .=0 wird. ‘Went also das auf i, 
Y>on 
bezactiohe Divergenzkriterium in dieser Weise versagt, so steht es frei, auf die 


etwas vorteilhaftere Divergenzbedingung (2) zu rekurrieren. 
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an Stelle von D, neben dem Anfangskriterium (12) die Kriterienskala: 


ia Date -D? 0: Di 

7? acon Oyen | Le(Myp1) Dots its : Divergenz, 

16) ae = fase (Z, 22 iad | aa L,(M,)-D, ) > 0: Konvergenz. 
8 Die Kriterien der Skala (16) gestatten eine fiir ihre praktische 

Verwertung zweckmabige ee (entsprechend der Transformation 


der Kriterienskala (K,), § 54, S. 882, in die Skala (Z), 8. wae 
Ay 4. 


Man hat zunichst, wenn man zur Abktirzung asa a ria, setzt: 
D, 1, oly AO Lf *— Dy), 
OHA arte pae? My 41D) 41 
und daher: oe 7 ihe i 
D,G9— Mi) =— Dt, 
=D, a v (wegen: Deny roe in) 


Mithin ergibt sich: 


D 


Vv>o v yY>ou 


D M 
(17) Tim 2,-— lim I, l,—2 (da: lim "= 1, lim t= 1), 


vy>o y > w 


wobei wiederum das Zeichen lim so zu verstehen ist, daB gleichzeitig 


yron = 
auf beiden Seiten der Gleichung entweder lim oder lim genommen 


werden soll. vo at 
Um das analoge Resultat fiir lim Ae (x = 0,1, 2, ---) abzuleiten, 
hat man: =e 
3 (% 2 2 
L, (M,) ‘ D, i a RoR 188 (,) : D+ 4@ : rae MC Sa Dae 
9 (¥-+ 1) __ 2 D'q 2 * (AL y D; 
BM). Det = Ig) MoD feat 'n See 
und daher: 
| : 
pn (Veto oy) atta p? 1941 M41 — 9,414, 
L(M,) D,(i, 19,4. M4, = L AM, ..) : Dyas 9,41 M, BN 
ah.: x N 
ager ae Barks 
E, D 
ai My tt) Dots, 19,44 My 4 +1944, 
CH) Dye eta) Pres Bets Mots Bess) a, 


(20) 
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Nun ist aber: 
M,4,—HU, 


9,4,M,..—19,, ,U, Smeg Bd 


a 
Pe a ee 
y oY EA) Lea ee (5.§38, 8.247, 


Gl. (34)), sodaB sich schlieBlich ergibt: 


Gay lim 2+” = lim lg, , , M,- 2 — 2, 
¥>o y>o : 
Mit Beriicksichtigung der Relationen (17), (18) lassen sich also 
die Kriterien der Skala (16) nunmehr durch die folgenden ersetzen: 
1 —— —{< 1: Diergenz, 
a Sa, is 1: Konvergenz. 


r V>o 
(19) ue .7{< 1: Divergenz, 


lim lg, hake 
rr EEN (> 1: Konvergenz. 


po| = 


D. h.: 
Tae M, 2 
Ba vv, (2 
eas iy acy) [Oya cl? 22 <1: Divergenz 
ABST at) pL (at,) nite Ia, 4-5 ‘ | 2, 4) D’,,) ke 1: Konvergen 
(x = 0, i 2, vse), 


Gy aig | 2 ) Ss 1: Divergenz 
eee D, 1 Pe 
reir, +1) (> 1: Konverger 


4. Wahlt man wiederum speziell M, =v, also D, = 1, so erhilt 
man aus (12) und (20) diejenigen Kriterienformen, welche dem Cauchy- 
schen, Raabeschen und den Bertrandschen Kriterien ($54, Nr.6, 8.385) 
entsprechen, namlich: 


(21) lin ( Mote | 1) ie 0: Divergenz, 


a ron p+1 > 0: Konvergene. 
cites |2 ; ; 
(22) iim a Sty | i){* 1: Divergenz, 
yee? Mee pat > 1: Konvergenz. 


2 


—— Ig, 14% feet 2\{< 1: Divergenz, 
oe) fae 2, (v) (Z, (v) eer | yaa) he 1: Konvergenz. 
Fiir die hauptsachlichsten Anwendungen erweisen sich die Kri- 
terien (21), (22) in Verbindung mit dem Anfangskriterium (23) als aus- 
reichend. Das letztere mag aus diesem Grunde noch explizite an- 


geschrieben werden: 


oa ior ( Read coe : i. 1: Divergenz, 
Sad oe ay \Y career any), ) > 1: Konvergenz. 


€ 
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5. Wir wollen die eben bezeichneten Kriterien bentitzen, um wieder- 
um die Beschaffenheit einer Reihe festzustellen, deren Glieder durch 
die Beziehung charakterisiert sind (vgl. § 55, 8.389, Gl. (16)): 


Ppt 


k "y 
(24) =1+ oth 


G41 


om x a At e,+ 6,0 
Dabei bedeutet wieder h=x-+ Ai eine bestimmte, von v unab- 
‘hangige Zahl, waihrend r, mit v variieren kann, jedoch so, daB |r, | 


‘stets unter einer endlichen Grenze bleibt, also lim |r,|< oo ausfallt. 
vY>o 


Man hat sodann: 


a, |? A lee Gara 
Be faGstedy ees) 
R, 
alt S+y 
wo: 
ytio, ets, 
(26) R= +B 420,422 — + 
sodaf auch: 
(26a) lim R, = x? + 2? + 2lim Q, 
Vv>on Yorn 
endlich ausfallt. Die Anwendung des Kriteriums (22) ergibt nun: 
Sl 18 Aceh Sy ee = 
7) tim §(| 52, |-1) =m (x + 5p 


= 4%, 


und somit divergiert die Reihe >|a,|, falls «<1, sie konvergiert, falls - 
x > 1.- 

Im Falle x=1 versagt das betreffende Kriterium, sodaS man 
also zu dem Kriterium (23a) tibergehen muS. Man hat nun nach 


Gl. (25): 


2 


y?. ma =y?+2v+R, (da ja: x= 1), 
also: 
gna ee) 2 
vy’. Pre —(v+1)=fh —1, 
und daher: 
2 lg v a, ; Sah b Igv+(R,—1) 
ees la | 0+) - kana oO 


sodaB also mit Riicksicht auf (23a) =>|a,| in diesem Falle als diver- 
gent erkannt wird. 


é 
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Ubrigens lehren die Gleichungen (27) und (28), daB das obige 
Gesamtresultat keine Anderung erleidet, auch wenn R mit v positiv 
ins Unendliche wichst, sofern nur: 


lgv -R, 
v ie. 0). 
Und Gl. (26) zeigt sodann, daB diese Bedingung erfiillt ist, wenn 
ey < at Oa? also schlieBlich, wenn |r. | ae 


v f Tar 
R,~<;,, (4h. lim 


Y>ao 


Wir finden also: 


: a, At, Vy 
Die Reihe Sa,, wo: Se 1 +Aeey =) und:|7,|~< 7) 
ast absolut konvergent fiir x >1, absolut divergent fir 


% <1. 


6. Das vorstehende Resultat®) ist offenbar die unmittelbare Ver- 
allgemeinerung des in § 55, Nr. 2 fiir Reihen mit positiven Gliedern 
abgeleiteten. Wir wollen dasselbe wiederum auf die hypergeometrische 
Reihe, also auf diejenige mit dem allgemeinen Gliede: 


_ a(a+1)---(@+vr~—1). b(b+1)... (6+»—1) 
oy ve TP ela eee ae 


anwenden, wo jetzt a, 0, c beliebig komplex sein kénnen (immer nur 
mit AusschluB ganzzahliger negativer Werte von a, 6, c). Man hat 
hier zunichst: } 
(30) Sn CTDOCTO _ Pd pee pe. 

G41  (v+a)(v+b) v?+(a+6)»+adb 


Setzt man godann: 


v?t+(1+ orte gy kk, "y 
(gt Detab tae 


so ergibt sich durch Multiplikation mit (v? +(a@+b)v+ ab): 
(A +e—a—b)o+ (¢—ad)=hy + (a+b)-b+ en 4 (1+ arr +S) r, 


und daher: 


1) Das Resultat fir x21 bleibt nach Gl, (27) sogar gtiltig, wenn nur: 
fi <v», d.h. nach Gl. (26): ¢ — », 6; <v°, also schlieBlich: |r, |<». 

2) Dasselbe bildet — abgesehen von einem unwesentlichen Unterschiede in 
der Form — den Hauptbestandteil der yon WeierstraB auf anderem Wege abge- 
leiteten Kriterien. Der noch fehlende Teil, welcher sich auf die Divergenz von 
> 4, (schlechthin genommen) fiir x<1 und auf die bedingte Konvergenz von 
Olle, firto a vezieht, wird can spiterer Stelle (§ 87, Nr. 3—5) mit- 


geteilt werden. 
7 
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k=1+c—(a+5) 


(31) e—ab— (a+ )k—*k 
¥, = ——_—_—___ >. _ limr,=c— ab — b)k. 
GORD hs a ot ab — (a + 6) 


Vv v 


1+ 


Die Reihe >|a,| konvergiert also, wenn x d. h. der reelle Teil von 
1+c—(a+t+b) griBer als 1, d. h. wenn: 


(32a) R (c—(a + b))>0 
ist; sie divergiert, wenn: 
(32b) R (c — (a + b)) <0. 


In diesem Resultate ist wiederum das frtiher (§ 55, Nr. 1, 8.388) fir 
reelle Werte von a, b, c gefundene als spezieller Fall enthalten. 
Setzt man © -eziell b =c und ersetzt a durch — a, so wird: 


y = 1 
a y= (- 13 leas a oe d = (— iy (a), 


wo (vgl. § 74, Nr. 2, 8. 572, Gl. (15)): 
a(a—1)---(a—v-+1) 


(34) eg ay ee Oe Wp kp8 ina 4) 
und speziell: 
(34a) (a)) = 1. 


Wiahrend die im Falle eines positiven ganzzahligen a= resul- 
tierenden Binomialkoeffizienten (), fir v>n+1 zu Null werden, 
bilden die (a),, sobald a keine nattirliche Zahl vorstellt (im tibrigen 
kann a jede beliebige komplexe, insbesondere auch reelle Zahl 
bedeuten), eine wnbegrenzt fortsetzbare Folge von Null verschiedener 
Zahlen, und an die Stelle der mit der n'™ Potenz von «x abbrechenden 


binomischen Entwicklung > (n),x” tritt die unendliche bimomische 


0 
a), dat 
(a), a 

belichig komplexen 2, P |a|<1, sie divergiert, wenn |x| > 1. Die 
fiir «=1 resultierende Reihe S(a), ist nach (32a, b) (wenn man da- 
selbst b = c setzt und a durch — a ersetzt) noch absolut konvergent, wenn 
(36a) (a) > 0, 

absolut divergent, wenn: 

(35b) 7 R(a) <0. 


Rethe 2), a. Da tae =lsh so konvergiert dieselbe bei 
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Danach konvergiert im’ Falle (35a) auch die Reihe >’, x" noch 


0 j 
absolut fiir |%|=1. Es wird sich spater zeigen, daB sie fir 2 = 4; 


ja sogar fiir |w|/—1 mit einziger Ausnahme von «= —1, mock 
bedingt konvergiert, wenn: | 
(35c) —1L<R(@)<0 


(in welchem Falle ja De: |(@),| bereits divergiert). 
: 


$77. Abelsche Transformation. — Ein Kriterium fiir effektive 


Konvergenz. 


1. Als niitzliches Hilfsmittel fiir die Feststellung effektiver, d. h. 
eventuell nur bedingter Konvergenz erweist sich auch ftir Reihen mit 
komplexen Gliedern die in § 59, Nr.4, 8.416, erwahnte Abelsche Trans- 
formation. Bedeuten a,, b,, (v= 0,1,--+m) beliebige komplexe Zahlen 
und setzt man: 


(1) | bot O+-:-+b=B (v= 0,1,+--), 
so ergibt sich genau so wie a. a. O. (S. 416, GI. (15)) die Beziehung: 


a—l1 


(2) Soe >) (%— 4% 4,)°B, + 4,B,. 
0 


0 
Sind nun die Folgen (a,), (6,) unbegrenzt fortsetzbar, so kann diese 


Transformationsgleichung zur Feststellung der Konvergenz von >, b, 


0 
'dienen, falls pe (@, — @,.,)+ B, konvergiert und lim a, B eine be- 


0 a> w& 
stimmte Zahl (inkl. 0) vorstellt. Unter dieser Voraussetzung findet 
man namlich (vgl. 8. 417, Gl. (16)): 


(3) >} 4, = >? (a,—4,,,)-B, + lima B,, 
0 0 u> wo 


und es ergeben sich dann zur Erfiillung der gemachten Annahmen worilich — 


dieselben hinreichenden Bedingungen *), wie a: a. O. fiir den Fall aus- 
schlieBlich reeller Zahlen, sodaB man also schlieBlich wie dort den 
Satz gewinnt: : 


1) Das analoge gilt beziiglich der a. a. O. Nr. 6 angegebenen Erweiterung 
bei reellem M,, jedoch komplexen v, — Wworauf indessen hier nicht niher ein- 
gegangen werden soll. | 
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Ist die Rethe (a: asi) absolut und is effektiv 
konvergent*), so konvergiert die Reihe > a,b, zum mindesten 
in der durch die Indizes vorgeschriebenen ‘Anordnung. Im Falle 


lima,= 0 besteht dieses Resultat auch dann noch, wenn 
¥>o 


Db, endlich unbestimmt ist. 


wo 


2. Als Beispiel wollen wir die Reihe 2%, x unter folgenden 


Voraussetzungen betrachten: >| a, | sei divergent, Atay a, = 0 und z eine 
komplexe Zahl mit dem absoluten Betrage |x|< ts 


Aus der tiber die a, gemachten Voraussetzung folet zuntichst, daB 


(4) lim Y/a,|=1 


Y>o 


sein muf8. Denn aus lim V | a, |< 1 wiirde auf Grund des Cauchyschen 


v> 
Fundamentalkriteriums erster Art (§ 50, S. 343, Ungl. (5b)) folgen, 
daB >|a,| konvergiert. Und wire ue im Va, | > 1, etwa = 1+ 20, 80 


hitte man fir unendlich viele Indizes Mm, : “V|4,, | se LGege AO Cad ead 1 
An, > (A + at , also Tim |a, | =-+ oo. 


Somit gilt in ites Tat die Beziehung (4). Daraus folgt weiter, dab 
(5) lim V\a,2”|=|z|, also <1 fiir |x| <1, 
y>uo 


und daB daher, wieder nach dem genannten Cauchyschen Kriterium, 
die Reihe 2°. x fir |x|<1 absolut konvergiert. Zur Untersuchung 


der Reihe fur |z|= 1 soll dann der eben genannte Satz (fiir b, = x’) 


dienen. Man hat, auBer wenn x= 1: ~ 
n—1 
j y 1 Ce 
(6) Se 
; 0 

und daher: 

n—1 
(7) De “Ss fiir |2|=1, mit AusschluB von x =1. 


1) Ist PA b, absolut konvergent, so ist fiir die Konvergenz von sy a, 6, 
schon hinreichend, daB die |a,| unter einer endlichen Schranke bleiben. 
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re) ; 


Die Reihe Se ist somit ftir jedes von 1 verschiedene « mit 


dem absoluten Betraze 1 zwar nicht konvergent, aber nur endlich 
unbestimmt. Kommt also zu den bisher gemachten Voraussetzungen 
noch diejenige der absoluten Konvergenz von => (a,—a, e) so liefert 
der am Schlusse der vorigen Nummer ausgesprochene Satz das folgende 
Hrgebnis: 

Ist lima,=0, die Reihe >| a,| gwar divergent, dagegen 


Y>on : 
SS) to. aa | konvergent, so konvergiert die Reihe > a,x fiir 
alle x mit dem absoluten Betrage 1 mit eventuellem Aus- 
schlup von «= 1. | 


Was das Verhalten der Reihe a,2" fiir «=1, d. h. schlieBlich 
dasjenige der Reihe Sa, betrifft, so kann auf Grund der vorliegenden 
Methode nichts dariiber ausgesagt werden, da ja Gl. (6) bzw. Ungl. (7) 
fiir «= 1 hinfallig wird. In der Tat kann die Reihe auch fir 7 =1 
noch konvergieren*), wenn auch in den zumeist vorkommenden Fallen?) 
Divergenz stattzufinden pflegt. Im tibrigen ist in jedem Falle (d. h. 
auch dann, wenn Sa, konvergieren sollte) die Konvergenz von 
a,x fir |v|=1 nur eine bedingte, da ja .>|a,| ausdriicklich als 
divergent vorausgesetzt wurde. 


§ 78. Reduktion uneigentlich divergenter Reihen dureh iterierte 
Mittelbildung und durch iterierte Summation. — Gleichheit der 
'  Tragweite und des Endresultats beider Methoden. 


1. In § 74, Nr. 1, 8.569, Gl. (6) wurde gezeigt, daB fiir den Grenzwert 
des arithmetischen Mittels einer unbegrenzt fortsetzbaren Folge kom- 


plexer Zahlen wu, (v =0,1,2,----- ) die Beziehung besteht: 

, 1 

© Bim ete ba bo) i 

falls lim uw, im weiteren Sinne evistiert, d.h. falls entweder dieser 


n> 


Limes eine bestimmté Zahl vorstellt oder die Folge der u, ergentlich 
divergiert. 
Schreibt man in dieser Beziehung s, statt u,, wo: 


(2) $,=G+tat---+a (v=0,1,2,----. ) 


1) Beispiele im 2. Bande dieser Vorlesungen. 


en 
2) Einfaches Beispiel: >< - x. Hine allgemeinere Kategorie von Reihen 
1 
der fraglichen Beschaffenheit s. § 87, Nr. 5, S. 663. 


_— 
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und die a, wieder eine unbegrenzt fortsetzbare Folge komplexer Zahlen 
pedeuten, so nimmt dieselbe die Form an: 


ice) 


(3) : lim 5 Got to +8,) = Dra, 


n> 0 
und gilt dann unter der Voraussetzung, daB die rechts stehende Reihe 
konvergiert oder eigentlich’ divergiert. 

Andererseits ist ja, wie a.a. O. ausdriicklich hervorgehoben wurde, 
die Existenz (im weiteren Sinne) des in Gl. (1) links stehenden Grenz- 
wertes sehr wohl méglich, auch wenn der rechis stehende nicht existiert. 
-Insbesondere kann also auch in Gl.(3) der links stehende Grenzwert 
eine bestimmte Zahl vorstellen, auch wenn die Reihe auf der rechten 
Seite divergiert, und zwar, nach dem zuvor Gesagten, ausschlieBlich dann, 
wenn sie wneigentlich divergiert. Hs liegt nahe, einen derartigen Grenz- 
wert, der ja im Falle der Konvergenz mit der Swmme der Reihe tiber- 
eingestimmt hitte, im Falle ihrer Divergenz in geeignetem Zusammen- 
hange als eine Art Ersatz fiir die fehlende Summe zu betrachten. Die 
Zweckmipigkeit dieser Auffassung zeigt sich im wesentlichen erst in 
der Funktionenlehre, doch wird sich weiter unten (s. § 79, Nr. 4, 8. 610) 
auch hier ein passendes Beispiel dafiir ergeben, Zunichst aber soll 
gezeigt werden, wie das auf diese Weise geschaffene Prinzip, einer 
(uneigentlich) divergenten Reihe eine bestimmte Zahl zuzuordnen, welche 
geeignetenfalls eine dhnliche Rolle spielt wie die Summe einer konver- 
genten Reihe, noch erweitert werden kann, falls auch der in Gl. (3) 
links stehende Grenzwert nicht existiert. 

2. Wir wollen wieder, wie schon in § 74, Gl, (13), 8. 571, das arith- 
metische Mittel der ersten »+1 Zahlen uw, w,---u, eimer unbe- 
grenzten komplexen Zahlenfolge (u,) mit O77 (u,) bezeichnen, sodaB also: 


(4,) On (u,) = ari (Uy + uy +++++u,) (also speziell: O77 (9) = up). 


Bildet man jetzt das arithmetische Mittel von /7(u9), D17(u,), ++ -Ol2(u,,), 
so soll dasselbe mit /7,(w,) bezeichnet werden, also: 


(4,) Ole (Uy) = 


und allgemein werde dann 0/7, (u,) definiert durch die Rekursionsformel: 


(210 (1g) + OMe) +--+ + O10 (u,)), 


(4) it, (u,) =ihi (O1,_, (uo) + Ol,_ (tm) +--+ + Ol,_, (,)).") 


1) Auf Grund dieser Definition ist offenbar: 


am,, (a; (Uq)) = My 4.4 (Un) 
Pringsheim, Vorlesungen I, 3. 39 
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Diese Beziehung, welche zundchst nur fir x = 3 einen Sinn hat, 
gilt auch noch fiir x =2 bzw. x=1, wenn man ON, (u,,) mit\O7 (u,) 
bzw. O7) (u,) mit uw, identifiziert.?) 

Schreibt man dann wieder s_ statt u, (v=0,1,--+m), wo s, die 
in Gl. (2) angegebene Bedeutung hat, und nimmt zunichst an, daB die 
Reihe > a, konvergiere, wobei: 


5 v =lms =s 
ce a Aol 


0 
sein mOége, so nimmt Gl. (3) die Form an: 
(6,) lim O77, (s,) = s 

u> wo 
und, wenn man hier der Reihe nach s, durch O77, (s,), Oli, (S,),-*~* er- 
setzt, so ergibt sich durch jedesmalige Anwendung des Grenzwert- 
satzes (1), daB allgemein: 


(6) lim O72, (s,) = 8' | (% =); 
r> © 


Wie aber die Existenz der Beziehung (6,) noch keineswegs die- 
jenige von Gl. (5) nach sich zieht, so folgt auch nicht aus der Existenz 
von GI.(6) fiir irgendein bestimmtes x =i > 1 diejenige fiir irgendein 
x <k, insbesondere (dem Werte x = 0 entsprechend) nicht die Kon- 
vergene der Reihe _>' a,. Ks kann dann aber aus demselben Grunde 


wie zuvor lim 0/2, (s,) jener Grenzwert lim Ot, (S,) =s bei passender 
n> © n>n 
Gelegenheit als Ersatz fiir die fehlende Reihenswmme angesehen werden. 


Von diesem Gesichtspunkte aus wollen wir, wenn etwa x =k >1 der 
kleimste Index ist, fiir welchen lim Ot, (s,) eime bestimmte Zahl s vor- 


stellt, uns des Ausdrucks bedienen die betreffende Reihe sei durch 
kfache Mittelbildung reduzibel und s der ihr Zugeordnete Grengwert. 

Man kann leicht eine notwendige Bedingung herleiten, welcher die 
a, gentigen miissen, wenn _> a, durch kfache Mittelbildung reduzibel 
sein soll. : 


Aus Gl. (4) folgt namlich: , 


Ol, _ (S,) = (% + 1) OM, (s,) —n ONL, (Sa 
also: : 
| —1 (Sn) | 
TT ekit = |OUR) IG ogee 
1) Diese Bezeichnungen sind ganz analog den bei friiherer Gelegenheit (§ 38, 
Nr. 2 und 4, 8, 241—248) angewendeten: 
Ig,o=lgo, Igo=o. 
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Ist nun etwa: 
am ON, (S,) = $, 
so folgt zunachst: 
eed WONG S 
fim ao) < 9c, 
und hieraus weiter: 
— | M2 (Sn) | 
BE FGwaye 


also durch Fortsetzung dieser SchluBweise: 


< 2? |s|, 


fim 12% (>) — iim lal < 9/5), 
n>o (n+ 1) eo hes is 


Dieses Ergebnis lift sich folaendermaBen aussprechen: 


Die Beziehung: 


— | Fn | 
Lal gn ho 


bildet eme notwendige Bedingung fiir die Reduzibilitat der 
Reihe > a, durch kfache Mittelbildung. 


3. Das Bildungsgesetz der serierten Mittelwerte oft, (s,) gestaltet 
sich bei wachsendem x infolge der Haufung der in jedem Gliede be- 
stindig hinzutretenden Nenner duBerst verwickelt. Hs erscheint daher 
fiir die Berechnung des einer reduziblen divergenten Reihe zugeordneten 
Grenzwertes vorteilhaft, daB sich die Méglichkeit bietet, die Grenzwerte 
jener iterierten Mittelbildungen durch diejenigen wesentlich einfacher 
gearteter Iterationen zu ersetzen. Zu diesem Zwecke fiihren wir die 
folgenden Bezeichnungen ein: 


3 = 8, oer gs oe ee 

2 1) 1 1 

(7) ahs Sy men iia EE 8 
(*)_ (#1) (%—1) (*—1) 
Si aSQ uk Sy ne Ey Ds : 


Dabei umfaBt die letzte, zunachst nur fiir x > 2 giiltige Beziehung 
auch den Fall x=1, wenn man s\’(y=0,1,---,m) die Bedeutung 
von $s, beilegt. Ferner hat man: 

a 


(8) aed = OM, (S,). 


Fahrt man hiervon ausgehend in der Weise fort, daB man die 
39* 
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s 
nachste Mittelbildung nicht auf die Ausdriicke ia (v=0,1,---,n), 
sondern lediglich auf die s, austibt, so folgt: 


> 


Pept 12 
n+1 met iy age | 
und es ergibt sich bei weiterer Fortsetzung dieses Prozesses eine F olge 


von Ausdrticken der Form: 


Zz) 
s e 


aa (% = 2, 3, ae lei ). 


AufGrund des verallgemeinerten Cauchy schen Grenzwertsatzes (§ 74, 
Nr. 1, G1. (3), 8. 569) findet man sodann fiir x Pra 


i 5 i Pi 1 
9) lim = lm ——__*—_, 


n>o(N+1)" ave (m+1)"— nn 


falls der rechis auftretende Grenzwert (im engeren baw. in dem a. a. O. 
néher bezeichneten weiteren Sinne) existiert. Nun ist aber: 


n—1 


n 

(%) Cs ead > (%—1) > (*—1) #1) 
Pas Ty Oy ig ae MS, sis ey = 8, 

0 5 


u 


(n + LY Sn nt (Se +) 


n 1-2 ‘ 
~ un" =x(n+1)—" (fir n> oo), 
sodaB die Gleichung (9) durch die folgende ersetzt werden kann: 


5) 4% 
(10) lim —“—_ = lim —*—__., 
n> x (m+ 1)” n-> © % (m+1)*— 
wieder unter der Voraussetzung, daB der rechts stehende Grenzwert 
(im oben angegebenen Sinne) ewistiert. 


Ist nun die Reihe > a, konvergent und wird ihre Summe wieder 
mit s bezeichnet, also: 


lim ay = $, 
u>on 
so folgt aus Gl. (10) sukzessive: 
SN ee a ae 
ree htt A tap ee lm eta aa 


und daher schlieBlich allgemein: 


nts” 


(11) lim 


1 ee ae? (x==1, ref 3, ee ee ys 
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Wenn dagegen die Reihe S'a, (uneigentlich) divergiert und den- 
noch fiir irgendein « =k > 2*) eine Beziehung von der Form (11) be- 
steht, so kann man den betreffenden Grenzwert mit demselben Grade 
yon Berechtigung, wie zuvor im analogen Falle den Grenzwert lim 9/77, (s_), 


als Ersatz fiir die fehlende Summe der Reihe > a, ansehen. Dabei 
| 
steht es offenbar noch frei, den Zahlenfaktor: ab 


; fiir jedes x durch 
(n+ 1 

einen ihm infinitdr gleichen zu ersetzen, der sich fiir die weiteren Be- 
trachtungen als zweckmaBiger erweist, nimlich durch den reziproken 


Wert der Binomialkoeffizienten (n+ ),, da ja in der Tat: 


(DHA FD) M+ *) Oy bg) 


x! Tae 1-2---% 


Setzt man jetzt fiir «= 1,2,3,---: 


12) 8 aa also speziell: SY = a = Ot, (S,) 
\ "(an txx X he Pu ulone bad Be 
so besteht gleichzeitig mit jeder einzelnen fiir x= 1, 2,3,----- sich 


ergebenden Beziehung von der Form (11) die entsprechende: 


(13) lim S = s 


n>@D 


und wmgekehrt. 
Da die Bildung der verschiedenen S” im wesentlichen (d. h. ledig- 


lich abgesehen von der Hinzuftigung des Konvergenzfaktors on) 
auf einer derierten Summation beruht, so wollen wir, falls eine Be- 
ziehung von der Form (18) fiir einen gewissen kleimsten Index x =k > 2”) 
(und sodann nach Gl. (10) fiir jedes x >) besteht, dies mit dem Aus- 
druck bezeichnen, die Reihe > a, sel durch kfach. tterierte Summation 
reduzibel und s der ihr zugeordnete Grenzwert. 

Hs erscheint nun wichtig, festzustellen, daB die beiden im vor- 
_stehenden auseinandergesetzten Méglichkeiten, einer (uneigentlich) diver- 
genten Keihe eine bestimmte Zahl s zuzuordnen, stets dasselbe Resultat 
hefern bzw. auch gleichzeitig versagen, mit anderen Worten, da aus der 
fiir irgendein bestimmtes k > 2 gemachten Annahme: 

lim 5” = Ss 


n> 


| 1) Die Annahme & =1 wiirde ja nach Gl. (8) nur auf den bereits erledigten 
Vall der einfachen Mittelbildung 07, (s,) fithren. 
2) Vgl. die vorige FuBnote. 
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allemal folgt: 
lim O72, (s,) = s 
n>@ 


und umgekehrt.1) Ist dieser Nachweis gefiihrt, so wird man eine Reihe 
schlechthin als reduzibel von der Ordnung k mit dem Grenewert s be- 
zeichnen kénnen, unabhingig davon, ob zunichst nur die Existenz 
von: lim O/7,(s,)=s oder von: lim Sy =$ 
n> u> on 2 
feststeht. Und allgemein wollen wir dann eine Reihe als reducibel 
ohne jeden weiteren Zusatz bezeichnen, sobald nur feststeht, daB fiir 
wgendem k eine der obigen Beziehungen besteht. (Danach ist also jede 
konvergente Reihe auch reduzibel.) 
Aus dem Satze am Schlusse von Nr. 2 wiirde dann folgen, daB 
eine Reihe S'a, nur reduzibel sein kann, wenn fir irgendein hk: 
: im || 
lim OO. 
nro nN : 
Hiernach ware also z.B. die Reihe $(— 1)’- ee (allgemeiner : 
> (—1)-e", wo: lgv< m,—<v) von keiner noch so hohen Ordnung 
reduzibel (obschon S(— 1)’- e”” a” baw. > (— 1) +e” fir |al<1 
noch (absolut) konvergiert). | | 


4. Die Grundlage des fraglichen Nachweises bildet eine Rekursions- 
formel, welche eine einfache Beziehung zwischen Se ON (Ss) und 
am (sy) herstellt. 

Aus (7) folgt fiir x >1: 

pie te 2 


und daher findet man: 


(x1) (x) (x) 
heard Ota n ey Pe Pease UNS os fa 
n Oh me TD cee (1 TD) (mtu) i. 
(*) (*) 
N+ % 24 n be 


et 
=: *§ " ' 


x (n+ x), " (n—1+2), 
i lg = od ei ie gs 


x n—1 


= A@+1) 8nd) 42 gle 


& 
3 


i 4 


1) Die Grenzwerte lim On, (§,) werden gewodhnilich als Héldersche, die Grenz- 


n-> 
werte lim g™) als Cesarosche bezeichnet. 
n>o ” 
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Ersetzt man hier » der Reihe nach durch » —1, n— 2,---1, addiert 
die resultierenden Gleichungen zu der vorstehenden uid picks noch 
die (wegen: 8.” =S,"— =, bestehende) Identitiit: 
%—1)_ 1) of) (%), 
Sys =--:S8, A as 


x 


so ergibt sich: 


: («<—1)__ 1 ey Sit Sea : (x) 
DS = etn sr +7 D8 
0 0 


und durch Division mit (m + 1): 


(14) ai (S)*—”) = Se eee —* nz (s°) 
=1,(8,"), 

wenn zur Abkiirzung gesetzt wird: 

(15) T, (u,,) = i 


Wird jetzt aus J(u), T,(u, ne +++, das arithmetische Mittel gebildet, 
so hat man zu beachten, daB allgemein: 


O(a in + bv») = ad (u,) + bOI (v,)), 
und daf§ sich daher aus Gl. a es 


A(T, (t,)) =z OMe, 


ds (U,,)s 


also, wenn man auf die rechte Seite die Gleichmg (15) anwendet: 
Oli (T,(u,)) = TAB (u,)), 

woftir wir mit Weglassung der iuferen Klammern schreiben wollen: 

(16) DT, (u,,) = T, OIC (u,), 


in Worten: die Reihenfolge der beiden ,,Operationen“ o]¢ und T,, also 
der einfachen Mittelbildung und der durch die Formel (15) definierten, 
etwas zusammengesetzteren Operation®), darf (sc. ohne Anderung des 
Endresultats) vertauscht werden. 

Ersetzt man ferner in Gl. (16) uw, durch Z,(u,), so folgt zunichst 


MT, (C, (u,)) = T,H10(T,(,)) 


also, wenn man rechts auf d/7 (Z,(u,)) die soeben als zulassig erwiesene 


> 


1) In Worten: Die Mittelwertbildung ist eine distributive Operation. 
2) Man beachte, daB der Index x bei Z, nicht wie bei 2”, oder S” eine 
Iteration bezeichnet, sondern sich lediglich auf die in der Definition (15) vor- 


kommende positive Zahl x bezieht. 
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Vertauschung der Operationen 0/7. und ¢, ausiibt und nur die innerste 
Klammer beibehilt: 


(17) OC, C,(u,) = T,T, O1¢(u,) 
und durch wiederholte Anwendung dieser SchluBweise: 


(18) ME, T,,-++T, (u,)= T, T 


4m nN 44 %9 


+E, Oe(u,). 


Bildet man jetzt auf Grund der Rekursionsformel (14) das arithmetische 
Mittel von an(S,*—”), an( Si*—”), vee an( 8," ”), so ergibt sich zu- 
nachst: 

att, (S,"~") = on, (S) = T,on( 8), 


also, wenn man vechts auf O/7 iS) nochmals die Rekursionsformel (14) 
anwendet, indem man daselbst x durch x +- 1 ersetzt: 


(19) Mt, (8°) = 7g, , (8°), 


Hieraus folgt durch nochmalige Mittelbildung mit Bentitzung von 
Gl. (17): 
I, ( Sy”) = ONT, 4 4 (Sore ee. PEO [oil 


und, wenn man wieder noch rechts die Rekursionsformel (14) (mit 
Ersetzung von x durch x + 2) anwendet: 


| (20) ote (85°?) = C,7, 4,2, (8°). 


% n 


Durch Fortsetzung dieser Mittelbildungen mit Bentitzung der allgemeinen 
Vertauschungsformel (18) und Hinfiihrung der Rekursionsformel (14) 
fiir den rechts auftretenden Mittelwert ergibt sich allgemein fiir k > 2: 
(21) OG, _ is 7 C44 pia Cu, Ao 
Setzt man hier x=2 und berticksichtigt noch die in (12) ent- 
haltene Beziehung S = Oi,(S,), sowie die FuBnote 1, S. 595 5 0 
findet man: 
(22) O1G,(S,,) = Ca 0y 4 ChS.), 
also eine Formel, welche eine explizite Darstellung von O71, (s,) durch 
S” liefert. 

Nun folgt aus der Definitionsgleichung (15), daB: 
(23) lim @,(u,) =s, wenn: lim u, = s, 
n> oO n> wo 


da ja nach dem Cau chyschen Grenzwertsatze gleichzeitig mit lim tice' 8, 
auch lim Oi (u,) = s. | ) n> @ 
n> oO 
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Wird also zunachst angenommen, daB: 


(24) | eh SY = §, 
so findet man sukzessive: 


lim C, ( s”) =s 


n> . 

2 = a (k) ea 
lim C,_,0,(8, )= § 
n> 


lim Z, 7, +--+ C,(S,")=s 


n> wo 


und somit schlieBlich mit Beniitzung von Gl. (22): 
(25) lim O72, (s,) = s. 
n> 


Des weiteren erweist sich aber die Grenzwertbeziehung (23), welche 
ja die Grundlage der zuletzt gefundenen bildet, als wmkehrbar, d.h. es 
ist allemal: 


(26) limw,=s, wenn: lim 7, (w= s 
nu >@o th n-> © @ ve 


fiir irgendein x>2.") Dies folgt namlich aus dem Grenzwertsatze 
von § 74, Nr. 2,8. 571, wenn man daselbst: a =<, paar setzt. *) 


u% 


1) Im Falle x=1 wird ja T,(u,) itdentisch mit u,. 

2) Will man sich nicht auf den zitierten allgemeineren Satz stiitzen, so 
14Bt sich der vorliegende, durch die Ganzzahligkeit von x merklich vereinfachte 
Fall folgenderma8en erledigen. Aus der Definitionsgleichung (4), 8. 595, folgt: 

3 u,, =(n+1) ON (u,)— NI (Uy, _4)s 
sodaB nach Gl. (15): 
(n + x) O% (Un ) _ NOM (Uy 4) 
; 
Multipliziert man Zihler und Nenner dieses Ausdrucks mit dem Faktor: 


(n+ %—1) (n+ —2)-++-(m+1) 


und beniitzt fiir das im Nenner stehende x die Identitit: 


Ce(Mn) = 


x=(n+x)—n, 
so wird: 
uM (n+ x) (H+ %—1)+++ (+1) ON (u,)—(n + %—1) (m+ %—2)- + -mOR(u, 1) 
BCs) (ataireot)-@+l) S@beoi@te—o)--m) 


Besteht jetzt die Voraussetzung: 

him... (us) = 8, 

n-> © x( n) 
so folet aus dem vorstehenden Ausdruck mit Bentitzung des verallgemeinerten 
Cauchyschen Grenzwertsatzes, daB: 
tim Che mte= ++ +) 
no (WER) (WbH—2) +--+ (m1) 

| lim o2(u,,) = s, 


RH 


a7 (Mn) =, 
also: 
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Wird also jetzt die Beziehung (25) zur Voraussetzung gemacht, so- 
daB also mit Beniitzung von Gl. (22): 
(27) lim Z, 7, +++ T, (8) = s, 
u-> ow 
so ergibt sich nach (26) sukzessive: 
lim Cs C,  Ehdta C, (s,) =S 
n> 
lim @,--- Z,(8)=s 


n> co 


lim C, ( s”) ES 


und schlieBlich: ae 
(28) | lim (S") = s. 


Damit ist dann also der am Schlusse der vorigen Nummer 
getorderte Nachweis geliefert, d. h. es gilt der Satz: 


Jede der beiden Beziehungen: 
lim 0/2, (s,)=s, lim Ss? =§ 
n> co nu >on 


(wo s eine beliebige endliche Zahl bedeutet) zieht stets die andere 


nach sich. 
Beispiel: 
Es sei: a, = (— iD eates v, also: 
$,-1- 9 +1—2+4+3—---—Qu—2)+ Qp—1jau 
$3, = 83,1 1%, = W— Qe =— yp, 
Set OAM DAD. wire) Lege, 
| Sa eg tt = 0. 
pt OF1T404+24-.-40 44 —bOtN 
ma toarte 


Hiernach ergibt sich (s. Gl. (12)): 


(2) 
Oe a Te is fee) | Did a ee 
24u—1 (2u +1), 2 (2u+1)-2u 2(2u + 1) 
(2) 
el aia eR 1) a Re ee 
2 (2 By ie B (24 +2)(2u+1)” 2(@u4+1) 


und somit: ed 
lim S$" rage 


n> 
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Andererseits hat man: 


OM, (8,) =z 24 =0 
lie Hs 1 
| aM, (84. =F 
hfe 
| Ov, (s thas, WIE Sad tai 
(ee) hema tie ge Eat 


und somit: 
lim O72, ($n) = + (= lim Ss”) ; 
n> wo 


4 Yow al 2) 
iibereinstimmend mit dem zuvor bewiesenen Satze. Im iibrigen ist 
also die Reihe >: (—1)’*?. y reduzibel von der zweiten Ordnung und 


1 0 
; der zugeordnete Grenzwert. 


5. Die Hinfiihrung des Mittelbildungssymbols o/¢ und des Be- 
griffes der Reduzibilitét gestattet zunachst, die in § 45, Nr. 3, S. 307, 
Gl. (6), (7), und § 75, Nr. 1, S. 574, Gl. (4), gegebene Form der 
Konvergenzbedingung in folgender Weise auszusprechen: Steht bereits 
fest, daB die Reihe Sa, von der ersten Ordnung reduzibel, so ist fiir ihre 
Konvergenz notwendig und hinreichend, daB: lim 0/7 (na,)= 0, also hin- 
reichend, daB: lim na, = 0. cae 


n>n % 

Dieses Resultat laBt sich noch in der Weise verallgemeinern, daf 

der Zusatz ,von der ersten Ordnung“ wegfallt. Hietzu gehen wir von 
der Identitat aus: 


(29) (n+1) Sra,= Sin +1—v)a,+ Dv, 
0 0 ; 0 
welche wegen: 
Sor Sy SS (WE yay Pa, ++!" 8a eta, 


nach Division mit m+ 1 die Beziehung liefert: 


n 1 n 1 ids 

i320) Digan ae aieel apy 
0 i 0 

anders geschrieben: 


(30 ) s, = Olt, (s,) + OM, (na,). 
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Ersetzt man n der Reihe nach durch n—1,n—2,..-4 , 0, addiert die 
resultierenden Gleichungen zu Gl. (30,) und dividiert mit m + 1, so folgt: 


(30,) OM, (S,) = OM, (S,) + OM, (na,). 
Durch Fortsetzung dieses Verfahrens ergibt sich allgemein: 
(80, _,) OM, 1 (8,) = OM, (8,) + dit, (na,) 
(30,) OM, (8,) = OM, « (8,) + OM, ., (na,). 
Angenommen nun, man habe: 
(31) as Ot, 1 (8,) = 8, 


so wird nach Gl. (80,) auch: 
lim 7, (s,) = s dann und nur dann , wenn: lim 0%, 41("a,) = 0. 


Ist diese letztere Bedingung erfillt,so wird nach Gl. (30,_,) wiederum auch: 


lim 977, ,(8,) = s dann und nur dann, wenn: lim O71, (na,) = 0. 
Pape u>o@ 


In dieser Weise weiter fortfahrend, findet man aus Gl. (80,), daf 
schlieBlich: 


hm s, =lim 0/2, (s,) = s dann und nur dann, wenn: lim ON, (na,,) = 0. 


a> wo ‘ n>o n-> wo 


Da aber umgekehrt die letzte dieser Bedingungen nach dem 
Cauchyschen Grenzwertsatze die Existenz aller folgenden von der Form: 
jim O77, (na,) =0 (x = 2, 3,---) nach sich zieht, so ergibt sich: 

>a 


Steht nur so viel fest, daB die Reihe > a, uiberhaupt redu- 
ztbel ist, so ist ftir ihre Konvergenz notwendig und hin- 
reichend, dap: : | 


lim a1 (na) = 0, 
n> wo 


also (wiederum nach dem Cauch yschen Grenzwertsatze) hin- 
revchend, dap: 

lim na, = 0.") 

u> wo 


§ 79. Doppelreihen mit komplexen Gliedern. — Reduzibilitit der 
Diagonalreihe nebst Anwendung auf die Cauchysche Multipli- 
kationsregel, — Feststellung der absoluten Konvergenz einer 
| wichtigen Doppelreihe. 

1. In § 75, Nr. 2, 8.577, haben wir bereits eine Doppetfolge ad- 
ditiv verbundener komplexer Zahlen, also ein Schema von der Form: 


1) Hine erweiterte Form dieser Konvergenzbedingung findet man im Anhang. 
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a a+... + a+ Caen 

+ ay? tat --- +a) + ae 

(1) Pe SOUR aie aiid vn” hunte. Chale 
+ ag + a +e ta + m8 


betrachtet, und zwar dort lediglich in der Weise, daB wir ein solches 
zweifach unendliches Schema unter der Voraussetzung absoluter Kon- 
vergenz nach Zeilen oder Kolonnen bzw. nach Diagonalen summierten, 
also als iterierte bzw. als einfach unendliche Reihe behandelten. Die 
Vollstindigkeit erfordert, auch den Begriff der Doppelreihe auf ein aus 
komplexen Zahlen bestehendes Schema von der Form (1) zu tibertragen. 

Bezeichnet man in analoger Weise, wie friiher im Falle ausschlieB- 
lich reeller Summanden (vgl. § 62, 8. 450, G1. (3)), mit Ot die Summe der- 
jenigen Glieder des Schemas (1), welche in dem von der (w+ 1)*" 
Kolonne und (y+ 1) Zeile begrenztex Abschnitt enthalten sind, so 
hei8t die Doppelreihe der a,” konvergent und s ihre Swmme, in Zeichen: 


7 
(2) ! > y a!” Si 
0 


wenn: 
(3) lim s” = gs, 


In jedem anderen Falle, d.h. wenn kein endlicher Doppellimes 
fiir die Folge (e7) existiert, heiBt jene Doppelreihe divergent. 
Setzt man wieder: 


4 a, =o, + Bt, 
und entsprechend: 
(5) Se eee 0 
so folgt: 
lim s® =lim 6+ i lim +” 


My V>o ly v > ow M,V>o@ 
(in dem Sinne, daB& die Existenz des links stehenden Grenzwertes die- 


jenige der beiden rechts stehenden nach sich zieht und umgekehrt), 
anders geschrieben: : 


(6) / Sis an = Dh AN +7. Sioy oe 
0 OR? 0 


Da auf diese Weise die Summe einer konvergenten Doppelreihe 
mit komplexen Gliedern auf diejenigen zweier ebensolchen mit reellen 
Gliedern zurtickgeftihrt wird, so lassen sich wieder ohne Schwierigkeit 
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die friiher fiir reelle Doppelreihen abgeleiteten Resultate auf solche 
der vorliegenden Art tibertragen. Wir begntigen uns in dieser Be- 
ziehung mit den folgenden Bemerkungen, 


2. Die Doppelreihe der a,” soll wieder absolut konvergent heifen, 
wenn die Doppelreihe der | an” | konvergiert. Aus der Beziehung: - 


() 
be 


Aa | 
ergibt sich dann, daB die Konvergenz der (ja aus lauter positiven Glie- 
dern bestehenden) Doppelreihe > 


| i | zur Holge hat wid wmgekehrt. Da 
aber nach § 64, Nr. 1, S. 469, gleichzeitig mit den beiden letztgenannten 
auch die Doppelreihen 4,» «” und My Bi? konvergieren, so erkennt 
man auf Grund der Beziehung (6), daB die im Sinne der oben ge- 
: ve auch 
wirklich an sich konvergiert. Im iibrigen liefert die Beziehung (6) ohne 
weiteres die folgende wértliche Ubertragung der friiher gefundenen 


Hauptsitze: 


| @ (0) 
Ke 


a 
< 


Siac 
oe 


zi | a) 


lu 


aN diejenige der beiden Doppel- 


oe) 


teihen My V | und My V 


gebenen Definition absolut konvergente Doppelreihe Dra 


I. Ist die Doppelrethe der a)” absolut konvergent und 


(oe) 


(7) > ‘4 ee S, 


0 


so konvergiert auch jede einzelne Zeile und Kolonne, sowie die 
Reihe der Zeilen- bew. Kolonnensummen absolut, und man hat: 


(8) » > a)” =s (Kethe der Zeilensummen). 
0 0 
(9) > » a.” =s (ethe der Kolonnensummen). 
0 0 
Lbenso konvergiert die Reihe der Diagonalen absolut, und gwar 


auch dann noch, wenn man die einzelnen a,” als Glieder der 
Rethe auffapt. Zugleich hat man: 


(10) iy (a,.” + Oe aa et a,”) = 8 (Rethe der Diagonalen) 
0 


(vgl. § 64, Nr. 2, S. 470). 
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IL Dieser Satz ist wieder umkehrbar und 148t sich mit seinen 
simtlich méglichen Umkehrungen folgendermafen zusammenfassen : 


Von den vier Glewchungen: 


a 2) eo @ ee) 
~ , -y 
(11) > y a)? = S, > > ay” = $, >}: De al = S, 
0 0 0 0 
wo 


0 


> (a+ af -+ ++ 44%) = 
0 
zieht jede die drei anderen nach sich, wenn die m der 
-Voraussetzung auftretende Rethe bei Vertauschung der a © mit 
thren absoluten Betrigen konvergent bleibt (a. a. O. Nr. 3). 
III. Jede absolut konvergente Doppelrethe ist unbedingt 
konvergent und umgekehrt (a.a.O. Nr. 4 und 6). 


3. Die Doppelreihe > a.” ist nur bedingt konvergent, wenn von 


den beiden Reihen xz,» oe > B - mindestens eine nur bedingt 
konvergiert (die andere mag dann eventuell auch unbedingt konver- 
gieren). Hs sei daran erinnert, daB bei einer bedingt, also nicht absolut 
konvergierenden Doppelreihe mit reellen Gliedern keine einzige Zeile 
‘ oder Kolonne zu konvergieren braucht (vgl. § 62, Nr. 5, Satz (I), 8.455). 
Dagegen ergibt sich (s. a. a. O. Satz (II), 8. 456), falls man diese Még- 
lichkeit durch die Voraussetzung in geeignetem Umfange ausschlieBt, 


der folgende Satz: 


v2) 


(IV) Ist auper der Doppelrethe Dera. = $ jede emzelne 


iG 


: (v) o. 
ZLeile >! LOA Re AVF] ER ) oder jede einzelne Kolonne 


io 2) 


0 
S ay (u = 0, 1, 2,----- ) konvergent, so konvergieren auch 


0 
° die entsprechenden iterierten Reihen gegen die Summe s, d. h. 
man hat: 


(12) >; , a” = §, bzw. i. >; a = S. 
ree 0 0 


4. Der Satz iiber das Verhalten der Diagonalreihe und ihre 
Beziehung zu der als konvergent vorausgesetzten Doppelreihe (s. § 63, 
Nr. 3, 8. 462) la8t sich vermittelst des im vorigen Paragraphen ein- 
geftihrten Begriffes der Reduzibilitiit merklich vervollstandigen. Setzt man: 
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—1 0 
(13) a)? +a" tp aMae, tet: +o4=6,, 


(sodaB also die Buchstaben: a, c, C den a.a. 0. gebrauchten: u, w, W 
entsprechen), so gilt unter der Voraussetzung, daB die Zeilen und 


Kolonnen der konvergenten Doppelreihe > ” On = s gleichfalls konver- 
0 

gieren oder innerhalb endlicher Grenzen oszilueren, die Beziehung 
(S. 464, Gl. (27)): 
(14) wat —a?,= Ss, anders gescarieben: lim o(C) =s, 

0 
Verbindet man dieses Resultat mit dem SchluBsatze des vorigen Para- 
graphen, 8.606, so laBt sich der fragliche Satz iiber das Verhalten der 


Diagonailreihe >; ¢, in folgender Form aussprechen: 
0 


(V) Besitet die konvergente Doppelreihe: 


(15) > a =S 
0 
die Egenschaft, daB jede einzelne Zeile wnd Kolonne kon- 
vergrert oder innerhalb endlicher Grenzen oszilliert, so ist 


lee) 


die Reihe der Diagonalen > c, m jedem Falle zum mindesten 


0 
reduzibel, und gwar von der ersten Ordnung, mit dem Grenz- 
wert s, also: : 


(16) limoz(Cy)=s (wo: C=¢+e¢,+---+ ch, 
n->@ : 


Fir thre Konvergenz (und zwar dann selbstversténdlich auch 
gegen die Summe s) ist notwendig und hinreichend, dap: 


(17) lim o/¢ (nc,) = 0, ) 
n-> wo 
also hinreichend, dap: 
(17a) limne = 0. 
u> wo 


Aus diesem Satze folgt aber unmittelbar die auf S. 582 ange- 
kiindigte Vervollstindigung der Cauchyschen Multiplikationsregel. Ist 


A a ° ° eo ° ° 
a ) Ds, 6, = B, so ergibt sich zunichst durch die in § 66, 
Nr. 1,108: 483 , angewendete SchluBweise, daB die Doppelreihe 
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Drab, konvergiert bei gleichzeitiger Konvergenz jeder einzelnen 
0 
_Zeile und Kolonne. Mit Bentitzung des letzten Satzes ergibt sich also: 
CNL) L5G. tir, 
0 


9 
und setet man: 


(19) a,b, + 4,8, _, tes +4,=¢,, ote t---+e=C, 


so ist die Rethe >? c, zum mindesten von der ersten Ord- 


0 
nung reduzibel mit dem Grenzwerte AB, also: 


(20) lim a/7(C,) = AB, 
: n> ow 
und daher, falls sie konvergiert, auch: 
(21) Dig = AB. 
@ 
Fir das letatere ist notwendig und hinreichend, dap: 
(22) lim off (nc) = 0, 
n> no 
also hinreichend, dap: 
(22a) lim ne, = 0.') 
2 —> 2 


1) Dab diese Bedingung sehr weit davon entfernt ist, eine notwendige zu 
sein, zeigt ein friither gefundenes auf die Multiplikation sog. alternierender Reihen 
beztigliches Ergebnis. Sei etwa: 


a, ay, mr 1)", OF =(— 1)"8,, 
wo die a,, 8, positive, mit wachsendem » monoton gegen Null konvergierende 
Zahlen bedeuten, so hat man (nach § 66, Nr. 6, S. 496): 


n 


n > 
ta Oa Gan) y OyPn—y 


; 0 
und findet in diesem Falle (a. a. O. (Gl. 48)): 

lim ¢,= 0 

n-> 2% 
als notwendige und hinreichende Bedingung fiir die Giiltigkeit der Cauchyschen 
Multiplikationsregel. Hier erweist sich also an Stelle von lim nc, =0 schon die 


obige wesentlich schwiichere Forderung als hinreichend, Bs lofenhar daher riihrt, 
da8 hier die c,, als aus lauter Gliedern gleichen Vorzeichens bestehend, die 
gropten Absolutwerte besitzen, deren sie bei gegebenen | a,|, |0,| tiberhaupt fahig 
sind, wahrend dann andererseits das Zustandekommen der nach Satz (VI) gleich- 
falls notwendigen und hinreichenden Bedingung (22) auf dem Umstande berubt, 
daB die ¢, alternierende Vorzeichen besitzen. 

Pringsheim, Vorlesungen I,3. 40 


& 
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5. Hine einfachere und zugleich vorteilhaftere Form einer hin- 
reichenden Bedingung liefert der folgende Satz: 


(VIL) Fur die Giiltigheit der Multiplitationsformel (21) 


wt hinreichend, dap |va, |, |vb,| unter einer endlichen 
Schranke bleiben, etwa: 


(22b) lva,|< G, Pei G ~=01es ).?) 


Beweis. Es ist lediglich zu zeigen, daB unter der gemachten 
Voraussetzung die Beziehung (22) besteht. Hierzu fiihren wir die 
Bezeichnungen ein: 


( n n n ; 
D>'%, =4, >t, =B,, So, =C, (wie bereits in (19)) 
(23) 0 | 0 0 


n 


nN n 
>! va =A’, >! vb =B, »ve,= C0’. 
Vv n Vv n v n 

0 0 0 


{ 
Alsdann hat man mit Se ac von (19): 


C= > v (a,b, + ne + th 4,05), 


ausftihrlicher eS Men 


aaa ae OR 

ee Gi ab 

Oe ee i, Os ee ae, + 9 a,b, 
oe : : ; 


+n—-1-a,b, tn—1-a,b ,+n—1-a bgt: tn—-1-a_ 
Oe NN NE ele agit Ee atc Ba a,b, .+::++n-a@ _,b,+n- 
Addiert man die einzelnen Kolonnen, so 14Bt sich jede dieser Kolonnen- 
summen mit Ausnahme der ersten und letzten in zwei Bestandteile 
zerlegen, namlich: 


Ci =a,B+a,B’ OE Nl ee 7 ne ee 


17> n—1 
tla, Bb). 42-0, Boas) dt Gaede ,B,+n-a,B, 
oder, wenn man der Symmetrie zuliebe der ersten Zeile noch das 
Glied a,B) (wo: B, =0-b,=0), der zweiten das 7 0-a,B, hin- 
zufiigt: 
(24) IS Wi pe 


vy n—yY vo n—yv 
Ce SAS MOB ABA 3 a2 73 0 


1) Anders geschrieben: 
lim |%@,|<+0O, lim | 20, |<-+ ov. 


n> oO ru >o 


n 
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Die Anwendung der Abelschen Transformation auf die erste dieser 
Summen ergibt: 


3.8, 3} 4,(8; LAG A URE wea At By 


eae w +b, 4, +0 -b,4, 
0 


= > Vi WAN 
Wit dies veind - ; 


(25) Cer pe i Sty! dia 
0 0 
= Bor (4, 14) Sho a8, °, — By 
0 0 


+4 dvb, +B >? va, (s. G1. (18), 
0 0 
also, mit Beriicksichtigung der Voraussetzung (22b): 


(26) 


43x] 

0 0 

+|B S06, 
0 


und durch Division mit » + 1: 


(27) = | Ot (ne,) |< G- an (|A,— Al) + G-an (|B, —B)) 
+|4- olc(nb,) |+| B- anna, |. 


Da aber, wegen lim| A, — A|=0 und ide ae B|=0, auch: 
f n>@ 


lim oj7(| A, — A|) =0, lim of 7(|B,— B|)=0 
N-> 
und, infoloe der Konvergenz von S @,, <b, auch: 
lim O77 (na,)=0, lim ol7(nb,) = 0, 
n>o 


nu-> © 

so findet man schlieBlich, wie zu beweisen war: 

lim 7 (nc,) = 0. — 

n>o 

Zu den (bedingt konvergenten) Reihen, fiir welche auf Grund 
des eben bewiesenen Satzes die Giiltigkeit der Cauchyschen Multi- 
‘plikationsformel nunmehr feststeht, gehdren insbesondere diejenigen 
40* 


f | 
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von der Form > u,v,, Sobald zu den fiir deren Konvergenz als hin- 
reichend erkannten Bedingungen (s. § 77, Nr. 1, 5. 598), namlich: 


> U,—U, 4 ,| konvergent, >», hochstens endlich unbestimmi, lim u,=0, 
0 


n>@D 


an die Stelle der letztgenannten die folgende tritt: 


lim NU, < + OO. 
n> © 


(Beispiel: u = a » wo p, g beliebige, nur der Bedingung 
p + qv ==0 unterworfene Zahlen; v, = (— 1)”, wo m, = 0 oder 1 mit 


der einzigen Beschriinkung, da Pic 1)" unter einer endlichen 
Grenze bleibt.) 0 


6. Fiir die Feststellung der absoluten Konvergenz oder Divergenz 
einer Doppelreihe mit komplexen Gliedern ny wird, geradeso wie 
bei der Lésung der entsprechenden Aufgabe fiir einfache Reihen, im - 
allgemeinen die direkte Untersuchung von on der Zerlegung von 
a in seinen reellen und imaginéren Teil vorzuziehen sein. 

Als Beispiel einer solchen Konvergenzbestimmung wollen wir eine 
Doppelreihe betrachten, die in der Theorie der elliptischen Funk- 
tionen eine wichtige Rolle spielt, tibrigens, wie sich zeigen wird, zu 
der in § 67, Nr. 6, S. 511, behandelten Doppelreihe mit reellen posi- 
tiven Gliedern in naher Bezichung steht. Es werde gesetzt: 


(28) aie. t La wu=0,1,2,----- mit AusschluB der Kom- 
“(wa + va’e en Aa Byer Ae } bination u = 0, v = 0. 


Dabei sollen @ und w! zwei komplexe Zahlen bedeuten, welche nur 
der Beschrankung unterliegen, daB ihr Quotient: fe nicht reell sein 
soll. Hs handelt sich dann darum zu entscheiden, fiir welche Werte 
des Exponenten o@ die aus den a” gebildete Doppelreihe absolut kon- 
vergiert bzw. divergiert. Da Potenzen mit komplexer Basis bisher 
nur fiir ganzzahlige Exponenten und fir den Exponenten defimeert 
sind, also nur in diesen Fallen (uw + vo')® eine bestimmte Zahl vor- 
stellt, so wird man vorliufig, soweit es sich um die a” handelt, . 
unter @ entweder eine ganze Zahl oder ein ungerades Multiplum von 
~ zu verstehen haben, wahrend in bezug auf die |ua+vo'|° diese Be- 


2 
schrinkung nattirlich wegfallen kann. 
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Man hat nun zunichst: 


O) iit, j 1 
ihe vt at” (wt v8 


und, wenn 
t=t-+1't (wo |r'|>0) 
gesetzt wird: | 
| Jet vt P= (ut vr) + vic! 
=e? + Quyr + v3 (c? + 7! 2), 
Q. 
(30) jut vd? = (ui + 2uvr + v8 (9 + 2!2))8 


- mithin: 


Vergleicht man diesen Ausdruck mit dem a. a. O. (S. 511, Nr. 6) 
behandelten: 


(au? + 2buv + cv)’, 
so ergibt sich: 


b*? —ac=—+!'* also: <0, 


d.h. der fragliche Ausdruck ist, wie dort, eine (positive) quadratische 
Form mit negativer Determinante. Da sodanun: 


(31) We a Sel, ci i a 

(u? + 2uvr+ v2(c*-+2/%)2 ° 
so folgt aus dem a.a. 0. gefundenen Krgebnis (wegen 6 == 0), daB 
die Doppelreihe der Jay” | ftir 9 >2 konvergiert, fir 9 <2 divergiert. 
Da es schlieBlich freisteht, dieses Resultat auch wieder auf negative wu 
oder v bzw. w und v zu tibertragen, so ergibt sich schlieBlich: 


Die Doppelreihe: 


abe 


( 1 
yh gi FEE MARIOS WAR 
<—d — (uatvo’) 


wo der Akzent den Ausschlug der Kombination w = OF anno 


andeuten und fe nicht reell sein soll, ist absolut konvergent 
oder absolut divergent, je nachdem o >2 oder 9< 2. 
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Kapitel III. 
Unendliche Produkte. 


§ 80. Konvergenz und Divergenz unendlicher Produkte. 


1. Hs sei eine unbegrenzte Folge komplexer Zahlen b, (v=0,1, 2,-----) 
von der Beschaffenheit gegeben, daB zu jedem bestimmten Index v eine be- 
stimmte, insbesondere von Null verschiedene Zahl b, gehort (womit zunichst 
nicht ausgeschlossen ist, daB die |b, | mit unbegrenzt wachsendem v simt- 
lich oder zum Teil tiber jede Grenze wachsen oder unter jede Grenze 
hinabsinken kénnen, sodaB also eventuell lim |b, | =+ 00, lim |b, | = 0). 


Setzt man sodann fir »=0,1,2,--. "> v>@ 


(1) OP ee OD Cem 


ktirzer geschrieben: 


4 eee 
0 


so heibt die umendliche Faktorenfolge oder das wnendliche Produkt: 


n? 


by: 0, + 6,-++++, kiirzer geschrieben: [| 6,, konvergent, wenn, bei hinling- 


lich groB gewahltem n, P durch Fiinyinabine beliebig vieler weiterer 
Faktoren: Ne Ne 4 nur noch Anderungen erleidet, die im 
Vergleich zu dem bereits gewonnenen Werte belicbig klein sind, sodaf 
‘also, wenn gesetzt wird: 
bene ey th £, ; (i a k,, ol? 
kno bei hinlanglich gro8 gewihltem m fiir jedes 9 = 1, 2,3, °++++ be- 
liebig klein wird. ; 

Hiernach ergibt sich als notwendige und hinreichende Bedingung 
fiir die Konvergenz des betreffenden unendlichen Produktes die folgende: 


Zu beliebig kleinem ¢ > 0 muB sich n so fixcieren lassen, dap: 


P 
(3) =gte— 


<< fir 90 —1,2,8,.--98 


2. Die Ungleichung (3) hat also zunichst als Definition fiir die 
Konvergenz des unendlichen Produktes zu gelten. Hs ergibt sich nun 
aber weiter folgendes: 


Ist die Bedingung (8) erfiillt, so besitet P fir n—> oo 
emen bestimmien von Null verschiedenen Grenzwert, etwa: 
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lim P| = P, welcher der Wert') des wunendlichen Produktes 


n> no 


b, > 0, +b, +++ genannt wird, in Zeichen: 


oo 


(4) hfe, ap 
0 
Umgekehrt: Existiert lim P, als endlich und von Null verschieden, 
n> wo 


so konvergiert das fragliche unendliche Produkt in dem friiher 
bezeichneten Sinmne der Ungleichung (3). 


Beweis. Bedeutet ® einen ganz beliebig anzunehmenden echten 
Bruch, so kann-man demselben auf Grund der Voraussetzung (3) eine 
-natiirliche Zahl m so zuordnen, dab: 


P. 

“Bit <6 fiir 9 = 1, 2,3,-----, 
also, wegen lJa—a'|>||a]—|a'||, a fortiori: 

1; P | 

Fet|-1]<0 @= 13,3, igh ); 


m 


1) Man bezeichnet nicht selten zur Abktirzung den Wert eines unendlichen 
Produktes schlechthin als das unendliche Produkt und sagt also in diesem Falle 
nicht nur ,eine Zahl werde dargestellt durch ein gewisses wnendliches Produkt 
(d. h. rem formal durch ein Zeichen von der Form: 6,), ---b,-+++:: , welches in 
diesem Falle zweckmifiger als unendliche Faktorenfolge zu bezeichnen wire), 
sondern auch geradezu: ,,sie sei glevch diesem unendlichen Produkte. Die Zwie- 
spaltigkeit dieser Ausdrucksweise tritt -besonders deutlich hervor, wenn man sich 
der entsprechenden Bezeichnungen bei den wmendlichen Rethen erinnert. Hier 
wird stets scharf unterschieden zwischen der wnendlichen Rethe, d.h. einem Zeichen 


von der Form: a,+4@,+-:-+@+:--:: , und der Summe der unendlichen Reithe, 
n 
d.h. dem Grenzwerie lim rf a,. Man sagt demnach, ,,eine Zahl werde durch 
n> wo 


0 
eine gewisse wnendliche Rethe dargestellt“ oder ,,sie sei gleich der Summe dieser 
unendlichen Rethe (aber nicht: ,,gleich der unendlichen Rethe“). Allerdings besteht 
eine gewisse Zweideutigkeit der Bezeichnung, von der auch hier bestindig Ge- 


brauch gemacht wird, schon darin, da8B durch das Symbol >, a,, baw. [-] b, 


0 0 
sowohl rei formal die unendliche Reihe a,+a,+---+a,+-+--- bzw. das un- 


endliche Produkt b,b, -++ b, +++: (insbesondere ohne Riicksicht auf Konvergenz 
oder Divergenz), als auch die Summe der unendlichen Reihe bzw. der Wert des 
unendlichen Produktes bezeichnet wird. Es empfiehlt sich diese kiirzere Schreib- 
weise jedoch nicht nur wegen der Raumersparnis, sondern auch des leichteren 
Uberblickes halber, da die bestandige Bentitzung jener ausftibrlicheren Bezeich- 
nungen dem Texte nicht selten ein recht schwerfalliges und untibersichtliches 
Aussehen verleiht. Ubrigens erscheint jedes Mifverstindnis durch den Zusammen- 
hang wohl stets ausgeschlossen. 
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und daher, wenn man v statt m+ 0 schreibt: 


P, 
—o< P. 


somit schlieBlich: 
(5) (l—#)-|Pi|<|P,/<(+4)-|P| @w>m). 


Da hier ent eine bestimmte positive Zahl vorstellt, so sagt diese 
Ungleichung zunachst aus, daB alle |P,| fiir »>m zwischen zwei 
festen positiven Zahlen liegen. Da das gleiche selbstverstandlich auch 
fir | P|, |P,|,---|P,| gilt, so existieren positive Zahlenpaare g, G 
von der Beschaffenheit, daB: 


(6) 9=|P,(/<6 fir v=0,19).0 


—1<% w=m+1, m+2, m4+3, sees ) 


Wird jetzt ¢>0 beliebig klein vorgeschrieben, so 14Bt sich in- 
folge der Voraussetzung (8) » so fixieren, daB: : 


ey, Q é 

P, rok <G (o = 1, 2, 3, ria ), 

und da andererseits nach dem zweiten Teil der Ungleichung (6) jedenfalls: 
so folgt durch Multiplikation der beiden letzten Ungleichungen: 
a) lFydio ee) aloes 12, Bele 

eine Beziehung, welche ja die notwendige und hinreichende Bedingung 
fir die Existenz eines bestimmten lim P, darstellt. Zugleich ergibt 


a> oO 
sich dann aber aus dem ersten Teil von Ungl. (6), dab: 
a >o 


also, wie behauptet, lim P, endlich und von Null verschieden ausfallt. 


n> ‘ 
Geht man umgekehrt von der Voraussetzung (8) aus, so besteht 
eine Ungleichung von der Form: 


Pol Soe 0 ave O20) 


zum mindesten fiir alle v, welche eine passend gewahlte Zahl m tiber- 


steigen, und da andererseits |P|, |P.),---| P| oberhalb einer ge- 
wissen positiven Zahl liegen mitissen, so kann man setzen: 
(9) | Pohe gh > 0 fiirivics Od 2 vine ot : 


Wird dann wieder «> 0 beliebig klein vorgeschrieben, so lat 
sich auf Grund der vorausgesetzten Existenz eines bestimmten lim Fe. 
ein ” so fixieren, daB: "eo 
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| P. n+ 0 A aig) ole (o == 1, 2,3, +++), 


und da nach Ungl. (9) jedenfalls: - 
| 1 1 
Pi |=g" 
so folgt durch Multiplikation der beiden letzten Ungleichungen: 
P | 
n+eQ | 
P. 1 | a8, 


also, wie behauptet, die Existenz der Ungleichung (3). 


3. Nach dem letzten Ergebnis kann man also die Hxistenz eines 
endlichen, von Null verschiedenen lim P, auch geradezu als Definition fiir 
> 


die Konvergenz des unendlichen Produktes ansehen. Wenn also ein 
solcher Limes iiberhaupt nzcht existiert (in welchem Falle man das un- 
endliche Produkt auch als wnbestimmt oder oszillierend bezeichnet) oder 
wenn er unendlich ausfallt (was nur so viel heiBt, dab cae | P| =-+ oo, 


wihrend der Hinheitsfaktor von re keinen beeenate Gee eee VAv 
besitzen braucht), aber auch dann, wenn ae P, =0 wird, heibt das 


Produkt divergent. In den beiden letztgenannten Fallen schreibt man 
analog wie im Falle der Konvergenz: 


(10) LT. = oo bzw. IP. a () 
0 EO 


und sagt, der Wert des unendlichen Produktes sei wnendlich grop bzw. 
Null, oder auch: das Produkt divergiere nach Unendlich baw. nach Null. 
DaB auch das Auftreten des lim P,=0O in dem vorliegenden 


n> wo 
Zusammenhange als ein Fall von Divergenz angesehen wird, wihrend 


man doch andererseits die Zahlenfolge der P, (v =O, 1, 2,-----) 1m 
gleichen Falle als konvergent zu bezeichnen hatte, hat seinen Grund 
darin, daB es sich hier doch nicht lediglich um die Konvergenz einer 
beliebigen Zahlenfolge (P,), sondern darum handelt, in angemessener 
Weise festzusetzen, was man unter Konvergenz eines unbegrenzt fort- 
setzbaren Multiplikationsprozesses verstehen soll. Wie nun bei der 


iv.2) 
unbegrenzt fortzusetzenden Summation >: b, die Konvergenz sich 


dadurch dokumentiert, daB die Summe 0, + b, +++--+ 0, bei hinlénglich 
eroB gewahltem n durch Hinzufiigung beliebig vieler weiterer Sum- 
manden 6, Ah a bn ar coche me at nicht mehr wesentlich alteriert 
wird, was dann ian nur dani der Fall ist, wenn |}, , ,+0,,¢b-** 12,46 | 


durch Wahl von n beliebig klein wird, so wird hier der LHin- 
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fluB der hinlanglich weit hinausgertickten Faktoren bre, Aa) oe 
dann und nur dann nach Méglichkeit elngeschrankt, wenn ihr Produkt, 
wie groB man auch ihre Anzahl ¢ annehmen mége, bei geeigneter Wahl 
von sich beliebig wenig von 1 unterscheidet. Das aber ist gerade der 
Inhalt unserer definierenden Ungleichung (3). Und da diese letztere, 
wie bewiesen, allemal die Existenz eines endlichen, von Null ver- 


schiedenen lim P| nach sich zieht, so ergibt sich daraus die logische 


Notwendigkeit, die unendlichen Produkte mit dem Grenzwerte Null zu 
den divergenten zu zihlen. Im tibrigen besitzen solche Produkte in 
der Tat einen anderen Charakter als die nach unserer Definition als 
konvergent bezeichneten, 


4. Es verdient noch bemerkt zu werden, daB analog, wie mit 
ee +o +,| stets auch | P. +o /,| fiir v>n beliebig klein wird, 
die Voraussetzung (3), d. h.: 


(3) te ales 


3 bes | 
stets eine analoge Ungleichung fiir iat Te 1 und »>m nach sich 


aeht, Aus (3) folgt nimlich, wenn man_ stat @ einmal w+, das 
andere Mal w schreibt und die betreffenden Ungleichungen mit oa 
multipliziert: 
ae 
| abe ait 
und hieraus nach bekannter SchluBweise: 


ste 


pee 4 yd oe Een Conran 
fi ae | fi o= 0,1,2,.....p 
He snberr we, Glee ue 


oder, wenn man » statt + 4 schreibt und die Ungleichung durch | ade 
dividiért: 


ote lo. eal is nen 
(11) iP lj< te ip | V2” @ 0, 4,2: ). 
Andererseits folet aus (3), daB fir » =n: 
ie daa 
und daher: : 
lagh 
l—ée< P <i+es 
also insbesondere: 
a 1 
IZ ary 
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sodaB Ungleichung (11) sich durch die folgende ersetzen laBt: 


P 
(12) Ate) <3 am 0=0,12, lh ay ), 
d.h. der fragliche Ausdruck wird in der Tat fir »>n mit « 
beliebig klein. 

Diese letzte Ungleichung (12), welche ja fiir den besonderen Wert 
vy=n dem Inhalt nach mit unserer definierenden Ungleichung (3) 
zusammenfallt und somit eine hinreichende Bedingung fiir die Kon- 
vergenz des Produktes bildet, erscheint also zugleich auch als eine 
notwendige. Setzt man speziell g=1, so ergibt sich daraus als eine 
jedenfalls mnotwendige (aber wie leicht zu sehen, nicht hinreichende) 
Konvergenzbedingung die folgende: 


Fi 1 2¢@ 
(13) —1)=[,,.-11< 2 @29) 
d.h. schlieBlich: 
(14) lim b) = 1. 
Vv>o 

Wir wollen daher von jetzt ab b, in die Form setzen: 
(15) b=1+4, 
sodaB die notwendige Konvergenzbedingung (14) die Gestalt annimmt: 
(16) lim a, = 0. 

é V>o 


§ 81. Absolute Konvergenz eines unendlichen Produktes als 
hinreichende Bedingung fiir unbedingte Konvergenz. 


1. Es sei zunichst «, (v= 0,1, 2,----- ) eine unbegrenzte Folge 
reeller positiver Zahlen. Dann gilt der Satz: 


Die notwendige und hinreichende Bedingung fiir die Kon- 

vergenz des Produktes [] (1+ a) besteht in der Konvergenz 
— 0 

der Reihe i c,. Ist dieselbe erfiillt, so ist uberdies der Wert 


0 
des Produktes unabhingig von der Anordnung der Faktoren. 


Beweis. Setzt man: 


dling Pla+e)=A, (m=0,1,2,---->), 
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sO wird: 


an O41 Ce T pene Cg te di Cto—1 C46 
ere 23 
und daher, wenn: 


(2) pte tet leet ig Se 


gesetzt wird: 


(3) 


Ante 1 | a a, 
Ay Va, tae tee wea) 
Soll die linke Seite dieser Ungleichungen durch Wahl yon » beliebig 


klein werden, so muB das gleiche jedenfalls fiir t,o a bh. fiir 
n+ @ 20 : 


vo, gelten, mit anderen Worten >; ce, mu konvergieren. Die Kon- 
n-+-1 


0 
vergenz dieser Reihe erweist sich also als notwendig fiir diejenige des 
fraglichen Produktes, 


Ist nun aber diese Bedingung erfillt, so 1aBe sich zu beliebig 
klenem 0 >0 ein x so fixieren, daB: 


9 <9 (0 = 1, 2,3, oeeuiele ) 
und daher auf Grund der zweiten Ungleichung (3): 


Ante 


a —1]<040'4... 49° 
Vogel) g E 
ae S19? ae <6, Wenn — mee am Sie 


Die Konvergenz von >} c, ist somit auch hinreichend fiir die-. 


0 
jenige des in Frage stehenden Produktes.*) 


1) Ist »> 1, so enthalt (Um4it+G, 19+: i hey eet offenbar mit Sicherheit 
jede Kombination zur »te= Klasse von Ati» Arg, ra, 4 9 mindestens ¢in- 


mal, auBerdem u. a. die Glieder Ants, , sign aa: e» sodaB also jedenfalls 


(npitGngest +a, 4 0)” groper ist als die Summe jener Kombinationen zur 
y ‘en Klasse. : 

2) Die vorliegende Beweisform wurde gewahlt, teils um sich auf die 
Bentitzung der allereinfachsten Hilfsmittel zu beschrinken, teils um den Beweis 
mit Riicksicht auf das in Nr. 2 abzuleitende allgemeinere Resultat direkt auf die 
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Sei nun das Produkt konvergent und etwa: 
(5) LE] a +4) =A (wo also A > 0). 
0 


Man bemerke zunichst, dab, wegen 1+ «, >1, A, mit v» monoton 
zunimmt und daher: 


(6) A. <A (fiir jedes v). 
Bezeichnet man sodann mit », (v=0, 1, 2,-----) irgendeine Um- 
ordnung der Zahlen v = 0,1, 2,--- und setzt: 


ue 


(7) ake +4, )= Al, 


0 

so kann man jeder Zahl w eine Zahl vy > so zuordnen, dab A, alle 
Faktoren enthalt, welche in A/ vorkommen.*) Alsdann ist aber: 
woraus zunichst ersichtlich ist, daB ein bestimmter lim A’ = A’ existiert, 


‘ urn 
also das umgeordnete Produkt J/ (1 fe «,,,) jedenfalls konvergiert. Zu- 
gleich ergibt sich aus Ungl. (8), daf: 


(9) <A. 
Andererseits kann man, nachdem jetzt die Konvergenz von Jf (1 + n,) 


gegen den Wert A’ bereits feststeht, in ganz analoger Weise erschliefSen, 
da8 auch: 


(10) A<A. 


A, Hee) 1 
An 
ma8en verfahren. Man findet unmittelbar: 
A, gb or pe, “+o, 
die Konvergenz der Reihe Dns ist also jedenfalls eine notwendige Bedingung fiir 
diejenige des Produktes. 
Andererseits hat man (s. § 33, 8, 208, Ungl. (21)): 


Bedingung <e zu sttitzen. Sonst kénnte man kiirzer folgender- 


A, <0: enh. a Bn 
— pot 1+: sh +2, 


die Konvergenz von >'a, ist also jedenfalls hinreichend dafiir, daB A, unter 
einer endlichen Grenze bleibt. Da aber A,, mit n monoton zunimmt, so folgt, 
da8 dann lim A, eine bestimmte positive Zahl >1 vorstellt, also J Jate,) 


nro 
konvergiert. 


1) Man braucht nur fiir » die gréfte der Zahlen: np, m,°+-, Zu nehmen., 
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Aus der Verbindung der beiden Beziehungen (9) und (10) ergibt 
sich also: 


at) | N=A, db PP +e,)= Pp ate), 
i 0 0 


womit der oben ausgesprochene Satz vollstiindig bewiesen ist, 


2. Hs sei jetzt (a,) eine Folge beliebiger komplexer Zahlen Cd. ty 
reelle Zahlen als spezielle Falle der komplexen immer inbegriffen, mit 
einziger Ausnahme von a,=—I1, da das Auftreten eines Faktors 
1+a,=0 hier ein ftir allemal ausgeschlossen bleiben soll). Alsdann 
gilt der Satz: ' 


Ist [] (1+ ]a,|) konvergent, so konvergiert auch das 
0 


Produkt fT (1+ 4,) wnd sein Wert ist von der Anordnung 
0 
der Faktoren unabhéngig. 


Beweis. Setzt man: 


Sie k 3 
(12) lel=a, Po iito)—a, Pi ds aye 
0 0 
so folet: 


Ay 46 
A Oe eT ea (la jeg 


v 


UAT Goat Gai, gt + em 
und analog: 
pee 1=—2 +e + @ - a foieeee tb a o 88 Q@ 
LN a a eran ae v-+-2 y+ v-+2 ee yv+2 y--@ 
V 
Wel alH essay alton tle ee acca oy 
somit: 


(13) 


Da aber das Produkt JJ (1+ ,) nach Voraussetzung konvergiert, so 
laBt sich die rechte Seite dieser Ungleichung durch Wahl von » =» 
beliebig klein machen, also auch die linke, womit die Konvergenz des 
Produktes A, fiir »—» co bewiesen ist. 


_ 


A 
(18) 0</|>— 
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Sei nun: 


G14) 1 dul Pa +a)=A, [Ta +a)=A 


Bedeutet dann wiederum (,) irgendeine Umordnung der Zahlenreihe (v) 
und setzt man: : 


(15) I (l+a,)=A/, IT (l+o,)=Al, 


so konvergiert zunachst nach Nr. 1 das zweite dieser Produkte ftir ~ —> oo 
gegen den Wert A, also: 


(16) | [are, )= lim A= A. 


Aus der Konvergenz dieses Produktes folgt dann aber nach dem 


soeben bewiesenen Satze diejenige von [ a+, ), sodaf man setzen 
kann: 


17 od ital =—lim A' =A, 
(17) PAO e. oe 


wo A’ eine bestimmte, von Null verschiedene Zahl bedeutet, von welcher 
nur noch nachzuweisen ist, daB sie mit A zusammenfallt. 

- Man kann nun jeder natiirlichen Zahl w eine andere p, so zu- 
ordnen, daB Ay, und um so mehr A, fiir »>p, alle Faktoren enthalt, 


Kz —1>0 ausfallt. Alsdann 
wird — ganz nach Analogie von Ungl. (13): 


welche in A/, 2 eee sodaB also 


Zz, Ky — 1 fiir jedes w und fiir »v>p 


Me? 
und daher fiir » —> ~w: 


(19) 


Daraus folgt aber schlieBlich fiir u —> oo mit Beriicksichtigung von 
Gl. (16), (17): 


—1|=0, dh. A'= A, ged. 
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3. Da die Konvergenz des unendlichen Produktes Ha + Ja) 
nach dem Satze von Nr.1 von derjenigen der Reihe >| a,| abhingt, 
so kann man den Inhalt des eben bewiesenen Satzes auch folgender- 
maBen aussprechen: : 


Das unendliche Produkt / vf (1+ a,) besitet einen bestimmten, 
0 
von der Anordnung der Faktoren unabhiingigen Wert, wenn die 


Reihe Re a, absolut (bzw. unbedingt) konvergiert, 


0 


Nennt man ferner das unendliche Produkt Tat a,) absolut 
konvergent, wenn das Produkt That |@,|) Konvergiert'), dagegen 
unbedingt konvergent, wenn es unabhingig von der Anordnung der Fak- 
toren einen eindeutig bestimmten (von Null verschiedenen) Wert hat, 
so kann man die vorstehenden Resultate folgendermaBen zusammen- 
fassen: 

Die notwendige und hinreichende Bedingung fiir die abso- 
lute Konvergenz des unendlichen Produistes Hlat a,) besteht 
m der absoluten Konvergenz der Reihe phe a. 

Das absolut konvergente Produkt konvergiert auch stets un- 
bedingt. | 


Hiernach bildet also die absolute Konvergenz des Produktes Jf (1+ a,) 
eine hinreichende Bedingung fiir dessen unbedingte Konvergenz. In den 
folgenden beiden Paragraphen soll nun gezeigt werden, daB diese Be- 
dingung auch eine notwendige ist, sodaB aus der wnbedingten Konver- 
genz eines Produktes stets auch auf dessen absolute Konvergenz ge- 
schlossen werden kann. 


§ 82. Besondere Produkte, welche nicht anders als absolut 
konvergieren kénnen. 


1. Die in Nr. 1 des vorigen Paragraphen betrachteten Produkte yon 
der Form ff(1 + a), wo «, reell und > 0, konvergieren und divergieren 
gleichzeitig mit der Reihe _> a: das letztere folgt daraus, daB ja die 
Konvergenz von ce, auch eine notwendige Bedingung fiir diejenige des 
unendlichen Produktes bildet. Im tibrigen erkennt man auch ohne 
weiteres aus der Ungleichung: 


1) DaB das Produkt Lf[a+a,) in diesem Falle auch wirklich stets selbst 
konvergiert, folgt ja aus dem Satze von Nr. 2. | 
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(1) Pl Gt+a)>1tatet--t+e,, 
0 


daB [[a + o,) mit > 4, nach + co dwergiert. Hin Produkt dieser 


0 0 | 
Art konvergiert somit absolut (und dann ¢o ipso umbedingt) oder gar 
nicht. 

Sei jetzt: 


(2) Paes (tory) Ch eee Nia) 9 Chi sae ep), 


wo wiederum « >0 (mit Ausschlu8 von we, =1). Da wir uns auf die 
Betrachtung solcher Produkte beschraénken kénnen, fiir welche lim «, = 0, 


so diirfen wir ohne Beeintrachtigung der Allgemeinheit annehmen, daB 
die «, durchweg unter der Hinheit liegen (da man dies ja nétigenfalls 
durch Abtrennung einer endlichen Anzahl von Faktoren, also ohne Ande- 
rung der Konvergenz bzw. Divergenz des betreffenden Produktes er- 
zielen kann). Alsdann hat man: 


0<1—«'<1, 


also auch: 
1 
0 << 1 — a< Cea 
und somit: sheen 
(3) Date a fa) +++ (1+ ee)’ 


sodaB im Falle der Divergenz von Jf(1 + «,) baw. @, sich ergibt: 
(4) lim A’ = 0, 


a> © 
d.h. das fragliche Produkt divergiert in diesem Falle nach Null. Da 
dasselbe andererseits nach dem Satze Nr.2 des vorigen Paragraphen 
gleichzeitig mit /f/(1 + «,) absolut konvergiert, so ergibt sich, daB auch 
ein Produkt von der Form /f(1—,) entweder absolut (und dann eo 
wpso unbedingt) oder tiberhaupt nicht konvergiert. 


2. Hs erscheint ftir das Folgende wichtig, zuniichst festzustellen, da8 
die analoge Higenschaft auch den unendlichen Produkten von der Form: 


[Ta ay a2) [Ta aS a, 2) 


_ zukommt. Es werde gesetzt: 


(5) de ds yea 
0 0 ; 
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628 Abschnitt III. Kap. III. Unendliche Produkte. Nr. 2, 


Alsdann soll gezeigt werden, daB diese Produkte fiir 2 = oo gleich- 
zeitig mit der unendlichen Reihe a, stets in einer sogleich niéher 
zu charakterisierenden Weise divergieren. Man hat zuniachst: 


A ae 
(6) rh [nA A= P+), 
und man erkennt hieraus, dai lim | A, hws im | A, | entweder endlich 
nyo 


und bestemmt (und zwar offenbar > 1) oder posite unendlich sein wee 

Das erstere findet offenbar dann und nur dann statt, wenn > a” c, kon- 

vergiert (gleichgtiltig ob > we, konvergieren oder divergieren mag), das 

letatere, wenn a ae divergiert. Wir zeigen nun, daB in jyedem dieser 

beiden Falle der Hinhettsfaktor von A, bzw. A, fiir n—> oo keinen 

bestimmten Grenzwert besitzt, falls —S ce, dwergiert. : 
Setzt man allgemein: 


(7) A,=B +T,+% 
und daher: 

(8) A,=B —T4 

(wegen: A.- A —|A |? = B*+T 2), so werden die Einheitsfaktoren von 


A, bzw. A, af -gestellt durch die Ausdriicke: 


v qi C B, FE : ( A | VB2+T coe, 
°t@ DZW. = ie “td (wa: = ‘ 
4,| 14. 14) ieee! 
_ Man erkennt hieraus zunichst, daB ftir » —> oo entweder UC, und 
C’ gleichzeitig bestimmte Grenzwerte besitzen oder gleichzeitig unbestimmt 
werden. Hs gentigt daher, sich des weiteren mit evmem dieser Aus- 
drticke, etwa mit C, zu beschiftigen. 
Soll nun C) fiir »—> co einen bestimmten Grenzwert besitzen, so 
sind nach dem zuvor Gesagten folgende zwei Méglichkeiten zu unter- 


scheiden: 
Entweder hat lim | A,| = oe VB? +f? einen bestimmten, von Null 


y>o 
verschiedenen Wert, sodaB ak lindas emer der Grenzwerte ae B 


(9) C= 


ra, 


lim [, bestimmt und von Null verschieden sein miBte (NB. der Pag | 


Y>o 
kénnte dann auch = 0 sein). 


Oder: es ist lim|A)| = oo, in welchem Falle offenbar mindestens 
V>o 


emer jener Grenzwerte mit bestimmtem Vorzeichen wnendlich werden — 


miiBte. 
In yedem dieser beiden Fille miiBte aber eine ganze positive Zahl 
m existieren, sodaf ftir » > m mindestens eine der beiden Zahlen B,, 
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[, absolut genommen iiber einer gewissen positiven Zahl g liegt und 
bestandig dasselbe .Vorzeichen besitzt. Es bleibt also nur nachzuweisen, 
da® jede dieser Annahmen mit der Divergenz von Da @, unvertraglich ist, 

Hierbei gentigt es aber vollstindig, diesen Beweis fiir die eine An- 
nahme zu fiihren, daB B| — dh. der reelle Teis von A — firyv>m 
bestandig positwy und > g bleibt. Me 

Ware namlich B, fiir » > m negativ (also: — B, > 4g), so brauchte 
man statt des Produktes A nur das folgende: 


Al=— A, =(—B,)+(—I)i 
zu betrachten, welches jetzt einen fiir » > m positiven reellen Teil > g 
besitzt. Und soll eine der betreffenden Annahmen fiir F , gelten,. so 
kann man statt A, eins der folgenden Produkte einfiihren: 
AN— Fi. A, =(+0,)+(FB)-4, 


von denen dann eins wiederum einen fiir v > m positiven reellen Teil 
>g besitzt. Hat dann der Hinheitsfaktor von A’ bzw. A" fiir y—>oo 
_ keen bestimmten Grenzwert, so gilt offenbar wegen | A’ | =|A"|=| A | 
das gleiche fiir den Hinheitsfaktor von A, (bzw. A,). 

Nehmen wir also jetzt an, man habe: 
(10) Be go> 0) fur y =m. 
Aus: 

Ay, a Boy a” U red ie (B, an Py : ) (1 a O44 : 2) 
folot nun: | 
(a) B..,=B,—a@,,-Ff, 

(11) : : agua if B 
( ) ytif ‘yy te Ot ee Ne 


Setzt man in der zweiten dieser Gleichungen der Reihe nach: 
v=m,m+1,---m+o—1, 
so ergibt sich durch Addition der betreffenden Gleichungen: 


i 3 a VA e CA ; Bh Ls Ons : B tt riage a Cn-to ; Ot gd) 


und daher mit Beriicksichtigung von Ungl. (10): 
(12) Deacig tp che Ge Mic 
sofern wiederum: 

(13) Orbit tas Soltek Cait of oe 


gesetzt wird. 
41* 
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Da nun infolge der vorausgesetzten Divergenz von > a, die posi- 
tive ZLahl «, , durch Wahl von ¢ beliebig groB gemacht werden kann, 
so 1ABt sich’ insbesondere eine Zahl 9 = so fixieren, dab: 


Be +g: gay tigeea) 


also nach Ungl. (12): 
(14) DET Napa ct 


wird. Da aber aus Gl. (11b) mit Berticksichtigung von Ve (10) 


foley eae eg el ee an, 


y+1 
so zieht die DGanediing (14) sofort die folgende allgemeinere nach sich: 
(15) | Ctnea oo Lda = 0.02 ee 


Werte: mt+n,mtnt+1,---,mt+n+to—1 


bei, so ergibt die Addition der resultierenden Gleichungen: 


(16) AR A Bry ay Ca ; ais w Onta+e : earn ane 
a Cnt eel eee) 
<< Bian— ntn, @ (nach Ungl. (14), (15). 
Da aber o,, ,, fiir hinlanglich groBe Werte von @ jede noch so . 


groBe Zahl tibersteigt, so muB B 49 vou einem gewissen Werte o 
ab negativ ausfallen: die Annahme, dab B, fir » > m sein Vorzeichen 
nicht mehr wechseln sollte, erweist sich somit als 1 unzulassig. 

Hieraus folgt aber in Verbindung mit dem zuvor Gesagten, daf 
der Hinheitsfaktor von A, — und somit auch derjenige von rh 
fiir v —> oo heinen bei nanieg Grenzwert besitzen kann, falls a, ee: 
giert, und es gilt somit der Satz: 


Ein unendliches Produkt von der Form ia + 04) bew. 
Io — @,t) (wo «, >0) divergiert stets gleicheeitig mit der 


ae Des e,, und zwar m der Weise, dap der Einheitsfaktor 


0 
unbestimmt wird (gleichgiiltig, ob der absolute Betrag einen 
endlichen Grenzwert besitzt oder unendlich groB wird, was von 


der Konvergenz bzw. Divergenz der Reihe ae abhinet). 


i 0 
in solches Produkt kann daher, wenn es tiberhaupt kon- 
vergiert, nur absolut konvergieren. 


Legt man jetzt in Gl. (lla) dem Index wv der Reihe nach die 
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3. Wir betrachten schlieBlich unendliche Produkte von der Form 
| (1+ v,+0,%), wo die y, und ebenso die 0, reelle Zahlen gleichen 


Vorzeichens mit dem Grenzwerte Null fiir » —> co bedeuten (d.h. die 
y, sollen unter sich, desgleichen die 0, unter sich — aber nicht not- 
wendig die y, mit aa 0, — gleiches Vorzeichen besitzen). Hierbei 
kann man wiederum ohne Beeintrichtigung der Allgemeinheit voraus- 
setzen, dafi die | y,|, |0,| durchweg < 1 sind; auch diirfen beliebig viele 
der Zahlen y,, 0, gleich Null sein. Setzt man alsdann: 


(17) Pf a+7,4+60=P, 
0 
und zerlegt jeden Faktor dieses Produktes re uae awe 


Pa ae ee Na eae i); 


so wird der Hinheitsfaktor dieses Ausdruckes wegen 1+ y,>0 nur 
von dem ‘Teilfaktor: 


(1 ik ey i) 


abhingen (da ja der Hinheitsfaktor einer komplexen Zahl durch Multi- 


plikation mit einem positiven Faktor keine Anderung erleidet). Infolge- 
dessen wird auch der Hinheitsfaktor des Produktes: 


BSW cbs .-[[a+y. IT(+ 


ape 1 ape 


lediglich von dem zweiten Teilprodukte P'’ und daher schlieBlich derjenige 
ENS 
von lim P, = -[ Io +, +07) lediglich von oe doy! =P] (143 ) 


n>o 
abhangen. Dapana folet aber (nach dem athe von Nr. 2), daB der 
‘Hinheitsfaktor von P fiir n—+ oo unbestimmt werden miiBte, wenn 
das Produkt 
lim P" 
(19) lim P; = EEG ay i 


& 


divergierte, sodaB also die Konvergenz dieses Produktes als eine not- 
wendige Bedingung fiir diejenige des Produktes (1+ y,+ 0,2) erscheint. 
Setzt man sodann Gl. (18) in die Form: 


P 
Plo 5m 
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so erkennt man, daB mit den Produkten P, P'' auch stets das Pro- 
dukt P'' konvergieren muB, sodaB sich die Konvergenz dieses letzteren 
Produktes als eine zweite notwendige (und tibrigens, wie Gl. (18) lehrt, 
in Verbindung mit jener ersten auch hwnreichende) Bedingung ergibt. Die 


0 
Konvergenz der beiden unendlichen Produkte JJ (i+y,), // (4 + “a i) 


erfordert aber (da die y , desgleichen die 6, gleiches Vorzeichen be- 

sitzen und 1+ y >0) nach Nr.1 und 2 die Konvergenz der beiden 
O 

Reihen S|y,|, > ! oe 1 Da aber die letztere Reihe — wegen: 

lim y, = 0 — stets gleichzeitig mit der Reihe > bo, 


V>o 
dwergiert, so lassen sich diese zwei Bedingungen auch ersetzen durch 
die Konvergenz der Reihe >'( y,(|+/0,|-7¢) oder schlieBlich durch 
diejenige von >’ vy, +O ig, und man erhalt somit den Satz: 


konvergiert und 


Die notwendige (und hinreichende) Bedingung fiir die 
Konvergenz des Produktes: 


[a+r +60, 
0 


wo die reellen Zahlen y, unter sich, desgleichen die 0, unter sich 
gleiches Vorzeichen besitzen, besteht in der (absoluten) Konvergenz 
der Reihe S(y, + 0,4). 

Ein solches Produkt kann daher, wenn es uiberhaupt kon- 
vergert, nur absolut konvergieren. 


§ 83. Absolute Konvergenz eines unendlichen Produktes als not- 
wendige Bedingung fiir unbedingte Konvergenz. 


1. Um das zuletzt gewonnene Resultat auf ein unendliches Produkt 
von der Form tT (1 + a,) anwenden zu kénnen, falls die a, beliebige 
komplexe Zahlen bedeuten, bediirfen wir nur noch des folgenden Hilfs- 


satzes (dessen Analogon fiir unendliche Reihen § 58, Nr. 1, S. 406, aus- 
gesprochen wurde): 


Bei eimem unbedingt konvergenten Produkte konvergiert 
auch jedes beliebig herausgehobene Teilprodukt. 


+ 
Beweis. Es sei: 


(1) [Ta +a,)=A 


ein unbedingt konvergentes Produkt. Zerlect man die Folge der a, 
in Zwei unbegrenzte Folgen (6), (¢,) und setzt: 
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(1+) (1+6,)---+b,) =B, 
is (Pat +e- ata oo, 


so folgt aus der wnbedingten Konvergenz des obigen Produktes, daf: 


(3) lim B,C, =A (wo also: |4|>0), 
»v>o 

daB also die Doppelfolge (B,C,) gegen den Grenzwert A konvergiert. 

Infolgedessen miissen sich jeder beliebigen positiven Zahl ¢ zwei 


Zahlen m, » so zuordnen lassen, daB: 
(4) [|A—B,-O,|<e fir wom ven 
Nimmt man hier ¢ merklich kleiner als | A| und bentitzt wieder 
die Relation: 
(4 —|B.+6||S[4— 8, ¢,], 
so ergibt sich: 
—e<|A|—|B,-C,|<2 Wem, v>m), 
und aus der’ zweiten dieser Ungleichungen: 
(5) |BLC,|>|Al-s=9 2m, ven), 


wo also g eine bestimmte positive Zahl bedeutet. 

Andererseits miissen sich infolge der Beziehung (3) zu jeder be- 
liebig klein vorgelegten positiven Zahl 0 zwei Zahlen M, N so fixieren 
lassen, daB: 

Safe eee waa OME, Oy 1 risg 
ee 0 8B Ope dg ie coe OEE ed 
wobei es offenbar freisteht, in jedem Falle M>m, N>=>vm zu wahlen, 
sodaB gleichzeitig mit Ungl. (6) auch Ungl. (5) besteht. Setzt man 
nun in (6) einmal 6 =0, das andere Mal 9 =0 und dividiert die so 
entstehenden Ungleichungen durch Ungl. (5), so ergeben sich die Be- 
ziehungen: 


B 

pate a3 (u = I, o = 0,1, 2, ---) 
(7) A 
pared a |c (v > N, GO p1 Senn ay 


welche in der Tat die Konvergenz der unendlichen Produkte: [// (1 +b.,), 
Lf +¢,) nach sich ziehen.') 


1) Der obige Beweis des fraglichen Satzes beruht offenbar wesentlich auf der 
in § 81, Nr. 3, S. 626, gegebenen Definition der wnbedingten Konvergenz eines un- 
endlichen Produktes, nach welcher nicht nur die Konvergenz, sondern auch der 
Wert eines als wnbedingt konvergent zu bezeichnenden Produktes als unabhingig 
von der Anordnung der Faktoren angenommen wird. Nun lift sich aber die 
Definition der unbedingten Konvergenz fiir unendliche Produkte in analoger Weise, 
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2. Da jede komplexe Zahl a, in die Form gesetzt werden kann: 

| ee Sea 
wo a, > 0, 6B, = 0, so wird sich ein unendliches Produkt von der Form 
ake + a,) im allgemeinsten Falle in vier Teilprodukte yon folgender 


0 
Form zerlegen lassen: 


iT (+ a? + Bo), IT (1a) + Bea), 

(8) : hc 
Pl a+e—s), Pp] (a—«—6%%, 

0 0 


wo die «,, 8, wesentlich positiv oder Null sind, und wo einzelne dieser 
Produkte auch begrenzt sein oder ganzlich fehlen kénnen. (NB. Ist 
irgendein « = (0, so kann man den entsprechenden Faktor 1 + 6,7 ganz 
nach Willkiir dem ersten oder zweiten, bzw. 1 — 8,7 dem dritten oder 
vierten Produkte zuteilen — und analog, falls 6, = 0.) 


Ist nun fT (1 + a,) unbedingt konvergent, so muB nach dem eben 


0 
bewiesenen Satze jedes dieser Partialprodukte einzeln konvergieren. 
Hierzu ist aber nach dem letzten Satze des vorigen Paragraphen mot- 
wendig, daB jede der Reihen: 


dla+ ai], S]a—Ai|, So as 


(4 4). 
., + gi ‘i 


ee) 


konvergiert, und da deren Konvergenz diejenige von >| 4,| nach sich © 


zieht, so ergibt sich schlieBlich: 


wie dies fiir unendliche Reihen bemerkt wurde (s. § 58, Nr. 2, 8. 407), auch wetter 
fassen, nimlich in der Weise, da8 man ein unendliches Produkt schon dann wn- 
bedingt konvergent nennt, wenn es nur unabhangig von der Anordnung der Fak- 
toren tiberhaupt stets konvergiert (also ohne den Zusatz: gegen denselben Wert). 
Auch in diesem Falle behalt der Satz, daB jedes beliebig herausgehobene Teil- 
produkt konvergiert, seine Gtiltigkeit, nur mu8 man dann den folgenden Satz von § 41, 
Nr.5, 8.268, bzw. dessen unmittelbar einleuchtende Ubertragung auf komplexe Doppel- 
folgen zum Beweise heranziehen: Eine Doppelfolge ist konvergent, wenn jede 
reguldre (d.h. mit monoton wachsenden Indizespaaren versehene) Teilfolge konvergiert. 
Im vorliegenden Falle wiirde aus der bloBen Konvergenz simtlicher Teilfolgen 


(B,, C,) (ohne ausdrtickliche Voraussetzung des Zusammenfallens ihrer Grenzwerte) — 
die Konvergenz der Doppelfolge (B,, C,) und damit die Existenz des im Texte mit 


A bezeichneten Grenzwertes folgen, woraus dann alles Weitere wie im Texte 
sich ergibt. 
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Die notwendige (und nach § 81, Nr. 3, S. 626, auch 
hinreichende) Bedingung fiir die unbedingte Konvergenz des 
unendlichen Produktes [J (1+ a,) besteht m der absoluten 

« Konvergenz der Reihe S a,. 


Oder auch, da nach § 81, Nr. 3 die Konvergenz von S'\a,| die 
absolute Konvergenz des betreffenden Produktes zur Folge hat: 


Jedes unbedingt konvergente Produkt konvergiert auch 
absolut.*) 


Da andererseits (s.§ 81, Nr. 3) jedes absolut konvergente Produkt 
auch wnbedingt konvergiert, so ist hiermit das vollstindige Zusammen- 
fallen von absoluter und wumnbedingier Konvergenz eines unendlichen 
Produktes erwiesen. 

SchlieBlich bemerke man, da sich der in Nr. 1 dieses Paragraphen 
bewiesene Satz auch wmkehren laBt, indem ja die Konvergeng der Teil- 
produkte (8) auch eine himreichende Bedingung fiir diejenige des Ge- 
samtproduktes bildet; d. h. es gilt der Satz: 


Ein unendliches Produkt ist unbedingt konvergent, wenn 
jedes herausgehobene unendliche Produkt konvergiert. 


Es findet also in allen diesen Beziehungen eine vollkommene 
Analogie zwischen wnendlichen Reihen und unendlichen Produkten statt. 


§ 84. Umformung eines absolut konvergenten unendlichen 
Produktes in ein®zweifach unendliches Produkt. — Unendliche 
Doppelprodukte. 


1. Der Satz, daB der Wert eines absolut konvergenten Produktes 
unabhingig ist von der Anordnung der Faktoren, gestattet eine ahn- 
liche Erweiterung wie der entsprechende Satz fiir unendliche Reihen, 
d. h. der Wert des Produktes bleibt ungeindert, wenn man dasselbe 


1) Auch diese Aussage bleibt erhalten, wenn man ihr die in der vorigen 
FuBnote erwihnte weitere Definition der wnbedingten Konvergenz zugrunde legt, 
da ja nach dem dort Gesagten auch in diesem Falle die Konvergenz der Teil- 
produkte (8) gesichert ist und somit der im Text gegebene Beweis keinerlei 
Anderung erleidet. Da sodann nach dem Satze von § 81, Nr. 2, S. 624, jedes 
absolut konvergente Produkt einen von der Anordnung der Faktoren unabhangigen 
Wert, besitzt, so folgt schlieBlich, daB jedes im weiteren Sinne unbedingt kon- 
vergierende Produkt auch im engeren Sinne wnbedingt. konvergiert, mit anderen 
Worten, daB auch der Wert eines konvergenten Produktes von der Anordnung 
der Faktoren unabhingig ist, sobald nur feststeht, daB das Produkt in jeder 
Anordnung konvergiert. 
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in eine (endliche oder unbegrenzte) Anzahl (e0 ipso konyergenter) 
Partialprodukte zerlegt und sodann deren Werte wiederum zu einem 
(endlichen oder unendlichen) Produkte vereinigt. 

Betrachten wir zunachst wieder ein konvergentes Produkt von der 
Form: 


(1) A= fpf A+.4,), wo a, >0, 
0 


und denken uns die Folge der («,), um gleich den allgemeineren Fall 


zu behandeln, in eine zweifach unendliche Folge (a we ce : : : noe 


zerlegt, so kann man das obige Produkt folgendermafen in eine un- 
begrenzte Anzahl von konvergenten Partialprodukten zerlegen: 


ito iia a). 1 lee 


@ eed ae ee 
a) ea) (L aon 


Setzt man sodann: 


(v) (v) (y) (v) 
(3) (1 +a") (1+ af")---(1 + a) = af 1 0 oe “ 
(4) ; lin Aa Ge 0; 1,8 5.5 

u>o 
so folgt zunichst, daB fiir jedes noch so grofe (ua): 
(0) (1) (v) 

(5) AA aes BA 
sein mub, da ja dieses Produkt nur eine begrenzte Anzahl von Faktoren 


aus dem mit » monoton zunehmenden Produkte [| (1+) enthalt. 


0 
Andererseits kann man zu beliebig klein gegebenem ¢ > 0 eine Zahl p 
so fixieren, dab: : 


(6) A= Pf dt+e)>Aa—z, 
0 
und sodann zwei Zahlen (m, m) so annehmen, dab: 
(7) AD AD ADS A. fir: o> m, v >. 
Die Zusammenfassung der Ungleichungen (5), (6), (7) gibt also: 


(8) A=e< AD ADAP <A (wm, v>n), 
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und hieraus folgt, wenn man zuerst w, sodann v tiber alle Grenzen 
wachsen laBt: 


(9) A—s<[,f APSA 
0 


d.h. man findet schlieBlich: 


0 PLA = LT [fe +«2)- 


wobei der Ausdruck: 


TT ate + a) die Bedeutung von: IT (EI (1 ++ 7) 
G2 5650 


0 § 


hat und als zwerfach unendliches Produkt oder priziser als aterrertes 
unendliches Produkt bezeichnet wird. 

Man erkennt ohne weiteres die Richtigkeit des entsprechenden 
Resultates, falls die Anzahl der vorhandenen Partialprodukte eine 
begrenzte, etwa =m, ist, indem fiir diesen Fall an die Stelle der 
Ungleichung (9) lediglich die folgende tritt: 


(11) A—ée< fy AY A. 
rl 


Betrachtet man sodann die Gleichung (10) als die wrspriinglich gegebene, 
so kann man wmgekehrt zeigen, daB jedes durch irgendwelche Gruppierung 
aller méglichen Faktoren (1 + «\”) aus dem obigen iterierten Produkte 
hervorgehende einfach unendliche Produkt gleichfalls gegen den Wert A 
konvergiert. 

Fa8t man namlich zunachst diejenigen Faktoren zu einer Gruppe 
zusammen, welche je eine Diagonale des Schemas (2) bilden, und setzt: 


(12) (1+ a”) (L+ey’>")---(1+ @? )(1 + a) =, w=0,1,2,-----), 
so erkennt man ohne weiteres, dab: 


(13) Pacha ee- Mae AC AUN Se Re Ay 


0 1 


woraus sofort die Konvergenz des unendlichen Produktes [] T, folgt, 


0 
(da [,-,--:, mit » monoton zunimmt). Da sodann aber das zwei- 
fach unendliche Produkt (10) als eine Zerlegung des einfachen Pro- 
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duktes [; | [ aufgefaBt werden kann, so ergibt sich auf Grund des 


oben bewiesenen Resultates, daB auch: 


(14) pP[o=a 


sein muB. 
Da schlieBlich jedes andere durch Umformung des iterierten Pro- 
duktes entstandene einfache Produkt als eine bloBe Umordnung des 


einfach unendlichen Produktes [- Tr. betrachtet werden kann, so ist 
dessen Konvergenz gegen den Wert A gleichfalls evident. 


2. Sei jetzt das absolut konvergente Produkt: 


(15) [lo+ea=4 
0 


vorgelegt, wo die a, beliebige komplexe Zahlen bedeuten. Gibt man 
dann den Bezeichnungen ae A, die analoge Bedeutung wie oben 
den ar A ats A, so folgt zuniichst, daB die Produkte Ay ftir ~ —> oo ab- 
solut konvergieren miissen, soda man also setzen kann: 


(16) lim ane BO G0) Aone. ). 
> 
Sei ferner |a,|/= a, AT ae | =a! ), so laBt sich zunachst wieder einer — 


beliebig klein i Neue hannen positiven Zahl ¢ eine Zahl p so 
zuordnen, da’: 


(17) | Ai AL 

Da sodann fiir jedes 9 >0: Aa aa Ayio— A,')» 80 hat man fiir ? 
9 —> Co: 

(18) [A A AL oat 


1) Man hat namlich: 


A 
| ate 7 4,|=|4,|-| ates | 
und sodann: | : 
, [4p [SAp 
A; A 
Ante _ || MM fo 
Pa Es Te 


(s. S. 624, Ungl. (13)), also schlieBlich: 
| Ante Ap| Api go A 


ttf ene = Mee 
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Andererseits kann man zwei Zahlen m, » so grof8 annehmen, dal 


n n vy j Vv 
[:] a bzw. A A” — und um so mehr [.] 7: We bzw. A A” fiir 
0 0 1) 0 


u>m, van — alle Faktoren enthalt, welche in A, baw. A, vor- 
kommen. Alsdann wird: 

ee 4 Oe Oo Goi, O) 
(19) | An A, A, Aish, ay Get ay 


und, wenn man erst w, sodann » tiber alle Grenzen wachsen lat: 
[| OA <A— 
(20) i A) = A—A, <é. 


Aus Ungl. (18) und (20) folgt: 


ao 


(21) [[#-4\< 26, 


0 


d.h. man findet schlieBlich: 


ek ern-+ 
0 


0 0 


Analog ergibt sich: 


(28) PP] 42°= PY pf +e) aie 
0 Onayse 
falls im ganzen nur  Partialprodukte vorhanden sind. — 

Ist umgekehrt ein absolut konvergentes eweifach unendliches Pro- 
dukt vorgelegt, welches der Gleichung (22) gentigt, so folgt zuniichst mit 
Beniitzung des in Nr. 1 gewonnenen Resultates, daB das durch An- 
ordnung nach Diagonalen entstehende einfache Produkt absolut kon- 
vergiert. Sein Wert kann dann aber wiederum kein anderer sein als 
derjenige des iterierten Produktes (23). Und daraus folgt schlieBlich, 
da8 jedes durch Umformung des iterierten Produktes (23) entstandene 
einfache Produkt gegen den Wert A konvergiert. 


3. Als Beispiel fiir die Zerlegung eines einfach unendlichen Pro- 
duktes in ‘ein zweifach unendliches und dessen Umformung durch Aus- 
wertung der einzelnen Partialprodukte wollen wir eine merkwiirdige 
_Identitat ableiten, die schon Euler angegeben hat und die nach Jacobis 
Vorgange in der Theorie der elliptischen Funktionen Anwendung 
findet. 


| Reset 2 
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Es bedeute g eine beliebige komplexe Zahl von der Beschaffen- 
heit, daB |qg|<1. Da alsdann die Reihe Di absolut konvergiert, 
so gilt das gleiche von dem unendlichen Produkte E 7 (4 +0), sodaB 

: | 


man setzen kann: 
(24) Gi (1+¢/)=@ 


Nun aft sich offenbar jede positive ganze Zahl 4 stets, und zwar nur 
auf eine einzige Weise in die Form setzen: 


1= 2". (2 + 1), 


wo sowohl w, als » irgendeine bestimmte Zahl aus der Reihe — 
4, 2,4 bedeutet; und umgekehrt stellt ein Ausdruck von der 
Form: 2"-(2v+1), falls uw, v die angegebene Bedeutung haben, eine 
ganze Zahl dar. Infolgedessen lat sich Q folgendermafen als zwei- 
fach unendliches Produkt schreiben: | 


Bedeutet jetzt a eine as ee Zahl, deren absoluter Betrag 
kleiner als 1 ist, so hat man: , 


1 
a Nee 
ff 1 - a = dito Me 
Qu 
m—>o Wee 
a ee er A als 
ESR ira hia RNB gee 
Meg Wate 
a biel nigigs 
m—>o 1—a 
; 1 a ; A ’ 
(26) =7—;, (da lima" = 0 wegen: lim |a”|=lim|a|" = 0); 
> © n> w n> o 


y+i1 


2 
und daher, wenn man a=q setzt: 


o 


(7) ff (4 at) RAE a cata 
. | 


Durch Hinfiihrung dieses Wertes in das Doppelprodukt (25) ergibt 
sich also die Kulersche Relation: 


28) pp a+ q)= i= aaa ee 
{ug tt 
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die man tibrigens etwas ktirzer auch folgendermafen ableiten kann. 
Zerlegt man die Reihe der Zahlen v in die Reihe der ungeraden und 
der geraden Zahlen, so folgt, dab: 


TT (1 —q’)= TT (1—q'’**)- Ake —q’) 
(29) Flere ed Hy Mears Hike) 


und hieraus durch Division mit dem links stehenden Produkte: 


(30) Pl a-2*)- Fp ate)=1, 


eine Beziehung, deren Inhalt mit demjenigen der Gleichung (28) 
tibereinstimmt. 


4. Hs liegt auf der Hand, da8 man ein zweifach unendliches 
Schema von der Form (2) statt, wie es der Gang unserer Unier- 
suchung zuniichst mit sich brachte, als deriertes unendliches Produkt, 
auch als unendliches Doppelprodukt auffassen kann, und zwar in dem- 
selben Sinne, wie wir im analogen Falle von wnendlichen Doppelreihen 
gesprochen haben. Danach wird also das unendliche Doppelprodukt 


(1 +a) (1 +0)..- (140%) .--. 
(31) (bos) tan) (a ape 
(1+ a,”)(1 +4,”)--- 


als konvergent bezeichnet, wenn ae dy bh. ‘das. mit der, (> bjt 
Kolonne und (v + 1)*™ Zeile abschlieBende Teilprodukt, fiir  —> oo, 
v—>oo einen bestimmten, und zwar, da es sich ja wieder um ein unend- 
liches Produkt handelt, auch von Null verschiedenen Doppel-Limes 
besitzt. 

Ist etwa: 
(32) lim A= A (wo: |A|> 0), 

Ly V>o 

so hei®t wiederum A der Wert jenes konvergenten Doppelproduktes, in 
Zeichen: 


(o2) 


(33) Ef ar)=4 


0 
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Wir bedienen uns auch der abgekiirzten Bezeichnung Jf (1 + ay’), 


wenn aus dem Z4usammenhange deutlich ist, welches Doppelprodukt 
damit gemeint ist, oder wenn es (wie bei der Frage nach Konvergenz 
oder Divergenz) auf eine endliche Anzahl von Anfangsgliedern nicht 
ankommt. | | 

Die notwendige und hinreichende Bedingung fiir die Konvergenz 
des Doppelproduktes lé8t sich dann nach § 73, Nz, 5, Ung (37) 
S. 567, in die Form setzen: 


eee @ © 


(34) aa 


Piet o=0,1, 
rh ch a ie 


mit einem Zusatz yon der Form: 


g (n+ 0) sled (\Qie- 0, 1 ay site ha elis 
(34a) | an go 0 tir: lo= 0172, sere ae 
Setzt man in der letzten Ungleichung 9 = 6 = 0 und auGerdem on é’, 
so folgt durch Division von Ungl. (34) durch (84a), dab: 
| AUr9 | 
m | no ' .. {o= 0,1, 2, wie terse te 
(3) | (7) <@ fir: lo =O) 18 oe 


Hine ganz analoge Betrachtung, wie die in § «8, Nr 2, 3, Bub 
angestellte, zeigt aber, daB auch umgekehrt aus einer Bedingung von 
der Form (35) (in dem Sinne, daB zu jedem s!>0 ein m existiert 
derart, daB dann Ungl. (35) in dem angegebenen Umfange besteht) 
sich zwei solche von der Form (84), (34a) herleiten lassen, Somit 
kann auch die Bedingung (85) (in dem eben bezeichneten Sinne) als 
noiwendig und hinreichend fiir die Konvergenz des fraglichen Doppel- 
produktes gelten. 
Bedeutet jetzt fo.) eine Doppelfolge positiver reeller Zahlen1) und 


bezeichnet man mit Aw dasjenige aus Faktoren der Form (1 zi he 
gebildete Produkt, welches genau dem zuvor mit A bezeichneten 
analog ist, d. h. mit der (wu +1)" Kolonne und (vy +1)" Zeile ab- 
schlieBt, so wird das entsprechende unendliche Doppelprodukt kon- 
vergieren, wenn: 


A (n-+-0) 


(36) 


1) Wegen der Bezeichnung s. § 41, Nr. 1, S.259: 


reo eee ae 
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Ist nun far = on so hat man offenbar (vgl. § 81, Ungl. (13), 
S. 624): 


(n+- 9) Aero : ANE 

(37) Ante |< ete 4(_ Ante 4 
ug. \P) = A” ie | A) |? 
7 n | 2 


und es oie sich somit: 


Gleichzeitig mit dem Doppelprodukte f f (1 + la (v i) Loahes 
giert auch das Doppelprodukt IT (1 hfe a), 


Mt, ¥ 
Das letztere heiBt dann wiederum absolut konvergent. 
Ist etwa: 


(38) Ef a+ e)=a 


so bleibt der Wert jedes aus diesem unendlichen Doppelprodukte her- 
ausgehobenen endlichen Produktes unterhalb A, und da jedes solche 
Produkt, wegen 1 + Re > 1, mit wachsender Faktorenzahl monoton zu- 
nimmt, so geht es bei unbegrenzt wachsender Faktorenzahl in ein kon- 
vergentes unendliches Produkt iiber. Daraus folgt insbesondere, daf 
jede Zeile und jede Kolonne ein konvergentes Produkt liefert. Das gleiche 
gilt dann offenbar auch fiir das absolut konvergente Doppelprodukt 
Lf (1 oh ay”) mit dem Zusatze, da dabei jedes Zeilen- und Kolonnen- 


produkt absolut konvergiert. Auf Grund des allgemeinen Grenzwert:- 
satzes am Schlusse von § 73, Gl. (33), 8.568, ergibt sich sodann: 


oF 


a lim hm A IY 
39 18 AM VFR sL>ow 
( ) Muyo i = lim lim ets » 
Len ¥>n 


d. h. ae absolut konvergente Doppelprodukt \aBt sich auch durch das 
iterierte Zeilen- baw. Kolonnenprodukt ersetzen.') 

Aus der oben gemachten Bemerkung tiber das Verhalten der Teil- 
produkte des unendlichen Produktes HT (1 +: at”) folot weiter, daf 


auch das unendliche Produkt der Diagonalen, also: 


(40) Ie. wo: B= (1+-a))}(1 +0)" ").--(1 + a) 


Oe ae eT 


1) Diese Aussage gilt, wie*die lediglich auf dem zitierten Grenzwertsatz be- 
ruhenden Gleichungen (89) zeigen, fiir jedes konvergente Doppelprodukt, bei welchem 
die Zeilen bzw. Kolonnen konvergente Produkte liefern, 
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konvergiert. Bezeichnet man sodann mit n eine beliebige natiirliche, 
mit m die gréBte in . enthaltene ganze Zahl, so hat man offenbar: 


(41) A < fe pA, 
: : 
und daher, wegen lim A®” = A, auch: 
my © 


(42) j | pf 6,=A- 


Setzt man noch: 
(43) (1+ a{”) (L+af)---(1+4%) =, 


und beachtet, daB (nach dem bekannten Satze tiber den absoluten Be- 
trag einer Summe)?): 


44) iT b,— A”) < fof 6, - Am 
LD 4n SPT, — Ae 


so folgt mit Beriicksichtigung von Gl. (42): 
lim ( yf b, 24 4) = 0; 
‘ It—> 9 0 


0 : ‘ / 
sodaB also auch das Produkt der Diagonalen des Doppelproduktes 
ake + a) gegen denselben Wert (absolut) konvergiert wie dieses 


lod Big 
selbst, und zwar, wie die Herleitung (aus der Konvergenz von 
[| 6,) erkennen lé8t, auch dann noch, wenn man statt der Diago- 


nelen b, deren einzelne Faktoren als Faktoren des unendlichen Pro- 
duktes auffaBt. 

Aus dem Umstande, daB dieses einfach unendliche, absolut kon- 
vergente Produkt nach dem Satze von § 81, Nr. 2, 8. 624, unbedingt 
konvergiert, laBt sich erschlieBen, daB das betrachtete Doppelproduki als 
solches gleichfalls wnbedingt konvergiert. Zunichst erkennt man, daB das 
aus den Faktoren (1+ «”) gebildete Doppelprodukt bei beliebiger Umord- 
nung (als mit der Faktorenzahl monoton zunehmend und dabei unterhalb A 
bleibend) konvergiert (vgl. §,40, Nr.3, 8.257); das gleiche gilt also fiir das 


1) Vgl. das Zitat zu Ungl. (37), 


Mas 
a et ete - 
ae Re Te ae 
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absolut konvergierende Doppelprodukt ff (1 + a”), Denkt man sich nun 


das letztere in irgendeiner Weise umgeordnet, so wird als zugehdriges, 
diesem umgeordneten Doppelprodukte gleichwertiges Diagonalenprodukt 


lediglich eine Umordnung des zuvor mit [| 6, bezeichneten zum Vor- 


schein kommen und daher mit diesem, alee schlieBlich mit dem ur- 
spriinglichen Doppelprodukte gleichwertig sein: somit erweist sich das 
letztere in der Tat als unbedingt konvergent. 

Bemerkt man noch, dab die notwendige und hinreichende Bedingung 
fiir die ak ata des Produktes 


EL 6.= EL (0+ 68) 0+) 0400) 
in der Konvergenz der Reihe > (cc oO Ger mata oe a”) besteht und 


diese mit der Konvergenz a Doppelreihe Sh. r zusammenfallt, dab 


ferner die Konvergenz des Diagonalprodulstes Hi B, nicht nur aus der- 
jenigen des Doppelproduktes folgt, sondern auch umgekehrt diese letztere 
nach sich zieht'), so ergibt sich, daB die Konvergenz der Doppelreihe 
~ a die notwendige und i ccheine Bedingung fiir diejenige des 


Dovpelprodulites AT (1 (1 +a” AM) also schlieBlich fiir die absolute Konver- 


gene von ff (1 if a) bildet. 
My v 
Durch pete crisis der vorstehenden Hinzelergebnisse findet 


man also: 
Die notwendige und hinreichende Bedingung fiir die ab- 


solute Konvergenz des unendlichen Doppelproduktes H (1+a;”) 
besteht in der absoluten Konvergenz der Dopnarene ay a”. 


My v 


Das absolut konvergente Doppelprodukt konvergiert unbedin gt 
und kann auch als iteriertes oder einfach unendliches Produkt ge- 
schrieben werden. Insbesondere hat man: 


_ aI A (1 + at”) (iteriertes Zeilenprodukt) 


(1 + ay”) =f a 7 ay ') (iteriertes Kolonnenprodukt) 


he 
0 
v v—l1) ln l ne 

= FL 0+ a) (af) (04 my Pager 


1) Man erkennt dies unmittelbar aue dem ersten Teile der Ungleichung (41). 
42* 


646 Abschnitt IT. Kap. II. Unendliche Produkte. Neo: 


§ 85. Umformung eines unendlichen Produktes in eine unend- 


liche Reihe. —- Satz yon Euler: LT (1 Tipe) cae sack oe 


1 
: } “aie 
Divergenz der Reihe: > me 
1 4 


1. Setzt man, wie bisher: 


(1) A, = (1 + &) (1 te Jie eo + @,) (vy =0,1,2, Resto ) 
so hat man: © 
(2) A,=A,_,Aite,) (fir v> 1), 
also: 
(3) AOR Mooi LE fe 2h 
Nun ist allgemein: 
(4) A, =A, + > (A, —A,_y) 

1 
und daher mit Berticksichtigung von (1) und (3): 
(5) A= 140+ SA, +@,. 

1 


Ist nun we, >0 und >» «a, also auch [| (1+ «,)=lim A, konvergent, 
n> 


0 
so geht Gl. (5), wenn man » ins Unendliche wachsen léBt, in die 
folgende iiber: 


(6) [PP G@t+e)=14+44+ SA_,-o, 
0 0 


woraus dann schon von selbst folet, daB die rechts ‘stehende Reihe 
konvergieren, und zwar, da sie aus lauter positiven Gliedern besteht, 
unbedingt konvergieren mu (wie man tibrigens auch direkt erkennt, da 
die A, fiir jedes » unter einer endlichen Grenze bleiben und eA c, 
konvergieren sollte), Da aber: 


Aya Leg OL re) =) ce ee 


nach Ausfiihrung der angedeuteten Multiplikation wiederum aus lauter 
positiven ‘Termen, nimlich solchen von der Form Oy 0,0, 0,0, 0, 0°°** 
zusammengesetzt ist, so bleibt die obige Reihe auch noch wnbedingt 
konvergent, wenn man jedes Glied in diese einzelnen Bestandteile zer- 
legit und sodann die letzteren ganz beliebig anordnet. Setzt man etwa 
zur A bkiirzung: 
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otepan 
3 : 
(7) 1S} dead as (wo: x< 2) 
BIB ee “te (wo: x< <u) 
so hat man insbesondere: pe eis 
8) FJa+a=14 Dat Daat Daaat Ae | 


2. Tritt jetzt an die Stelle des eben betrachteten Produktes ein 
absolut konvergentes Produkt von der Form J, | (1 +4,), wo die a, beliebige 


0 
komplexe Zahlen bedeuten, so findet man, wenn: 


(9) A,= (1+ a) A+ a,) +++ +a,) 

gesetzt wird, in analoger Weise: 

(10) Pf ate) =14+4,+ Doge a 
0 1 


wobel die ceonts stehende Reihe zunichst in dem Sinne absolut kon- 
vergiert, daf > | A, _ 4 4 konvergiert.') Hetnt man aber wieder: 
|a,, =o, und berticksichtigt, da8 dann auch Eo + «,) konvergent 


ist und die Entwicklungen des vorigen Artikels gelten, so erkennt 
man, daB jene Reihe auch noch absolut und somit wnbedingt konvergent 
bleibt, wenn man jedes Glied: 


(11) A = (iar aa) (Para (ies a) a 


pes v 
durch Ausfiihrung der Multiplikation in seine Bestandteile von der 
Form @,, 4,@,,4,4,@,, +++ zerlegt und diese als Glieder der Reihe auffaBt. 
Man nin daher. (mit Hinftthrung der analogen Abktirzungen wie 


in Art. 1) die Entwicklung (10) auch in die folgende Horm setzen: 
(12) [J a+ a,) = 1 +> a,+ >) a,a,+ >) 4 a,4,0,,1 Water ang 4 
ee ta ae % xh rhu 


1) Weil namlich > |a,| konvergiert und die | A, __,| unter einer endlichen 
Grenze bleiben. 
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Hieraus folgt z.B., daB man ein unendliches Produkt von der Form 
[fa a. 2); welches ja fiir jeden beliebigen komplexen Wert x ab- 


iy konvergiert, wenn die Reihe Sa,-x, d.h. schlieBlich die Reihe 
_> 4, absolut konvergiert, stets in eine fiir jedes bestimmte x absolut 
konvergierende, nach steigenden ganzen Potenzen von x 7 geordnete 
Reihe umformen kann, namlich: 


(13) [[a+a9=1+(S e)-#+( Sa 0, ea 


3. Als Beispiel fiir die Umformung eines unendlichen Produktes 
in eine unendliche Reihe wollen wir eine gleichfalls schon von Euler 
herrtihrende, an sich merkwiirdige und fiir die Zahlentheorie besonders 
wichtige Formel ableiten, welche u. a. auch den frtiher (§ 51 yet: 
_ 8.352 am Ende) qupelanttnten Divergenzbeweis fiir die Reihe der 
reziproken Primzahlen liefern wird. 

Bezeichnet man mit p (v=1, 2, 3,----- ) die ‘unbegrenzte Reihe 
der Primzahlen, so ist das Produkt: 


y | REDE te . 
I] ( oie) | (wo also: Dy 2, py By wae ) 


fiir 9 > 0 sicher konvergent, sgh die a pa reals eine aus der als 
konvergent erkannten Reihe: ye ite her ansgehiobene Reihe gleichfalls 


1 
konvergiert. Da also das obige Produkt einen endlichen von Null ver- 
schiedenen Wert hat, so gilt das gleiche von dem folgenden, seinen 
reziproken Wert darstellenden Produkte: 


Nun ist allgemein fiir 0 cc 1 


1 yy 
1 


und daher: 


= = = + 
(14) ; Haan it (ye) 


p 


v 
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Formt man jetzt die rechte Seite in eine unendliche Reihe um, wobei 
es offenbar gestattet ist, die (an Stelle der oben mit @,, @, a, 
0, 220° bezeichneten Terme) zunichst erscheinenden unendlichen 
Reihen bzw. Produkte solcher Reihen wiederum in ihre einfachsten 
Bestandteile zu zerlegen und diese beliebig anzuordnen (da ja diese 
Bestandteile durchweg positiv sind), so ergibt sich offenbar: 


1 
aah 


wenn man beachtet, daB jede ganze Zah! m sich stets, und zwar nur auf 
eine einzige Weise in die Form setzen laBt: m= jth dyed she 
wo die p,, p,---p, Primzahlen, die m,, m,,--+-™, positive ganze 
Zahlen bedeuten, und daB bei der Umformung des obigen Produktes 
in eine unendliche Reihe jede Zahl der Folge 1, 2,3,----: einmal und 
nur einmal zum Vorschein kommt, 

Die Formel (15) gilt fiir jedes 9p >0. Fir 9 =0 divergiert die 
rechte Seite nach + co: indessen darf man hieraus noch nicht ohne 
weiteres den Schlu8 zichen, da® das gleiche auch fiir die linke Seite 
der Fall sein mu8, da die Formel (15) unter der ausdriicklichen Vor- 
aussetzung 0 >0 abgeleitet wurde. Man kann indessen die Richtig- 
keit des fraglichen Resultates in der Weise erkennen, daf man 9 == 
setzt und bemerkt, daB beide Seiten der Gleichung (15) mit wachsenden 
ganzzahligen Werten von m monoton zunehmen und die rechte Seite 
mit »—» oo ins Unendliche wachst; oder auf Grund direkter Rechnung 
noch anschaulicher, wenn man zunachst von der Gleichung ausgeht: 


fig). TT 2 EL (1+ Sy) 
P 


v 


Da nun alle unterhalb p, liegenden ganzen Zahlen 4 nur solche Prim- 
faktoren bzw. Potenzen solcher Primfaktoren enthalten kénnen, welche 
kleiner als p, sind, so kommen bei der Ausfiihrung des auf der rechten 
Seite von Gl. (16) stehenden Produktes offenbar die sdmilichen der Be- 
dingung 1<p, geniigenden Briiche e, auBerdem aber noch unendlich 
viele andere zum Vorschein, und man findet daher: 


a; 


Pr 
(17) fT - “> Siz 
oe rare | i 


Z 


Nena 
7, 
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woraus dann, wegen lim p, = + oo, weiter folgt: 


rR >@D 
ot 1 if 
(18 y = -- x2 
18) lie bespubin 
£,, 
i) . 1 
Mit diesem Produkt divergiert dann aber auch das folgende: f»f (1 —— 
FIG») 


(némlich nach Null) und somit schlieBlich auch die unendliche Reihe 


Dag 
ya 
a 2, 


§ 86. Bedingt konvergente Produkte. 
1. Das unendliche Produkt 


m P= PT) 


ist, wegen der fiir jedes endliche, reelle oder komplexe x bestehenden 
absoluten Konvergenz der Reihe > a fiir jedes solche x absolut und 


i 
demgem&8 unbedingt konvergent.') Setzt man dasselbe jedoch in die Form: 


9) P— Eh4+ 2\4— “oie Pie 2 
@® PJ] (0+ )0—2)=1m FE 0+ 9) 2) 
und beachtet, daB die Produkte gi (1 aL. oy [| (1 _- 2) wegen der 
1 | 1 
Divergenz der Reihe >+— einzeln genommen divergieren, so folgt, daB 
1 
jener Grenzwert P nur durch die paarweise Zuordnung der Faktoren 
von der Form (1 hi =) und (1 ma =) zustande kommt, mit anderen 


Worten, daB die Konvergenz des Produktes 


0+ DO N0+HO-g) 


wesentlich von der Anordnung der Faktoren abhingt, daB dasselbe also 
' nur bedingt konvergiert. 


1) Fir =», wo v=+1, +2, +3, ..... wird jedesmal ein Faktor des 
Produktes gleich Null. Solche unendliche Produkte, die offenbar stets den Wert 
Null haben, wurden bisher, als fiir den sonst hier vorliegenden Zusammenhang 
unwesentlich, von der Betrachtung ausgeschlossen. Dagegen besitzen sie fiir die 
Hunktionenlehre eine gewisse Bedeutung: man bezeichnet dann ein derartiges 
Produkt als konvergent oder divergent, je nachdem es nach AusschluB des Null- 
faktors konvergiert oder divergiert. 3 
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Wir wollen nun den Charakter solcher bedingt konvergenter Produkte 
etwas genauer untersuchen, beschranken uns dabei aber an dieser Stelle 
auf die Betrachtung von Produkten mit lauter reellen Faktoren, da die 
vollstiindige Erledigung des betreffenden Problems fiir den Fall kom- 
plecer Faktoren gewisse Hilfsmittel aus der Funktionenlehre erfordert 
und daher besser auf eine spitere Gelegenheit*) verschoben wird. 

Es seien nun (c,), (8) zwei unbegrenzte Folgen reeller positiver 
Zahlen von der Beschaffenheit, daB lim a =lim 6 =O ist und die 


Reihen > ae ae B, divergieren. Bladenst eceat nich nach einem friiher 
bewiesenen Satze (s. $57, Nr. 2, 8.403) aus den Zahlen « , —f, un- 
endlich viele bedingt konvergierende Reihen mit beliebig vorgeschrie- 
bener Summe S bilden. Mit anderen Worten (§ 60, Gl. (46), S. 435): 
Man kann zwei Folgen von niemals abnehmenden, mit 4 tiber alle 
Grenzen wachsenden, positiven ganzen Zahlen m,, m, einander so zu- 
_ordnen, daB: 


my ye 
(3) Tim (> ce, — 2 ) =e 


wird. 

Fiigen wir jetzt noch die Annahme hinzu, daB die Zahlen f£, durch- 
weg unter der Einheit liegen sollen, sodaB also fiir jedes v: 1— 6, >0 
(was wiederum wegen lim 6, = 0 keine wesentliche EKinschrankung be- 


vy sro 
deutet), so folgt, daB von den beiden stets positwen Produkten: 


Ho + @,); TT (1—8,) 


das erstere mit wachsendem m jede positive Zahl tibersteigt, das zweite 
unter jede positive Zahl herabsinkt. Bedeutet daher P eine beliebig 
vorgeschriebene positive Zahl, so wird man in ganz analoger Weise, 
wie bei der Bildung einer bedingt konvergierenden Reihe mit vor- 
geschriebener Summe, durch passende Hinschaltung von Faktoren der 
Form (1— 8) in das Produkt der Faktoren (1 + @,) ein unbegrenzt 
fortsetzbares Produkt bilden k6énnen, das sich bei hinlinglicher Fort- 
setzung dieses Verfahrens von P um weniger als eine beliebig klein 
vorzuschreibende Zahl unterscheidet. Man kann danach sagen, da das 
durch den angedeuteten unbegrenzt fortsetzbaren ProzeB definierte, aus 
den Faktoren (1+ ,), (1—,) zusammengesetzte umendliche Produkt ~ 
m deser Anordnung, also ,,bedingt“ gegen den Wert P konvergiert. 
Anders ausgesprochen: Es lassen sich wiederum zwei Reihen niemals 


1) Im zweiten Bande dieser Vorlesungen. 
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abnehmender, mit 4 iiber alle Grenzen wachsender, positiver ganzer 
Zahlen m,, », einander so zuordnen, daB: 


my ny 
( Jim (FI a+«)- PJ a- p)) ai 
wird. : 

Hs entsteht nun die Frage: Entspricht hier einer solchen An- 
ordnung der Zahlen «,, 6, fiir welche die Reihe (3) konvergiert, auch 
stets eine konvergente Anordnung fiir das unendliche Produkt (4)? Oder 
etwas allgemeiner ausgesprochen: Was laBt sich iiber das Verhalten 


des Produktes [Ja + y,) bei der durch die Folge der Indizes yor- 


0 
geschriebenen Anordnung aussagen, wenn die Reihe DY, in der ent-— 
sprechenden Anordnung bedingt konvergiert? 0 
Die Beantwortung dieser Frage gibt der folgende Satz: 


toe] 


Konvergiert die Rethe >, in der durch die Indizes vor- 
0 oO 

geschriebenen Anordnung, so ist das Produkt [fa + y,) im der 
0 

entsprechenden Anordnung konvergent oder es divergiert nach 


Null, je nachdem die Reihe >> y2konvergiert oder divergiert.’) 
0 


2. Zum Beweise des vorstehenden Satzes sind einige Hilfsformeln 
erforderlich, welche zunichst entwickelt werden: sollen. 


Aus der Definitionsgleichung (s. § 33, Gl. (18), S. 202): 
e mim, @ + <) 
folgt durch Anwendung des binomischen Satzes: 


olim(ha: 5+ ora G) tango te 


v>oO is 


fos bring) hin 


L+e+—-- a+ ie i 


olor 


rt Os oo 


== lim 
>a 


1) Der Satz gilt nattirlich unabhiingig davon, ob "S'y, bedingt oder unbedingt 
konvergiert, da im letzteren Falle SY nur konvergieren kann, andererseits das 
Produkt T[a+y schon auf Grund unserer friiheren Ergebnisse (unbedingt) 
konvergiert. Etwas Neues bietet daher der Satz nur, wenn ke nur bedingt 
konvergiert, 
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und daher: 


< lim (ite+s of +. ta’ 


Vv>@ 
e* 1 1 2 
Bh eee Wiis os red aah 8 
?>on no 


also fir 0 << a< 1: 


<i+ta+ 5 (beta wees J=ltat,: ats =; (1-F« 


1l—a 1~—ea 
Sttatid=(ite)(1+t-;%) 


(5) 


und um so mehr: 


(6) kage j Steak ( wegen: 0< <(1 — =) (1 +- r)< 1) 
: 4 
> (1+ a) (1+ fat): 


Hieraus folgt weiter: 


a ag 


(7) 1—a<“,—| 
14ia! 
fOr ie ay 
(8) lie<x : 
Se aired 


und durch Zusammenfassung dieser beiden Ungleichungen, wenn y = + « 
gesetzt wird: 
(9) oe hes e aa tine Oo fol <a: 

t+ : e 


Bedeutet nun (y,) eine Folge reeller Zahlen mit beliebigem Vor- 
geichen und von der Beschaffenheit, daB |y,|< 1 itr »v >, sodann o 
einen beliebigen positiven echten Bruch, so folgt aus den Ungleichungen 

(7) und (9), dab: 


v 


ante —5+Yn, 9 
(10) fe) Plata. ee a 
‘i (G+, °) P] G+e%) 
n+l 
ey Aver abet hs bate 
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und hieraus, wegen: 


a+e 
PT (+ oe raves seat +o leu teaat a + Pou, 
a-+-1 
um so mehr: 
(11) Wis, < 
mi (—6)(142 75,0] 


VER Hak = ln4a ena Ya+e- 


Wird jetzt angenommen, dab: 


n+ 0 


Page 


| w+ 


(12) Yn o = <6, also —- yaa 


0 == 


so hat man nach Ungl. (11) wiederum um go mehr: 
n+ o : n+o | 
(13) Lf a he ye 1 oT) (sat: Ds < 6 |. 
n+. 


nti (1—6) (+27, 
Diese Formel wird dazu dienen, um den in dem oben ausgesprochenen 
Satze enthaltenen Divergenzfall zu erledigen, Zu dem entsprechenden 
Konvergenzbeweise geniigt die aus (13) hervorgehende einfachere Be- 


ziehung: 
as ) 
> le us ‘) 


n+oO 
(14) (1 ge) oe ear (nit: 
LT] =, 2 


m+ 


welche offenbar auch die folgende nach sich zieht: 


n+ 0 n+e | aro |} 
2 (ain anc: 2H \= >, x .) 
A a+1 a1 


Mit Beniitzung dieser letzten Ungleichung wird sodann: 


Ei ct FG <2) (dal Se 
bhi, FT| eee ee alls: Te, 


er <1) 
|a+1 


und daher: 


re SY 7 
A eee ! Bata y uf 
(16) fja i) eae (sa Za ais 


rn 
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3. Sei nun zunachst mit der Reihe: >'y, auch die Reihe: ar 
konvergent (die letztere natiirlich eo ipso absolut, da sie nur positive 
Glieder .enthialt), alsdann konvergiert, da 0< |» |<d<1 firy>n, 


auch die Reihe: > iG 


1+y7, 


und infolge der Beziehung: 


Gy i Soe Vy 
aS eters 
die Reihe: oe Infolgedessen kann man einer beliebig klein au- 


zunehmenden positiven Zahl ¢ eine positive Zahl » so zuordnen, dab 
gleichzeitig: 


si on | 
(17) Pag iés ae st (o = 1, 2, 3, theme « ) 
tar n+l Da 
und daher nach Ungl. (14) und (16): 
n-+-o 
ey ie he ee 
n+l 


oder, wenn man allgemein: (1 + 79) (1+7,):°-(++y,) = r setzt: 


(18) iS Ae ha (o's £,.278,.42- 2+); 


Re ——e 


woraus in der Tat die Konvergenz des unendlichen Produktes [Ta +y¥,) 
hervorgeht. 


Ist dagegen <>? divergent und wird sodann Roath nm 8O 


fixiert, da® fiir jedes 90 = 1, 2,3,----- die Beziehung besteht: 
n-+o 

(19) P| <8 
m+t 


so 148+ sich zundichst eine untere Schranke fiir g so bestimmen, 
daB die bisher (s. Gl. (11)) mit we bezeichnete Summe: > y? eine 


n-+1 
behebig grof anzunehmende positive Zahl tibersteigt. Und da anderér- 
seits nach Ungl. (13): 

n-+¢ 


1+ a 
20) Fl a ea fda: aa 


so erkennt man, da das unendliche Produkt TH (1+ y,) nach Null 


. e e . 0 
divergieren muB. Damit ist aber der am Schlusse von Nr. 1 aus- 
gesprochene Satz vdllistindig bewiesen. 
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Hiernach ergibt sich z. B., daB von den beiden unendlichen Produkten: 


@o 


jake +5)Q-H (+p -d) 


ET ae J=(+VE0-VI(a+Ve —i)-. 
2 
das erste Galt das zweite nach Null divergiert. 
Ubrigens findet man: 


(HYG) OAs fd Me gt a 


also auch: 


[v2] 2) 


LT +32) (1 sare rie 


§ 87. Anwendung der Lehre von den unerdlichen Produkten zur 
Verschirfung des allgemeinen Konvergenzkriteriums zweiter Art, 
sowie zur Feststellung der Divergenz und bedingten Konvergenz 
gewisser Reihen. 
1. Der in § 47, Nr. 2, 8. 320, bewiesene Hilfssatz, welcher die 
Grundlage fiir die iwhetluny der Kriterien zweiter ‘Ae bildete, daB 
némlich ftir » > n: 


Pp q, 
Dg. weno) eee (v >n), 


Py ht q, 
laBt sich auf Grund der Konvergenzeigenschaften unendlicher Produkte 
in der Weise vervollstandigen, daB selbst unter der Voraussetzung: 


ig ee Gy ag 
Py 
sofern nur diese idan einer passenden Einschrinkung unter- 
worfen wird. Hs gilt némlich der folgende Satz: 


der SchluB erhalten bleibi: p, = ky, 


Sind (p,), (g,) Zwei unbegrenete Lolgen positiver Zahien 
(eventuell auch mi dem Grenewerte 0 fiir v —> co) und ist fiir 
ven: 


1 


f Sees Ly +: 
(1) tt (1-9 a wo: EMR I 


ra) 5 


so besteht die notwendige und hinreichende Bedingung fiir 
die Haistenz einer Beziehung von der Form: 


(2) Pp, =k, (v>n, k>0) 


in der Konvergenz der Reihe ao. 


Be 
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Beweis. Setzt man in (1) der Reihe nach: v=, (n +1), - 
(n + 9 —1) und multipliziert die so entstehenden Gleichungen mitein- 


ander, so folgt: a 


Pate _ E [ (1— 8, len 
Pn m+ 
und daher: 
n-+-0 p rr 
-:PIa- ve Inge PLO 8) hese 
Tn n-+1 cb a-+i 


Man hat nun (nach § 82, Nr. 1, 5. 621): 


1—#)=0, > 0, wenn > ?, konvergiert 


n+1 
[-] (1—#) ="), wenn > a, dwergiert, 
a+ 
also im ersten Falle fir 9 =0,1,2,----- 
I ae B FS 
j Ra ye Inte? We ge oe (i ie 
a+1 
wihrend im zweiten: 
ee 0 
orn In +o 


wird. — 
Zusatz. Es bedarf wohl kaum der Bemerkung, daB im Falle der 
Voraussetzung: 


(1a) att > (1-8 


Gyt1 
are) ; dy (y ey n) 


und der Konvergenz von ->'%, um so mehr die Beziehung besteht: 


Versteht man ferner unter (y,) eine Folge von Zahlen beliebigen 
Vorzeichens, die nur der Bedingung: y, < 1 zu gentigen haben (dagegen, 
soweit sie negativ, numerisch an keine Schranke gebunden sind), und 
ist fiir v > n: 

Py41 dy : 
(1b) Sel Pea 


v 


so ergibt sich auf Grund der oben beniitzten eel asl, da8 wiederum: 


(2) p, = *-g, (fiir: v > n), 
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n+ 0 , 
sofern nur feststeht, daf [. | i Py sor jedes (noch so groBe) @ nicht — 


np 
unter eine gewisse positive Zahl herabsinkt, was offenbar allemal der 
Fall ist, wenn dias unendliche Produkt l:] (1— y,) entweder konver- 
m+1 
giert (wenn auch nur bedingt) oder nach + co divergiert oder so oszil- 
e n+o 


liert, daB: lim fof (1—y,)>0 ausfallt. 
/ new | 


2. Setzt man nach dem Vorbilde von § 47, Nr. 3, S. 820, in (1 a) 


p,=C a Daag A (sodaB also Oy 4 reell und positiv), 


4 


so folgt, daB ftir » >n: 


—1 Lae! 
Cc in G4 99 also: Ga ae C. 


° 7 ° oo 
und somit a konvergiert, wenn fir v > n: 


ar ie 


ae 
Cyt p 


wae Ca 


anders geschrieben: 


(3) C, oe oh ee ee 


wobei also die positiven Zahlen &, nur der Bedingung zu gentigen 
haben, daB —> ®, konvergiert. 

Die hiernach fir die Konvergenz der Reihe > a, hinreichende 
Bedingung (3) 148t sich aber ohne weiteres auch durch die folgende 
ersetzen: 


a, 
(4): lim (0, “#2 (1-8, ,.) 0, ,) 0. 
vy >o Cane 


Ist nimlich diese Bedingung erfiillt, so hat man fir hinlanglich 
groBe v, etwa fiir v > n: 


a, 
da NCE! Coe 
va. 
v-bp+l 


anders geschrieben: 


(Pn ae 1 
mame T cor +g--)) € >0 
"Fy ttt ho MCE) tt ae | 


woraus aber auf Grund des an Ungl. (3) gekntipften Ergebnisses wieder 


die Konvergenz von >a, hervorgeht, da ja = (8, ait he wieder 
konvergiert. rd, 


Nro3. § 87. Verscharfung des Konvergenzkriteriums zweiter Art. 659 


Vergleicht man das Konvergenzkriterium (4) mit der in § 47, 
Nr. 3 unter (12), 8. 321, gegebenen Kriterienform, namlich: 
(5) lim (6, +" — 0,41) >0, 
v>o "Gy tpt 
so erscheint das Kriterium (4) offenbar als eine merkliche Verbesserung 
von (5), da ja, wegen: (1—@,, ) C1 <C 41) die Bedingung (4) sehr 
wohl erfiillt sein kann, wenn: ) 


5 a, 
vy>o y-{-p-}-1 te 


ausfallt, also das Kriterium (5) keine Entscheidung liefert, Setzt man 


insbesondere: o,=G? unter G eine beliebig gros zu denkende positive 


y 


Zahl verstanden, so nimmt die fiir die Konvergenz von Nt hin- 
reichende Bedingung (4) die Form an: 


(4a) Boat — 0 ) 


y41) = — G, dh. schlieBlich: >— oo. 
y>on Fy tpt1 


(Beispiel. Setzt man, wie in dem § 54, Nr.2 am Ende, S. 880, be- 


ied Rae oe ee Ee. 
trachteten Beispiele: C, =v (v-+ 1), im tibrigen: a, eat Geno (statt 


wie dort: a,, = =) so folgt: 
a, eet 2 
Ge re em ete Pore) 
y+ p+ 
ett 
=~ pep (@r—1) y+ 2p), 


also: 
: ” G4 p os 
fae (c, SEAS G ME Oy a1) <0: fir v> 1, 
v>o Gy tnt el 
sodaB also das Kriterium (5) versagen wiirde, wihrend (4a) Auskunft 
gibt.) *) 

3. Die bisher gewonnenen Hilfsmittel zur Feststellung der Konver- 
genz oder Divergenz unendlicher Produkte setzen uns in den Stand 
die friiher abgeleiteten Kriterien zur Beurteilung gewisser unendlicher 
fethen zu vervollstiéndigen, nimlich derjenigen, deren im iibrigen als 
beliebig komplex zu denkende Glieder a, einer Bedingung von der Form: 


a, k ie Serie 
ema 1 tie ee Sales | %y| << + oo) 
1) Man iiberzeugt sich leicht, da& die Anwendung des in Nr. 1 enthaltenen 
Ergebnisses auf das Divergenzkriterium oder auf die Umformung des Konvergenz- 
kriteriums durch Hinfiihrung der D, an Stelle der C,, (vgl. § 64, Nr. 1, 8. 378) 
Kein nennenswertes Resultat liefert. 
Pringsheim, Vorlesungen I, 3. 43 
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gentigen. Wir fanden (§ 76, Nr. 5, 8.590), daB in diesem Falle Ze 
absolut konvergiert oder absolut divergiert, je nachdem W(k) >1 oder 
R(k) <1. Im letzteren Falle bliebe dann zunichst noch die Méglich- 
keit bedingter Konvergenz. Es wird sich nun zeigen, daB diese Hven- 
.tualitaét fiir die Reihe > a, in Wirklichkeit ausgeschlossen erscheint, 
daB sie dagegen fiir die Reihe ->(— 1)’ a, eintritt, wenn: 0 << #(*) <1. 

Wir betrachten zunichst eine Folge positiver fe Zahlen a, fir 
welche die Beziehung besteht: 


Yet SA 


(6) 


Dabei bedeutet wiederum x eine von vy unabhingige reelle Zahl, wahrend 
g, mit v sich fndern kann, jedoch nur so, daf |9,| stets unter einer 
festen Schranke g bleibt. 

Ist nun x von Null verschieden, so léBt sich Gl. (6) in die Form 
setzen: 


(7) ip 2(i4 2 


Cyd 


und sodann eine Zahl m in der Weise fixieren, daf fiir yv> mM: 


ieee > 0. 


yv |) 


Daraus folgt, daB fiir » > m: 


E Va ecjotaMat Be 
44 
(8) 


nes 1, falls: x > 0, 


y+1 
d.h, die @, nehmen, von einer bestimmten Stelle an, monoton zu, wenn 
* <0, monoton ab, wenn x > 0. 

Um den Grenzwert von o, fiir »—»oo zu bestimmen, schreiben wir 


Gl. (6) folgendermafen: 


9) ie (1+? \ (+e) 


und substituieren der Reihe nach vy =m, (m-+1), --- (w—1) (dabei 
hat man, wenn x eine negative ganze Zahl sein sollte, von vornherein 
m>|x| anzunehmen, damit v + x stets von Null verschieden ausfiallt). 


Alsdann ergibt sich durch Multiplikation der betreffenden Gleichungen: 


a 


CO som ff (1+ )- IT + ses ta) 


Oe Eee 
[aurea Rar aes 


*- 
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La8t man w ins Unendliche wachsen, so konvergiert das zweite Produkt, 


wegen: 


ey eo . ‘ 
v(vtx)| ~v-lo+ x)? wihrend das erste nach 0 oder oo divergiert, 


je nachdem x <Q oder x >0, MHiernach wird: 
a2 ie 0, falls: x < 0, 
eee = 00, falls: x > 0, 


und, da @ eine bestimmte positive Zahl vorstellt: 
{= o, falls: x < 0, 


| lim « 
(11) eae Pay gallate 6.7) 
Ist x = 0, also: 
a, 0, 
(12) ae et arse, 


so erkennt man zunichst, dab die w, nur dann monoton zu- baw. ab- 
nehmen, wenn @, fiir v > m bestdindig <0 bzw. > 0 ist. Sie besitzen 
aber im yedem Falle fiir v—»oo einen bestimmten, von Null ver- 
schiedenen Grenzwert. Man findet namlich fiir x=0 aus Gl. (10): 


u—1 


(13) 2 = feed (i+ &), 


und hieraus: 


Feet : 
a er BEG +S) 


1) Durch eine unerhebliche Modifikation des im Texte eingeschlagenen Ver- 
fahrens la8t sich das bei friiherer Gelegenheit (s. §53, S. 367, FuBnote) angektindigte 
Resultat herleiten, da$ in einem besonderen Falle — nimlich, wenn die durchweg 
positiven Reihenglieder a, der Gl. (6) geniigen — die Bedingung lim yx, =0 schon 


v>o 
hinreichend fiir die Konvergenz der Reihe Sw, ist. Aus Gi.(9) folgt durch Multi- 


plikation mit 


14 ° 
y+1° 


= a, Vv ++ x 0, x—1 0, 
@FI-e,4, aay Cie) =((eran) ares) 
und hieraus durch Substitution von » =m, (m-+1), - - + (w—1) und Multiplikation : 


ut 
mee By] (04 pag) EI (+s) 


Daraus folgt, analog wie im Text: 


=a» fiir x >1 
lim ua {= hue <n 
i a > O- (endlich) ,, «= 1. 


Mithin mu8 auch wmgekehrt stets x > 1 sein, wenn lim wo, =90, Alsdann ist aber 


‘ f Moo 
auch die Reihe oe, konvergent (nach § 55, Nr. 2, 8. 889). 
. E 43° 
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d.h. endlich und von Null verschieden, da das betreffende Produkt kon- 
vergiert. 


4. His seien jetzt die a, beliebig komplex und: 


a, k My f 

a ee ay 7159) 
0 + 67% 

=1~*tt+ i 


v 


so wird (vgl. § 77, GI. (24), (25), 5. 589): 


(16) WE ae aes 
Gy 4-4 
wo: | 
gots Vv Pega 
(17) Root +4264 9 


und daher auch &, stets unter eimer endlichen Grenze G bleibt. 
Infolg edessen erg sich aus Nr. 3 unmittelbar folgendes: 


1) Ist x <0, so nehmen die Zahlen |a, |’, also auch die a, | mit » 
monoton zu, und man hat: 


(18) lim | @,| = 00, also auch: lim a, = oo. 
' Yoon Y>o 


2) Ist x >0, so nehmen die |@, |" baw. die |a,| mit wachsendem » 
monoton ab, und man hat: 
(19) ie n |, | |= 0, also auch: lima, = 0. 
3 V>o 

3) Ist «= 0, so besitzt |a,|?, also auch a, | fiir v—~> oo einen 
bestimmten, von Null verschiedenen Grenzwert. Daraus folgt aber noch 
nicht, daB das gleiche fiir a, selbst gilt. Man hat nun in dem be- 
trachteten Falle: 


a, 


any ae ee =(1 cr _ (1 7 sonia) 
und daher: 
reas 


- | 
(20) | 1Gs%: FT (1+ seem): 


m 


Das zweite Produkt ist wiederum fiir ~ —-> oo absolut konvergent, da: 


ry 


v(v-+az) 


1 


dt caine 
ie 
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Das erste dagegen besitzt zwar fiir 4 —» oo einen bestimmten ab- 
soluten Betrag, wogegen der Linheitsfaktor, wenn A von Null verschieden 
ist, unbestimmt wird (§ 82, Nr. 2, 8. 630). 

Somit wird in diesem Falle a, fiir 1 —> oo in der Weise unbestimmt,’ 


daB zwar lim | |, | einen bestimmten, von Null verschiedenen Wert be- 


M>o 
sitzt, wihrend der Hinheitsfaktor von a, unbestimmt wird. 


Nur in dem besonderen Falle 4 =0 (also: & = (0) hat man: 


ue—1 


(21) Psi ), 


sodaB also lima, einen bestimmten, von Null verschiedenen Wert besitzt. 
Mow 


5. Aus den unter 1) und 8) der vorigen Nummer gefundenen 
Resultaten folgt, daB die Reihe a, ftir x«<0 stets divergieren muB, 
da ihre Glieder nicht den Grenzwert Null besitzen. Da sie im iibrigen 
fiir x>1 als absolut konvergent erkannt wurde, so erfordert nur 


noch der Fall 0 << <1, fiir welchen ja immerhin lim a, = 0 sich er- 
y>o 
gab, eine genauere Untersuchung. Wir wollen nun zeigen: 


Auch fir 0<x<1 ast at divergent. Dagegen ist 
> (4,— 4, 41) absolut und somit a,x noch fiir alle x 
mit dem absoluten Betrage |x|=1, mit einzigem AusschluB 
von «=1, bedingt konvergent. 


Beweis. Wir bringen Gl. (15) durch Multiplikation und Division 
der rechten Seite mit (1 —<) auf die Form: 


v —— 
Ay 41 em pk 
yp 
t 
ator - ok 
(22) Pea t,= (1-5) -7,—#, 


sodaB also |{¢,| mit |7,| stets unter einer endlichen Grenze bleibt. So- 
dann setzen wir: 


(23) a sag Leanel! ie also: Py > ee ae 


“Fe 
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wo p, und gq, einzeln saat den pene ae gentigen sollen: 


) Si onde S ={1 03 00 ne 
ONG lems Sika alee 1,25 ) 


Vv 


. P=1,% =%. 
Was dann zuniichst die q, betrifft, so besitzen dieselben (s, das SchluB- 
resultat der vorigen Nummer) fiir » —> oo einen bestimmten, von Null 
verschiedenen Grenzwert, etwa: 
(25) lim q, = @. 


Y>o 
Um die Art der Annaherung von g, an diesen Grenzwert gq naher 


zu beurteilen, hat man nach Gl. (24): 


t, Vy +1 
Bie G4 oR yt 


und hieraus, wenn man v der Reihe nach durch (y+ 1), (v +2), --.- 
(v-+m”-—1) ersetzt und die resultierenden Gleichungen zu der vor- 
stehenden addiert: hea 
bn Vn 
(26) Gi dee >! rae 
Da |z,|, a, stets endlich bleiben, so konvergiert diese Summe, 
wenn ” ins Unendliche wichst, und es ergibt sich somit fiir »—-> oo: 


(27) a,—9= Dp, 
also: ” 1 
ge ‘lal + [Qa] 
Tih : 
(28) lI, -@|s pry ER _ 


Nun bleibt offenbar ave Zabler Jestes Reihengliedes unter einer 


endlichen Zahl h, und da: ie - Hey RATER aay, (-- <3) = - sO wind 


h 
(29) [2,5 1@| <a 
sodaB man setzen kann: 
h, | 
(80) q,=q+—, wo: h,| <h. 
) Ist speziell k= 1, so wird die Gleichung: 
oe 


fir »=1 sinnlos. Dieselbe soll dann (wie ae die Gleichungen (22), (23))-nur fiir 
vy >2 gelten und auBerdem: 


Pp =] qd = @ 
gesetzt werden. : ae : 
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Andererseits lift sich zeigen, dai S'p, divergiert, wiihrend poeta ” und 
> (p, GEN, absolut konvergieren. Man hat nach Gl. (24): 
ee Pinta si | Fle 
age Py aes le 
und hieraus durch Substitution von uw = 1, 2, --- v1) und Multiplikation: 


(1—h) (2—h) +++ (vB) 
(32) Peet SS 


Hiernach wird: 


ae 2—k 
(33) 5 eee Fi A ae 0b Cee _ (2-8 (3—k) 
S3= P+ Po + P3 = sd SR i 
Angenommen, man habe allgemein: 
(34) pode By ons ag a a ee 
so wird: 
8g RISB EM iS OME B ett 


d.h.s,, hat dann wiederum genau die entsprechende Form. Da aber 
die Richtigkeit der Beziehung (34) fir »v = 2, »v=3 erwiesen ist, so 
gilt sie hiernach fiir jeden Wert von v. Bringt man jetzt s, 4, auf. 
die Form: 


fh a w+1l—x—dt u+1—x 
u--1—x ue 


(36) 4 (1 +="). Die - 7), 


so erkennt man, daf unter der Voraussetzung x <1 das erste Produkt 
fiir v —> oo nach + oo divergiert, wihrend das zweite einen bestimmten 
endlichen absoluten Betrag, aber, falls nicht gerade 2=(0, einen wn- 
bestimmten Einheitsfaktor besitzt. Es divergiert also in diesem Falle ¥ Dp, 
in der Weise, da der absolute Betrag wnendlich groB und auferdem, 
wenn nicht gerade 4 = 0) ist, der Linhettsfakior unbestimmt wird. 


) Dabei ist wieder der Spezialfall = 1 auszuschlieBen. In diesem Falle wird: 


Pet bl 
Pu Bb 
und daher durch Substitution von w=2, 3,--- » und Multiplikation: 
Pyt1 


1 
=P, y+ Piva 
Ps Zs 
soda8 cy p, nach-+ co divergiert. 


cr 
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Ist x = 1, so reduziert sich Gl. (36) auf die folgende: 


(87) =F (0-%) 


sodaB s,,, fiir 4 S Q mit unbegrenzt wachsendem vy (nach § 82, Nr, 2, 
5S. 680) endlich-unbestimmt wird.1) — 
Man hat nun ferner: 


(38) scale Sead ere r+ ae 
: 1 y 5 
poy” Pr+t oe 

gee es i ) 

yt—- 
1 
1. 
k+1 k 
(39) = aca (are | 
yp 


und hieraus folgt ohne weiteres mit Hilfe des Konvergenzkriteriums in 


§ 76, Nr.5, 8.590, daB ae absolut konvergiert, falls R (ep) od, 
dich: ae > 0: 
SchlieBlich wird auch: 


(Pe 
Py es Py P, 
Pyti—Prpe Pyty 1 et? 
Pott 
Ms 
=. t-=7t*. +, (vgl. GL. (88), 
v1 1 


woraus wiederum fiir x >0 die absolute Konvergenz von > Cee 
-resultiert. 


Jetzt ergibt sich mit Berticksichtigung von GJ. (23) und (30): 


ee 1) 


/ P, 
(40) Ng eee sai Re cs ey 


. LBs Ppt 
(41) Ot ator, 1, — P,41) +h, : Foor : 


1) Der Fall z=1,4=0, 4. h. k=1 ist bereits in der vorigen FuBnote , 
behandelt. 
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Aus der ersten Gleichung erkennt man sofort die Divergenz von a, 


da q ?, divergiert und, wegen |h,|<h, > h,- = absolut konvergvert. 


Infolge der zweiten Gleichung wird: 


oe (8, oP eth aks [Pets | 


a 


woraus die Konvergenz der Reihe >'|a,—a, 4.,| unmittelbar hervorgeht. 
Mit der letzteren Reihe konvergiert aber, da tiberdies lim a, = 0 
Yorn 
(Gl. (19)), nach dem Satze von § 77, Nr. 2, 8. 594, die Reihe Ya, 2” 
fiir alle ~ mit dem absoluten Betrage |x|—1 mit Ausnahme von 
~ =1, und zwar offenbar nur bedingt. 


Wendet man dieses Ergebnis auf die hypergeometrische Reihe an, 
also auf die Annahme (s § 76, Gl. (29), 5. 590): 


al) = Via ey— 1) 0 (6-1): §- (b-y— 7) 
(43) 4, = 1-2---y-e(¢+1)-+- (e+ 7-1) : 


so hat man (s. a. a. O. Gl. (81)): 
k=1+c—(a+D), also: x=1+R(c—(a +d), 


und die Bedingung 0 <*< 1, unter welcher das fragliche Ergebnis 
gilt, nimmt daher die Form an: 


(44) —1<#(e—(a+5b)) <0. 


Ist diese Bedingung erfiillt, so ist also die hypergeometrische Reihe 
>a, zwar divergent, dagegen konvergiert Sax” noch fir alle x mit 
dem absoluten Betrage |~/=1 mit einziger Ausnahme von x = 1. 

Durch die Spezialisierung b=c und Substitution von —a an 
Stelle von a, —«x an Stelle von w (vgl. a. a. O. Gl. (33), (34)) geht 
die allgemeine hypergeometrische Reihe _> a,x in die binomische 
(a), tiber, wo: 


eg Vesa (oe J 
(45) (a), = ANE 


‘Unter der in diesem Falle aus (44) hervorgehenden Bedingung, 


nimlich: 
(46) —1<8(a)<0 
ist dann die binomische Reihe S(a),z” noch bedingt konvergent fiir 


alle x mit dem absoluten Betrage |~|—1, auBer fiir x=—1, in 


welchem Falle sie (d.h. also die Reihe J>(— 1)” - (a),) divergiert. 
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Abschnitt IV. 
Endliche und unendliche Ketteabrt tiche. 


Kapitel I. 
Allgemeine Grundlagen der Lehre von den Kettenbriichen. 


§ 88. Unendliche Algorithmen. — Euklidischer Algorithmus und 

regelmaBiger Kettenbruch. — Endliche, insbesondere elementare 

Kettenbriiche aus beliebigen Zahlen. — Durchweg elementare 
Kettenbriiche, ; - 


1. Das charakteristische Merkmal der besonderen als wnendliche 
Rethen und Produkte bezeichneten Zahlenfolgen, also derjenigen von 
der Form (a@,+4,+---+ 4,) bzw. (a,:a,---a,), besteht darin, daB 
jedes ihrer Glieder fiir »=>1 aus dem unmittelbar vorhergehenden 
durch eine unveranderlich bleibende - Rechenvorschrift erzeugt wird, 
nimlich durch die Addition einer jedesmal vorgeschriebenen, also aus- 
driicklich als gegeben*) anzusehenden Zahl bzw. durch Multiplikation 


1) Hierauf liegt der Nachdruck. Denn andererseits laBt sich ja jedes 
Glied a, (v = 1) einer ganz beliebig vorgelegten Zahlenfolge durch Addition einer 
passend bestimmten Zahl und, falls durchweg | a,|>0, auch durch Multiplikation 
mit einer solchen aus a, _, erzeugen. Man hat namlich: 


a, = 4 ay (4,-4.4) 


Pees w 


Daraus folgt weiter: 


a, =A) + v(a,—a,_4) (vgl. § 85, Gl. (4), 8. 646) 
pa 


n 
a 
bzw. a, =a) - ['] a (ja, | > 0 fir eto 

L y—1 


Wenn sodann oa, zum mindesten im weitesten Sinne (s. § 78, Nr. 3, S. 585) 


existiert, so crete sich: 


bzw. lim a, = My ° 
n>o 


Es 148t sich also der Grenzwert (im weitesten Sinne) jeder einen solchen besitzen- 
den Zahlenfolge (a,) auch durch eine wnendliche Reihe und, im Falle | a, | 0s 
auch durch ein unendliches Produkt darstellen. Besonders von der ersten dieser 
beiden Méglichkeiten wird in der Funktionenlehre hiufig Gebrauch gemacht. 
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mit einer solchen. Da man die unbegrenzt fortzusetzende Wieder- 
‘holung irgendeiner bestimmten echenvorschrift auch als wnendlichen 
Algorithmus 2 bezeichnen pflegt, so erscheinen in diesem Zusammen- 
hange die unendlichen Reihen und Produkte als einfachste Typen 
solcher unendlicher Algorithmen, da sie ja lediglich auf einer bestin- 
digen Wiederholung je einer der beiden einfachsten Rechenoperationen 
beruhen. Im Anschlusse hieran liegt die Frage nahe, ob die beiden 
noch tibrigen der vier fundamentalen Rechenoperationen nicht geeignet 
sind, weitere Typen unendlicher Algorithmen von entsprechender Hin- 
fachheit zu liefern. Diese Frage ist zunichst offenbar zu verneinen. Denn 
die bestiindig wiederholte Austibung der Subtraktion baw. Division auf 
die Glieder einer vorgeschriebenen Zahlenfolge (a,) wiirde ja wieder 
nur eine wnendliche Reihe, nimlich eine solche von der Form: 


ee ome ee tote ae 4s bzw., mit Hinzufiigung der beschrankenden 
Voraussetzung (a,|>0, ein wmnendliches Produkt von der Form: 
i i 1 : A Pig aaa 
Sahl Dagan RGA Se Lae fey 
acim a; liefern. Dagegen besitzen wir in dem sog. 


Euklidischen Algorithmus (§ 6, Nr. 2, 5. 35) eine besondere Form eines 
fortgesetzten Divisionsprozesses, welche zunichst zur Bildung eines 
neuen Typus von Zahlenverbindungen, nimlich der (endlichen) Ketten- 
briiche Anla® gibt, und diese letzteren lassen sich schlieblich auch zu 
einem unendlichen Algorithmus von annahernd ahnlicher Hinfachheit 
und Wichtigkeit wie die beiden zuvorgenannten ausgestalten. *) 


2. Es seien &, § zwei nattirliche relativ prime Zahlen, und zwar 
peo, Die Pome ebatiog des Euklidischen ene liefert alsdann 
nach § 6, Gl. (3), S. 35, und Gl. (4), 5. 37, wenn man die dort 

gebrauchten Buchstaben: 


b a TOE Se TO und: g A Pe Pe 


1 


durch: Be bobo min by ~-+s und: BoBi Ba tiie By en? 


auBerdem noch »—1 durch n ersetzt, ein Gleichungssystem von 
folgender Form 


1) Andere Beispiele von unendlichen Algorithmen bieten die in § 78 
betrachteten iterierten Mittelwerte und iterierten Summationen. Einen unendlichen 
Algorithmus von wesentlich verwickelterem Bildungsgesetz liefern die sog. wnend- 
lichen Determinanten, deren Betrachtung jedoch nicht im Rahmen dieser Vor- 
lesungen liegt. Dagegen wird in deren zweitem Bande noch ein weiterer ver- 
hiltnismiBig einfacher, wieder auf Mittelwertbildung beruhender unendlicher 
Algorithmus entwickelt werden, der fiir die dortige Behandlung der Funktionen- 
lehre grundlegende Bedeutung besitzt. 
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ojo ee Bye, Stet E, 
eee eee Poe 
a PN ce 


ae in Poet , Ee Set 
E,-1= po oot 1 
e Th B,, ‘4, 
und es ist: 
‘9 i B,=1~=0, Le geet), pc 4 
(2) Biot By be eh Bee eee 
Aus (1) ergibt sich weiter: 
fe. Sp be 
Be erty ae, 
7 = £B, " also: 2 = —; 
P r ae AAA +3 
ek é, ee es 
b P, ih ,) alee ey Ba + 54 
é. 
Bet = po + a a also: fe = ~¥ 
y y eit bide we is 
Bot S 
Sycss n 
B =B, +7 also: = a : a Enea we 
t n n n—t1 foe a E Boe at p 
Durch sukzessives Hinsetzen der fiir = = tne Se pose ea ge- 
Si Ss y—1 Sy—1 


fundenen Werte in die erste der Gleichungen (8) findet man somit: 


eo ae : = Py + —-— = usf 
e és 2 
ive B+ ORES 
Pte 
allgemein: 
; 0 1 
(4) = By + 
B,-+ fot ay 
oe ee 
B. ry 4 ; 1 
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schlieBlich: 7 
; 1 
(5a) ce Gar aa a 
Re ope Mey ok 
Pat Bt 
Spe Pol 
hee i 
oder in etwas bequemerer Schreibweise zunichst’): 
r So 
(5b) Be Pet ry 
1 : Saat 
oo Fait: 
eh. Le : 
B sac 1 ae B, 


Die auf der rechten Seite dieser Gleichung stehende Zahlen- 
verbindung wird als ein n-gliedriger regelmdBiger Kettenbruch*) oder 
auch als regelmidpiger Kettenbruch nr Ordnung bezeichnet. Da in dem 
vorliegenden Zusammenhange nach Ungl. (2) stets B,>1, also >2 
(im tibrign nur f6,>1), so mag ausdriicklich noch festgesetzt 
werden, da8 der Kettenbruch auch dann noch ein regelmdpiger heifen 
soll, wenn an Stelle von 8, die 1 steht, sowie auch dann, wenn f, die 
Null oder eine negative ganze Zahl bedeutet. Insbesondere 1a8t sich 
also der n-gliedrige regelmiBige Kettenbruch (5b) stets in einen (m+ 1)- 
gliedrigen umformen, indem man das Endglied: 


Hy dtrch ee 


B 1 
n (B,, ‘AF 1) + ved 
ersetzt. t 


Da die in G1.(5b) wesentlich positiven ganzen Zahlen fy, B,,--- 8, durch 
das auf dem Huklidischen Algorithmus beruhende Gleichungssystem (1) 
yollkommen eindeutig bestimmt sind, so ist in vorstehendem ein Ver- 
fahren gegeben, um einen positiven reduzierten unechten Bruch in einen 
regelmapigen Kettenbruch za ,,verwandeln® oder ihn durch einen solchen 
,darzustellen*. Dieses Verfahren la8t sich auch unmittelbar auf den 
Fall eines echten Bruches ausdehnen, wenn man nur beachtet, daB aus 
der ersten der Gleichungen (3) folgt: 


2 


1) Weitere Vereinfachungen der Schreibweise s. in Nr. 3. 
2) Das additive Anfangsglied B,, welches, wie sich sogleich zeigen wird, auch 
fehlen kann, wird also hierbei nicht mitgezihlt. 
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und daB somit durch weiteres Hinsetzen der aus den Gleichungen (8) 


resultierenden Werte fiir ©, &,... =e sich ergibt: q 


& §; 


n—tl 
(6) oe (wo jetzt: £,< &,), 
© At 
At a 
1 
Bait B 


also ein (n+ 1)-gliedriger regelmaBiger Kettenbruch ohne additives 
Anfangsglied (mit der Zusatzbedingung B > 2). 

Bedeutet ferner —y einen negativen (echten oder unechten) Bruch, 
g die nachste oberhalb y liegende ganze Zahl, so kann man setzen: 


eee = ere 
=P Go), 
wo jetzt 6,<0 und der positive echte Bruch g —y nach dem Vorbild 
von Gl. (6) in einen Kettenbruch verwandelt werden kann. 
Andererseits ist unmittelbar ersichtlich, daB ein Kettenbruch von 
der Form (5b) (gleichgiiltig ob B, > 0 oder 8, < 0) auch umgekehrt in 
einen gewOhnlichen Bruch verwandelt werden kann. Denn eine solche 
Zahlenverbindung enthilt (wenn man von dem rein duBerlichen Merk- 
mal der verkiirzten Bruchstriche absieht und allenfalls auf die korrektere 
Schreibweise (5a) zurtickgreift) nicht das Geringste, was durch die ge- 
wohnlichen Regeln fiir das Rechnen mit Briichen nicht vollkommen 
definiert wire. Man braucht eben nur mit 6, beginnend die einzelnen — 
Nenner auf Grund der Formel: 


(7) a’ Bp’he’ 


der Reihe nach fortzuschaffen, bis man einen Bruch erhalt, dessen 
Zahler und Nenner nur noch aus additiven und multiplikativen Ver- 
bindungen der B, besteht. Da im ganzen Verlaufe dieses Rechnungs- 
verfahrens (allenfalls abgesehen von f,) nur mit positiven (ganzen) Zahlen 
operiert wird, so erscheint die einzige tiberhaupt denkbare Schwierigkeit, 
namlich das etwaige Auftreten von Null als Nenner, definitiv ausgeschlossen. 


3. Die zuletzt gemachten Bemerkungen lassen sich offenbar ohne 
weiteres auf den Fall iibertragen, daB man’in dem Kettenbruch- 
symbol (5b) nicht nur die 6,, sondern auch die dort durchweg aus der 
Zahl 1 bestehenden Zihler durch ganz beliebige positive Zahlen ersetzt. 
Ja, sie behalten auch dann noch Giiltigkeit, wenn man fiir den gleichen 
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Zweck beliebige komplexe Zahlen verwendet, die nur insoweit gewissen 
Einschrinkungen zu gentigen haben, daB die Anwendbarkeit der 
Reduktionsformel (7) im Verlaufe der Rechnung niemals durch das 
Auftreten von Null als Nenner eine Stérung erleidet. 

Wir wollen nun aber, um die Anwendbarkeit von Zahlenverbindungen 
der Form: 

ot 
a rere: 

b+ 


a 
Ce ae Oy —1 


(8) 


b pene 
2—1 ; a 
7 b., 


nach Méglichkeit zu erweitern, jedes solche Symbol zunichst rein formal 
als einen n-gliedrigen Kettenbruch bezeichnen, auch wenn die a,, b, ganz 
beliebige, den Regeln der vier Spezies gentigende ,, Hlemente“, ins- 
besondere beliebige komplexe Zahlen (einschlieBlich der Null) vorstellen, 
die also eventuell micht den oben erwahnten Linschriinkungen zu ge- 
niigen brauchen. Inwieweit ein solches Symbol auch im letzteren Falle 
geeignet erscheint, eine bestimmte Zahl vorzustellen, wird sich aus 
spaterhin noch zu treffenden Festsetzungen ergeben. 

In dem Ausdrucke (8) heiBt b, das Anfangsglied (welches infolge 


der Méglichkeit 6,= 0 auch schlechthin fehlen kann), x. (vy = 1, 2,--+ n) 


das v'° Glied oder der v* Teilbruch, und zwar a, baw. b, der v“* Teil- 
zdhler baw. Teilnenner. 

Statt der etwas weitliufigen Schreibweise (8) bedienen wir uns in 

Zukunft der gedringteren*): 

las Mal , Sn—1] 

(9) ee SRS ig cae tie 


oder auch der Abkiirzung: 


(10) | bo + a 


1 


1) In der Literatur findet man nicht selten auch die folgenden weniger 
charakteristischen Schreibweisen: 
hy 2g iy Say 
bate eins incase 
Fines Gr—1 
b se — —— ee 
oF by -F b, + hl rh UgeesOa 
2) Treten an die Stelle von a,, 6, Ausdriicke, welche mehrere Indizes ent- 
halten, sodaB es notwendig erscheint, denjenigen, welcher der Reihe nach die 
Werte 1, 2, ---m anzunehmen hat, ausdriicklich kenntlich zu machen, so schreibt 


man statt (10): a=" 
ieee Ea : 
: b, y=] 
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Erscheint es erforderlich, eine gewisse Anzahl von Anfangsgliedern 
(z. B. wegen eines von den iibrigen Gliedern abweichenden Bildungs- 
gesetzes) besonders herauszuheben, so schreiben wir statt (10) nach 


Bedarf: ‘ 
ay a, el 
(10a) Was FE aes AO a 


vy m+1 


Im Falle b,=0 wird das additive Glied 6, zumeist einfach fort- 
gelassen, soda8 wir dann also statt (9) bzw. (10) zu schreiben pflegen: 


il, 
ZW: b, : . 


b a, | ue n| 
at lhnalls hoecals: By 
statt: 
pee etl eed 
+5, re, B, 
also z.B ( 
Eee 1] [—3 t 
a ee ee oder an 0. at 


wenn alle Teilzihler den Wert — 1 haben, und: 


1] Je mt / saa Pe y—1i ‘ 
tea aaa ree a + (HAs bow. by | (HN) 5 


wenn sie, mit + 1 anfangend, zwischen + 1 und —1 alternieren. 


4. Um die Bedingungen tibersichtlich zu formulieren, welchen die 
a,, 6, gentigen mtissen, damit der Kettenbruch (8) (bzw. (9), (10)) nach 
demselben Verfahren wie der regelmaBige Kettenbruch (5b), also ledig- 
lich mit einwandfreier Bentitzung der Formel (7), auf die Form eines 
einfachen Bruches gebracht wade kann, erscheint es zweckmabig, ein 
System linearer Gleichungen aufzustellen, welches zu dem fraglichen 
Kettenbruche in der nadmlichen Borichune steht wie das Gleichungs- 
system (1) zu dem regelmaBigen Kettenbruche (5b). Wir betrachten 
also ‘den Kettenbruch (8), d. h. schlieBlich die Zahlen 0,, b,, a, 
(v=1, 2,---m), als gegeben und definieren sodann die Zahlen L, 
(y= 0, 1, ---m) durch die folgenden (n+ 1) Gleichungen: 
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rf Lo = b, Le a, 2X, 


are b,%, + a, 2, 


(11) | eet b,_ 18, +a,” , 
a eg Deere aa Oy Mg 
ge Ge Dita cls 


x era dd yn 
nh 


n 


Die (n+ 1) Zahlen x,, “,,---x, sind dann in jedem Falle véllig ein-. 
deutig bestimmt. Kennt man nimlich fiir irgendein v die Zahlen 


z,,, und # , so ergibt sich daraus sofort auch der Wert von Ne re 


aber x und x , durch die beiden letzten Gleichungen bestimmt sind, 


so kénnen auch zw ,, 


ergibt sich schlieBlich x, als ein lediglich aus additiven und multi- 
plikativen Verbindungen von 6,,°++b, und a,,---a, zusammengesetzter 


*++%,, 2, sukzessive berechnet werden. Dabei 


oder, wie man ktirzer zu sagen pilegt, ganzer rationaler Ausdruck baw. 
als ganze (rationale) Funktion?) dieser Zahlen, zu denen dann bei der 
Bestimmung von x, noch 6, und a, in analoger Verkniipfung hinzu- 
treten.) 

Wir heben fiir spitere Verwendung ausdriicklich hervor, da® dieses 
Ergebnis, d.h. die eindeutige Existenz bzw. Bestimmbarkeit der x, ins- 
besondere diejenige von z, und %, da sie lediglich auf Additionen und 
Multiplikationen der a,, 6, beruht, von deren Auswahl villig unabhingig 
ist. Zuniichst aber wollen wir beziiglich der (im itibrigen beliebigen) 
Auswahl von 6,,--:6 und a,,--- a, die Hinschrinkung treffen, da8 
@,X, 4,°++ X, durchweg von Null verschieden ausfallen sollen, in Zeichen: 


(12) |t,| > 0, || >0,---|a,|>0 


(wobei man also unter Vy, Byyr*s , die aus den Gleichungen (11) hervor- 
gehenden ganzen Funktionen der betreffenden a,, 6, zu verstehen hat). 
Diese Bedingungen werden z. B. insbesondere stets ausnahmslos erfiillt 
sein, wenn J,,--- 6, und a,,--- a, durchweg positive Zahlen sind. 

Unter der Voraussetzung (12) lassen sich nun aber die Gleichungen 
(11) auch durch die folgenden ersetzen: 


— 


1) Beziiglich dieser Bezeichnung vgl. § 25, Nr. 4, S. 153. 
2) Allgemein erscheint algo x, (v=1, 2,++-m—1) als ganze Funktion von 
b,,---b, und Oy 90 vi)) Bee 


Pringsheim, Vorlesungen bey), 44 


~ 
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Py ok ape! 
oe Oy as is 
1 
o : f b, +a, 
Te) x, 1 
- eb. 4 oe iO, At alsoe' oe ae 
(13) { Vv ? pol b, ,ta,: ey 47 
He od 1 
SoA Sp ag Hay eo ee ae 
L,, n—1 . ey 1 
Ot a =, 
1 
cae ee eal 
(en Oo, 
und hieraus “eee sich durch sukzessives Hinsetzen der fiir . ) 
x x 
oa AS uss oul tia 2 gefundenen Ausdriicke in die erste dieser Gleichungen 
y——1 py—1 7m 
die Beziehungen: 
f% $ 25%] 
a,| Ay G5. al Oy yy 
ae ee 
‘ Peay y 
(14) | 
| | Geo). Ws aie 
fp ARS el Ea Aa ty gee he 
: | |b On —2 ee 
a,| Ao| £6) Big a, 4| a, 
sod By eh pe MRT eet Af SPH Sort, a 
: |b, Oe \o,—2 [o, 1 |, 


Jeder der Kettenbriiche (14), insbesondere der letzte (mit dem vor- 
gelegten Kettenbruche (8) bzw. (9), (10) identische) liefert dann eine 
Darstellung der in der einfachen Bruchform “0 darstellbaren, durch das 
Gleichungssystem (11) eindeutig definierten Zahl. Dabei erweisen sich 
die fiir die Méglichkeit einer solchen Darstellung als hinreichend er- 
kannten Bedingungen (12) beziiglich des letzten Kettenbruches in ihrer 
Gesamtheit auch, als notwendig, da ja im Falle x =0 (fir irgendein 


Uy 4 Uy t4 ° 
vy aus der Folge » = 1, 2,---m) «und —— sinnlos werden. 
v vy 


Andererseits kann offenbar die Riickverwandlung des letzten der 
Kettenbrtiche (14) in den vorletzten dadurch erzielt werden, daB man 
den letzten Nenner 6 nach dem Vorbilde der Formel (7) fortschafft, 
da ja (mit Bentitzung der beiden letzten der Gleichungen (11)): 
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Das analoge gilt beziiglich des Uberganges von irgendeinem an- 
deren der Kettenbriiche (14) zu dem unmittelbar vorhergehenden, da ja: 


a, _4| Oy By ps] fae | a ea Na rk a,_1%, 


ys | x, b eg a o6 oye Wy +O, Ly iy et sae 


Hiernach lauft es also schlieBlich auf dasselbe hinaus, ob man den 


letzten der Kettenbriiche (14), also den Kettenbruch 0, + fe » durch 


yy 
sukzessives Fortschaffen des jedesmaligen letzten Nenners schlieBlich 


. ° ° H 6 e ° ° 
auf die Horm eines Quotienten — zweier bestimmter ganzer Funktionen 


der a,, b, bringt oder ob man x, und % aus den Gleichungen (11) be- 
rechnet. Und es erweist sich somit unter der Voraussetzung (12) der 
fragliche Kettenbruch, falls man ihn nur in seiner urspriinglichen Ge- 
stalt, also folgendermafen: 


i hs 


a,—1 


ies 
ae 

anschreibt, als eine Zahlenverbindung, deren Sinn lediglich auf Grund 

der elementaren Regeln fiir das Rechnen mit Briichen schon vollkommen 


feststeht und die auf Grund dieser Regeln eine eindeutig bestimmbare 
Zahl vorstellt. Wir wollen daher a solchen Kettenbruch als einen 


elementaren bezeichnen. ~ Der Bruch ® heiBt die reduzierte Form des 


Kettenbruches oder auch, da er ja aii “bestimmte Zahl in gewohnlicher 
Bruchform vorstellt, der Wert des Kettenbruches, 


Gleichzeitig mit dem Kettenbruche?) 15 ist auch jeder der Ketten- 


Vv 


n Vt 
briiche | fir 1<m<n ein elementarer, wie ohne weiteres aus 
den fiir den elementaren Charakter von | maSgebenden Bedingungen 
Loree | 
(12) hervorgeht. Mit anderen Worten, ein elementarer Kettenbruch 


1) Das additive Anfangsglied b, hat offenbar auf den Charakter des Ketten- 
bruches keinen Einflu8, weshalb wir es hier und auch sonst haufig = 0 setzen, 
also einfach weglassen. 


44* 
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bieibt elementar, wenn man eine beliebige Anzahl von Anfunaualeders 
fortliBt.) Irrig ware es dagegen, anzunehmen, daB das analoge stets 
auch bei Weglassung einer beliebigen Anzabl von Endgliedern statt- 


m 


b 


Vv 


: 
finden, also jeder der Kettenbriiche iF | fiir m<m gleichfalls ein 
1 


elementarer sein miBte, wie das folgende einfache Beispiel verdeutlichen © 
mége. Man hat: 


Cor a a an oa, ee ach be 
BT Ue ce eB a) ome AA = 7 an 
ral B, | fy 1 [| d+ a, 00,5, +456, + a,0, 
ia Ga Sle a i 
Oy ens b, + a, 
Ist nun: a, = — b,b,, so wird: 
ane cine b, b,b oe Og ae a 
Lo 1 [b, [bp bg + ag ds b 


2 
| a beget 
wihrend der Versuch, den Kettenbruch E zu reduzieren, auf die sinn- 
v 


1 3 
lose Form a fiihrt. Der Kettenbruch Le ist somit in diesem 


Vv 


Falle ein elementarer (sofern nur: | b,b,; + a3, |> 0, | as b, | > 0), nicht 


2 
aber der Kettenbruch E ae 


eed n 
Besitzt aber ein elementarer Kettenbruch | die besondere Higen- 
v 1 a ™m 
schaft, da& auch jeder Kettenbruch von der Form Ea , WOM<N, 
saat | 
ein elementarer ist, so gilt nach dem zuvor Gesagten das letztere wieder 


noch fiir jeden Kettenbruch von der Form Le , wol<k<om, dh. 
wed i 


schlieBlich fiir jeden aus konsekutiven Gledern bere ae Teilketten- 
bruch (insbesondere auch fiir die einzelnen Teilbriiche 5” , d. h. man hat 


in diesem Halle ausnahmslos | 6, | > 0 fir »> Bs Hines solchen 


[a, a “7 a, } 
i , d. h. =— ,,elementar“, also b, von 

by |. b, 
Null verschieden, wie ja schon die letzte der Bedingungen (12) aussagt. Dagegen 
kann fir » < m auch bei einem elementaren n-gliedrigen Kettenbruche beliebig © 


off b, =0 sein, z. B.: 


1) Insbesondere ist dann stets 
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Kettenbruch wollen wir als durchweg elementar bezeichnen. Offenbar 
gehért jeder aus lauter positiven Zablen bestehende Kettenbruch dieser 
besonderen Kategorie an. 
Der Vollstandigkeit halber sei noch erwadhnt, daf durch die am 
= 4% | 


Ende der vorigen Nummer getroffene Festsetzung, statt Tb auch zu 


schreiben: — ih zunachst bei elementaren Kettenbriichen ofenbar kein 
v 


Widerspruch entsteht, da ja: 
ay — 1 se ee Or) Fy ) Cy oq 


Bo. Bei? / ge Mh ro icant 
Gy 3] My ay 4 1| | b,_1%, Gy yt 4 
6,4 | x, 


§ 89. Die Niherungsbriiche durchweg elementarer Kettenbriiche. 


1. Das im vorigen Paragraphen angegebene Verfahren zur Her- 
stellung der reduzierten Form eines n-gliedrigen elementaren Ketten- 


n 
a . 
bruches 0, + =| ist elmer wichtigen Hreanzung fihig, welche ge- 
s v 1 
stattet, die reduzierte Form eines durch Hinzutreten eines weiteren 


Teilbruches ou entstehenden (n+ 1)-gliedrigen elementaren Ketten- 
n+t1 


nm+-1 
bruches 0, + E ap zu bestimmen, ohne dafi es nétig wire, wiederum 


den gesamten, Wentieht mit der Fortschaffung des Nenners b, deg WEE 
ginnenden ReduktionsprozeB vollstindig durchzumachen. 

Wie in Nr. 4 des vorigen Paragraphen bemerkt wurde, sind die 
dort mit x, und 2, bezeichneten Zahlen, also Zahler und Nenner der 
reduzierten Horm des gegebenen m-gliedrigen Kettenbruches, bestimmt 
durch gewisse ganze rationale Ausdriicke in den a, 6, und zwar ist 
der Nenner z, unabhingig von 6, und a,. Wir wollen, um dies durch 
die Schreibweise kenntlich zu machen, den fraglichen Zahler jetzt mit: 


ne (6), b, °° bs Ay, Ag, **> a), 
den Nenner mit: 
B, (b,, bs, eetkis Om As» As» aa a) 
bezeichnen. 
1) Bei dieser Schreibweise bedeutet also A,, baw. B, nicht etwa einen Faktor, 
sondern dient als »lunktionszeichen“, hendiohiet also einen bestimmten, aus den 


in der Klammer stehenden Zahlen (iibrigens ganz und rational) zusammengesetzten 
Ausdruck, 
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Um hieraus einen Schlu8 auf die Zusammensetzung des analog mit: 


rela (by, b,, ay O43 A) Aa, * He) A414) 
bzw. B n-+4 (b,, ,,°°° aie My, Ag, °° * a, 14) 


zu bezeichnenden Zihlers und Nenners der reduzierten Form fiir den 
rout n-+-1 
(n + 1)-gliedrigen Kettenbruch b, + a ziehen zu kénnen, braucht 
Vv 1 s 


man nur den letzteren durch Fortschaffung des letzten Nenners in 
einen »-gliedrigen umzuformen, also: 


b, 444 n g 
Pata b+ O, 44 


on a, | 
Oe ate ae 
ks | 
der also aus dem gegebenen n-gliedrigen Kettenbruche hervorgehen 
wiirde, wenn man daselbst 
. a, dureh: 6,4. 4,, 
b. durch: 64.10 oe Ons 


ersetzt. Das Entsprechende mu also auch As die betreffenden redu- 
zverten Formen gelten, und man findet somit: 


Avi, (Oo; eens Dass ar Seek a,41) 
pick a (b,, ony eas b aN 6, 2 W445 49 ee lca ae a,,,) 


9 n 
( ) | Leb (bo, sie oes Ag, °°* a, +1) 

re Ot ee Oat be ore bha ie Btn) 
Man ist also imstande, die Ausdriicke A, 41 8,4, sofort anzuschreiben, 
sobald die Zusammensetzung der Ausdriicke A,, B, vollstindig bekannt 
ist. Um diese Kenntnis zu erlangen, wollen wir jetzt noch die Voraus- 
setzung machen, daB der vorgelegte n-gliedrige Kettenbruch nicht nur 


tiberhaupt, sondern durchweg elementar sein mége, und sodann allgemein 


A | 

mit om die. reduzierte Form des Kettenbruches }, + ra +. te 
v A. ¥ 

(vy =1, 2,---n) bezeichnen, sodaB also B. eine bestimmte Zahl vor- 


stellt und insbesondere | B | > 0 ist. Der Gleichférmigkeit halber 
werde auch noch gesetzt: 


(1,) bo ae po ot Ao ee 
mit dem ausdriicklichen Zusatze, daB diese Festsetzung auch im Falle 
6) = 0 giiltig bleiben soll, daB also in diesem Falle nicht nur zu setzen ist: 


; A,=0 (was ja selbstverstandlich), 
sondern auch: 


B, = 1. 
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Des weiteren ergibt sich: 

b, +a, 
(I,) b, + a, also: Ay bib, Kay) By = by 
Um hieraus die Werte von A,, 5, abzuleiten, hat man nach dem in 
den Formeln (2) enthaltenen Verfahren lediglich a, durch b,a, und |, 
durch 0, 6, + a, zu ersetzen und findet somit: 


A, = (b,b, + My) by + b,a, B, = b,b, + a, 


= by (by by + ay) + ay bg = b,b, + dy +1, 
also, mit Beriicksichtigung von (J,) und (1,): 
(I,) A, =6,4,+ 4,4), B,=6,B, + 4,8 


Durch vollstandige Jnduktion laBt sich aber unmittelbar zeigen, daf 
analoge Beziehungen fiir jedes A,, B. (2<v<n) bestehen. Denn an- 
genommen, man habe fiir irgendein v > 2: 

(I) A, a ay ue a,A,_s B, a ee Saale i a,.B,_s, 
so ergibt sich daraus, da ja A A B B von @,, b un- 


y—1) y=? y—i1? y—Q 


abhingig sind, mit Bentitzung der Formeln (2): 

Aga “ae (6, ,6 ae a,4)A, sy il 6,1 ,4,4, ons 
DV A ire a ig) “te Ot pA 

Pg (G0 Ur de eet Ds aD 


ytivy ~v—2 


yy =D PAS ys aNd at rah 2: Gc Pet 
d.h, mit Beriicksichtigung von (1): 
Ay, "et b4,A, a0 GA, a4 1 A res Oo ti i a8 ies 1B. 


Gelten also die Formeln (I) fiir einen gewissen Index yv, so bleiben 
sie auch giiltig, wenn » durch vy +1 ersetzt wird. Sie gelten somit 
fiir jedes v > 2, da ihre Richtigkeit nach Gl, (I,) fiir v = 2 bereits fest- 
steht, und Rouen daher wwe dienen, auf Grund der fiir A,, A,, oie 
B, gegebenen Anfangswerte (1,), (1,) die 4,, B, fiir v = 2, 3,- 
sukzessive zu berechnen. 


Ay il 
Die Briiche py (v=0,1,---m) heiBen die Niéherungsbriiche v‘* Ord- 


nung des n-gliedrigen (zunichst als durchweg elementar vorausgesetzten) 


n 


can 
Kettenbruches }, + BH , und zwar ist B. “ fiir v > 1 identisch mit der 
Toe 3 


reduzierten Form des v- gliedrigen Warenhenches by + ot ks cite + 


(bzw. mit by im Falle » 0), Insbesondere ist B auf Grund der vor- 


stehenden Betrachtung identisch mit der reduzierten Form des vorgelegten 
n-gliedrigen Kettenbruches, also gleich dem Werte des letzteren; anders 


} 
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dusgesprochen: man gelangt zu demselben Endergebnis, wenn man den 
Bruch a durch Rekursion (vermittelst der Rekursionsformel(I) und der An- 


fangsbedingungen (1,), (I,)) bestimmt, wie wenn man die reduzierte Form 
des Kettenbruches durch direkte Reduktion (d.h. durch sukzessive Fort- 
schaffung aN Nenner, mit dem letzten beginnend, vermittelst der Formel 


mr oe Be a * -—,; \ herstellt.*) 
b’ 

Im tibrigen 148t sich das oben beztiglich der Berechnung der Niahe- 
‘rungsbriiche gewonnene Ergebnis zu dem folgenden Satze zusammen- 
fassen : 

Die Zahler A, und die Nenner B, (v > 2) der Niherungsbriiche 


a,” 

eimes durchweg elementaren Kettenbruches b, + | » a. h, der 

ies a.) 

reduzierten Formen der Kettenbriiche 6b, + a tee e + oe 
(v = 2, 3,-+-m) geniigen den Rekursionsformeln: : 


(I) A, a BAe. aa Ci 1g B, nid b, as 15 a,B,_», 


also der gemeinsamen Rekursionsformel: 


(I') C, 5 b, Coos AE a,C 


y—2 Ms 
mit verschiedenen Anfangsbedingungen, ndmlich: 


(Ih) Qy=Ap=b, bzw. C, = B,=1 (auch im Falle b, = 0) 
GC) CG. =4,=b,o+4, C,=B,=6,. 


Hierzu sei (analog wie im vorigen Paragraphen zu Gl. (11), S. 675) 
ausdriicklich bemerkt, daB bei ganz beliebiger Vorgabe der Zahlen 
6),°*: 6, und a,,--+-a@,, also ganz unabhangig davon, ob der aus ihnen 


gebildete Kettenbruch b, + ie ein durchweg elementarer ist oder nicht, 
(att 


1) Bei dem letztgenannten Verfahren wird also von rechts nach links (bzw., 
bei der urspriinglichen Schreibweise der Kettenbriiche, von unten nach oben) 
operiert, und jeder Schritt liefert eine Umformung des gegebenen Kettenbruches 
in einen anderen mit jedesmal um 1 verminderter Gliederzahl, bis schlieBlich die 
reduzierte Form zum Vorschein kommt. 

Bei dem neuerdings entwickelten Verfahren schreiten die an dem gegebenen 
Kettenbruche vorzunehmenden Operationen von links nach rechts (bzw. von oben 
nach wnten) fort, und die Hinzelergebnisse sind die reduzierten Formen von Teil- 
kettenbriichen, deren Gliederzahl jedesmal um 1 zunimmt und die auf diese Weise 
dem gegebenen Kettenbruche zum mindesten formal immer ndher kommen: daher 
die Bezeichnung Néherungsbriiche, die im itibrigen, wie sich spiter noch zeigen 
wird, bei besonderer Auswahl der a,, b, (z.B., wenn alle a,, b, positiv sind) eine 
noch wesentlich pragnantere Hadevtune aint ! 
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die Zahlen A,, B, (v=0,1,---m) aus den vorstehenden Bedingungen 
stets eindeutig bestemmbar sind (wobei dann allerdings fiir irgendwelche 
Werte von v der Wert B= 0 zum Vorschein kommen, also das Bruch- 


A 
symbol 5" sinnlos werden kénnte). 
1 te 


2. Als Beispiel fiir die praktische Verwertung der Rekursions- 
formel (1) zur Berechnung der reduzierten Form eines mwmerisch ge- 
gebenen Kettenbruches diene der Kettenbruch: 


if Sy Svat Shin A 
eee Ta 
Die betrefiende Bienes laBt sich am zweckmaBigsten in Form 


des folgenden Schemas zusammenstellen: 


v=0 1 2 3 4 5 
a, = —1 3 —5 3 —1 
b,=1 2 4 6 4 2 
ty OARS SAI SE a i a a hg 
Y i 7 37 169 301 
ec 4 9 AeO Side 1 Gstle— O02) 24256-1814 2867 be 
ane 11 56 257 458 , 


Die einzelnen Niherungsbriiche lauten somit: 


LOL MAMA E, hth OO ey DOL 


1” 27.11’ 56? 257’ 46587 
und der letzte dieser Briiche liefert den Wert des vorgelegten Ketten- 
bruches. Will man denselben nach dem im vorigen Paragraphen be- 


sprochenen Verfahren der direkten iteduktion ermitieln, so gestaltet sich 
die ecient folgendermaBen: 


ye a 


jy 3 4 Bi il 
> 1a +i Re eer sui ia. (pit) (dead 
DY 8) 7-5 | 
eel [2 r 4 [7-616 
Ye q 48-3 | 
a [2 ay |48-4—35 
ey 1ohek,| 
oe) (167-24 144 
__ 458—157 301 
Me AGB Ty 68, 


Oder auch, wenn man nach dem Vorbilde des abtinaieachie aii: (12), 
8. 675, zur Berechnung der reduzierten Form = ~2 des gegebenen Ketten- 
bruches die Gleichungen zugrunde. legt: 
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Lj = 1-4, —1-2, 

2 = 2-H +3>2%3 

t= 4-0, — 0-a, 

%, = 6-%,1+ 3-4; 

L,=4-a;,—1 

XL, = 2, 
so laBt sich die obige Kettenbruchreduktion einfacher in Form des 
folgenden Schemas darstellen: 


y= Ff 3 2 1 ) 
“48-1 6748.2 4:48—5.7 2-10743.48 Deas 
Sere 48 157 458 BOL 


§ 90. Allgemeinste endliche Kettenbriiche aus heliebigen Zahlen. 
— Ausdehnung des Naherungsbruch-Verfahrens auf solche 
Kettenbriiche. ? 


1. Wie in § 88, Nr. 4, S. 675, bereits hervorgehoben wurde, sind 
durch ein Gleichungssystem von der Form (s. Gl. (11) a. a. O.): 


Ly Oete yee 
Cy ee 1, 2 Oy Xe 
! 
(1) Lyn ns b,_1# y 2+ u Po 
een mi b, 12n es a, 
SAN As 6 
n nr 


a und x, bei ganz belebiger Wahl der Zahlen b),---b, und a,,---a, 
als oe bestimmte Zahlen definiert. Und da im Falle |v, | > 0 (fir 


ye mh) “© die reduzierte Form des (in diesem Falle ,, elementaren“) 


Kettenbruches b, Hi E " darstellt, so wollen wir jetzt in jedem Falle 


1 
dem obigen Kettenbruche das Bruchsymbol “* , gleichgiiltig ob dasselbe 


eine bestimmte Zahl vorstellt oder nicht, Ape reduzierte Form zuordnen 
und diese Festsetzung durch die Formel ausdriicken: 


a ae 
(2) bi Bal on? 
wobei das doppelte Gleichheitszeichen darauf hinweisen soll, daf 
Zihler und Nenner des Bruchsymbols einzeln genommen — 
bestimmte Zahlen sind, auch wenn sie in der Verbindung .~* 2 keine 


solche liefern, was Ea caban dann und nur dann eintritt, wenn Z, = 0 
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ist. Hat man aber |xz,|/>0, so wollen wir die unter der Form ~t 


erscheinende eindeutig bestimmte Zahl auch wiederum als den Wert 
des betreffenden Kettenbruches bezeichnen, bzw. den Kettenbruch als 
eine auf Grund der getroffenen Festsetzungen zulassige Darstellungs- 


form der Zahl <2 betrachten (wie dies ja schon ohnehin der Fall 


wire, wenn der betreffende Kettenbruch sich als ein elementarer 
erweist). Im Falle: |x,|>0 kann also die Beziehung (2) auch ohne 
weiteres durch die Gleichung: 


COL, ee 
(3) Poel sles | 
ersetzt werden. Ist dagegen x,=0, so hat es bei der Schreibweise (2) 
sein Bewenden, und wir sagen in diesem Falle, der Kettenbruch sei sinnlos. 


2. Die Herstellung der reduzierten Form fiir den Kettenbruch 


a . e \z e 

b+ Bi war bei der vorstehenden Betrachtung in der Weise gedacht, 
vay 

da8 man von x, ausgehend der Reihe nach x ,, 2, 4,:++2,, % aus 


den Gleichungen (1) berechnet. Da hierbei x =b, und die fir 


x x ---2, bzw. xz, sich ergebenden Zahlenverbindungen durch- 
nm—1? ““n—2? 1 0 5 


aus identisch sind mit denjenigen*), welche sich fiir die jeweils auf- 
tretenden Schlufnenner bzw. den schlieBlich letzten Zahler ergeben 
wiirden, went man den fraglichen Kettenbruch, genau wie einen als 
elementar vorausgesetzten, durch sukzessives Fortschaffen der Nenner 
»reduziert“ (also unbektimmert darum, ob unter den hierbei auftreten- 
den Nennern x, solche Zahlenverbindungen vorkommen, die gleich Null 
sind) *), so mag diese Art der Herstellung der reduzierten Form wieder 


1) Vgl. hierzu in § 88 die Gleichungen (14), S. 676, sowie das numerische 
Beispiel am Schlusse des vorigen Paragraphen und die folgende FuBnote. 

2) Man hat diese Art des Operierens mit sonst sinnlosen Brtichen lediglich 
als eine besondere, in dem vorliegenden Zusammenhange bequeme Schreibweise 
fiir die sukzessive Reduktion des Gleichungssystems (1) bis zur schlieBlichen 
Bestimmung von x, und a, zu betrachten und die Rechtfertigung dieser Methode 
darin zu erblicken, da8 nicht nur das Hndergebnis, sondern auch jedes Zwischen- 
resultat auf Grund der gegebenen Definition fiir die reduzierte Form eines 
beliebigen Kettenbruches ein vollkommen richtiges ist. Jeder der Kettenbriiche, 
welcher bei der sukzessiven Reduktion von 
ay a, | 


jot EAE cd 8 le RA diesel 
¥ 0, |b, 
auftritt, hat die Form (vgl. 8. 676, Gl. (14): 


a,| 1 GU, 41| 
ee ea tie 


[Op irs | v 
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als eine ,durch direkte Reduktion“ erfolgte bezeichnet werden. Es ist 
nun fiir unsere weiteren Hntwicklungen wichtig  nachzuweisen, daB 
dieses Verfahren, geradeso wie bei einem durchweg elementaren Ketten- 
bruche, auch durch ein rekursorisches ersetzt werden kann. 

Hierzu betrachten wir an Stelle des Gleichungssystems (1) ein — 
solches, bei welchem der dort als fest gedachte Index » durch einen 
veranderlichen Index v ersetzt ist und die (aus den wiederum als gegeben 
anzusehenden Zahlen b,,---b,; a,,--:a@,) zu bestimmenden Zahlen, als 
wesentlich von v abhingig, rath fo) igs -g bezeichnet werden 


mogen, also: 
[* 2) = bo + a0 
1 


Oly apt a,” 


(4) | 
| a” Ew b oe) + a 
CD a al 


Fir » = 0 reduziert sich also dieses System auf die elnzige Gleichung: 
(49) ane oth Sia by. 
Sodann hat man fiir » = 1: 
Oe (1) 
= b,2, +a 
(4,) ih ; 


Gh): 46 
z= U.. 


Wird die reduzierte Form dieses letzteren Kettenbruches mit “9 we 0 buspidhnet 80 


hatte man auf Grund der gegebenen Definition aj, xj aus den “Gleichungen zu 
bestimmen: 


wobei dann x, x, 4, durch die noch fehlenden Gleichungen des Systems (1) 


bestimmt sind: b 
zy 5 ply tit %41%y 49 


sa eae b,—1%n a. a, 

x = b,. 

Diese beiden Gleichungssysteme zusammen besagen aber genau dasselbe wie 
das System (1), und man findet daher: 


a’ 


—— eee ieee gene 
ea Ly =%1, T= Xp. 


y—1? 
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Fiihren wir noch (wie sich sogleich als zweckméBig erweisen wird) 
die Bezeichnung ein: 
i) ie 1 
My St, 
so lassen sich die Beziehungen (4,) und (4,) in Verbindung mit der 
 soeben eingefiihrten in die folgende Form setzen: 


(50) Peat hegre 
(5;) | xy = bb, + 4, x, Pri: 
Des weiteren lautet das System (4) fiir v = 2: 
ao” = bo “- Gin : 
(45) Cae b xy” oe te 
= by 


: 2) - ‘ : : 

also, wenn man den Wert von oS”) in die beiden ersten Gleichungen, 
: ; : OTe 

den sodann aus der zweiten Gleichung resultierenden Wert von 2.’ in 


1 
die erste Gleichung einsetzt: 


xy = b,(b,b,+ a,)+4,b, 2," = 0,0, +4, 


= b, (b)b, + a,) + a,b, = b,b,+ a,:1 
oder mit Beriicksichtigung von (5,) und (5,): 
6) Pht aa 2 —d,20-+ 0,20, 


Durch vollstindige Induktion léft sich nun aber unmittelbar zeigen, 
daB analoge Formeln fiir 2°, x” bei beliebigen v > 2 bestehen, 
namlich: 


ed es Cee Bera G4). A igh Cent) (7—2) 
(5) Oy ba,  +4,2; A et CN Wt aa te 


Ks werde also angenommen, da die Richtigkeit dieser Beziehungen 
fiir irgendein bestimmtes v > 2 erwiesen sei. Andererseits haben ja 
x”, 2 dem Gleichungssystem (4) zu geniigen. Das entsprechende 
Gleichungssystem zur Bestimmung von 2°1”, «”*” unterscheidet 
sich von (4) dadurch, daB an die Stelle der letzten zwe: Bedingungen, 


nimlich: 


nunmehr die drei folgenden treten: 


AP Ca RON Ch ae ae) 


y—1 v—l1""y y+ 
(y-+-1) (v-++-1) 
, oh bry ay ae O44 
girth) nny A 


ytd v-+-1? 
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die sich aber durch Hinfiihrung des Wertes von oe aus der dritten 


Gleichung in die beiden ersten auf die folgenden zwei reduzieren lassen: 


ta De OI) 
wy Be Oy es Oe 
ytd 

= Oe 1 Oya. 


Jetzt besteht das syter zur Bestimmung von of gn aus genau 
genes (nimlich » +1) Gleichungen, wie das zur Bachuaiaaag vou 
ON a, ’ dienende System (4), auch haben die ersten vy — 1 Bestimmungs- 
Bicichuneen in beiden Systemen genau dieselbe Form, und nur die 


beiden, letzten unterscheiden sich dadurch, da jetzt 
a, durch a,b ne 
6, durch b yOya a 


ersetzt ist. Durch Vornahme dieser Vernon ohe in den Formeln (5) 
() (9) oe ie a +1) 


cua also as 2,” an ue, tibergehen. Beachtet man, dab 
es TD (ye 2 0, 1), von a@,, re vollig unabhiingig sind (da ja in 


A betreffenden Bete mmingsclen nach alle Tndiges sich nur bis 
vy —1 bzw. v — 2 erstrecken), so folgt aus (5) zunichst: 


(wb) (Vi Pe aes) 
X oy (6,5,4.5 a5 43) Xo oe a 941% 0 


at (v—3) (v—a) (v1) 
ae Gane (6,25 cr aX ) a Oia 1% 0 


also, mit nochmaliger Benititzung von (5): 


awn a b op a mane 


0 y+1 Xo y+1 Xo 
und ganz in derselben Weise: 
Cig eh b go”? ete 
&, b, +1 v, 7 o, ptt Uy ? 


d. h. die Formeln (5) bleiben bestehen, wenn » durch v + 1 ersetzt 
wird. Sie gelten also fiir jedes » > 2, da ihre Richtigkeit fiir » = 2 
bereits feststeht. 

Anders ausgesprochen gentigen also a! ) und aes d. h. Zabler und 
Nenner der reduzierten Form des (aus beliebig gegebenen Zahlen 


gebildeten) Kettenbruches 6, Ls a1 ar, seats 5 


der gemeimsamen Rekur- 
v 


sionsformel : 

(5%) goes bate as eh 

und unterscheiden sich nur in den Anfangswerten fiir y = 0 und ve 1; 
nimlich (nach Gl. (5,) und (5,)): 


1) (0), 
Z, = b, x =1 
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3. Die Vergleichung dieser Beziehungen mit denjenigen fiir die 
Ziihler A, und die Nenner 6 der Niherungsbriiche eines durchweg 
elementaren Kettenbruches, naimlich (8. 682, Gl. (D, (J,), (1,)): 


4 = B= 1 
B= 6, 
Lge Oe e's Te BIA, B= Ua Bie ag lesa (v oe 2), 


zeigt unmittelbar, daf: 


(1) 


(65) j | we a A, ik Py B, 

(6) ty =A, 2," = B, 

und daher fiir jedes v > 2 auch: 

(6) ay =A, 2," =B,, 
‘wenn man in (I) unter bj, °*: 5, und a,,---a, dieselben als beliebig 


gegeben anzusehenden Zahlen versteht, wie in dem Kettenbruche 


| 
Bt 5+ see + Bezeichnet man also auch in diesem Falle die 
1 y 


Bruchsymbole z (vy =0,1,---%), gleichgiiltig ob dieselben einen Sinn 
haben oder micht (welcher letztere Fall ja nur eintritt, falls B =0 
ist), als Ndéherungsbriiche des Kettenbruches 6, + fits --+ i } so laBt 
sich das in den Gleichungen (6,), (6,), (6) Mee Ergebnis folgender- 
mafen aussprechen: 


4 
. . 0 . . . 
Die reduzierte Form x emes aus beliebigen Zahlen 
1 


gebildeten Kettenbruches b faa |. deren urspriingliche Defini- 


tion auf der Herstellung durch direkte Reduktion d.h. auf 
der Bestimmung von x, und x, aus dem Glleichungssystem: 


Z, =b,%7,+4,%, 
X ee b,&, Fi aya, 
Pees | 5%, a5 a, 


beruhte, kann auch rekursorisch als Ndherungsbruch nr Ord- 
nung gewonnen werden, d.h. man hat: 


biti 
t= A, x, = B,, also: jae Ace 3 


wo A,, By fiir v=0, 1,--- sukezessive aus den Formeln (1) 
zu bestemmen sind. 
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Oder auch, mit Rticksicht auf die am Anfang von Nr. 2, S. 685, und 
in der FuBnote 1, 8.682, gemachten Bemerkungen: 


Man gelangt zu dem gleichen Ergebnis, wenn man einen be- 


a 
liebigen Kettenbruch b, + ea +.--4 i durch sukzesswes Fort- 
fed n 
schajfen der Nenner von rechts nach links (also genau wie eimen 
elementaren Kettenbruch, d. h. ohne Riticksicht auf das etwaige 
Vorkommen von Null als Nenner) auf die reduzierte Form 
bringt oder aber, wenn man die letetere von links nach rechts 


durch das Ndherungsbruch- Verfahren bestimmt. : 


Hieraus folet insbesondere, daB der Wert eines elementaren Ketten- 
bruches auch dann als letzter Ndherungsbruch zum Vorschein kommt, 
wenn der Kettenbruch hem durchweg elementarer ist (im Gegensatz zu 
der § 89, Nr. 1 ausdriicklich gemachten Voraussetzung), wenn also 
unter den Naherungsbriichen beliebig viele simnlose vorkommen. 


§ 91. Neue Bezeichnungen. — Ein Hauptsatz. 


1. Um aus dem Hauptergebnis des vorigen Paragraphen noch weitere 
Folgerungen zu ziehen, fiihren wir zuniichst einige neue Bezeichnungen ein. 
Kis werde der Kettenbruch 


Cis tt a, 
ha et ee e (wo: 0 
mit 

(K,4) 
‘bezeichnet. Hs ist also das Zeichen (K,,,) als durchaus identisch mit 
dem obigen Kettenbruche anzusehen, bedeutet nicht etwa die reduzierte Form 
des letzteren. Wir driicken diese Festsetzung durch die Schreibweise aus: 


a a,|., 


‘et 
Sy e+ 1] Vv] 
(1) ae Cat oa fore 


| Vv 
Dabei dient also das Zeichen = als Identitdétszeichen und wird auch 
weiterhin in diesem Sinne von uns gebraucht werden, wie librigens 
in der Algebra und Funktionenlehre allgemein iiblich.?) 


1) Die als zulissig gedachte Annahme w=» ist natiirlich.so zu verstehen, 
da8’ dann ein Glied mit dem Index »+1 tberhaupt nicht vorhanden ist und so- 
mit der Kettenbruch sich auf das Anfangsglied b,, reduziert. : 

2) Anders in der Zahlentheorie, wo das niimliche Zeichen zur Bezeichnung der 
sog. Kongruenz dient. Bedeuten z. B. a, b, m ganze Zablen, so besagt die Beziehung: 
b=a (mod. m), 

(in Worten: 6 ist kongruent a modulo m) soviel als: 6 unterscheidet sich von a 
aur um ein ganzes Vielfaches von m. 
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Bezeichnet man ferner mit Ai Bi, A=4, otl,-- ne die 


Zahler und Nenner der Niherungsbriiche von (K,,,,), 80 stellt =—— ~ die 


reduzierte Form von(K.,, ,) vor, fiir welche letztere wir pelogenttich wal’ i 
(ohne Klammer) schreiben werden, in Zeichen (vgl. 8. 684, Formel (2)): 


=A v A a 
(2) Cee B,, ; baw a re , 
Da hierbei A,,, B,, offenbar genau dieselbe Bedeutung haben 


wie die frtiher bentitzten Bezeichnungen A,, B\, so werden wir uns 
zumeist fir A,,, 6, dieser einfacheren epee bedienen und 
dementsprechend auch kiirzer (K,) bzw. K, statt: (K,,) bzw. K, , 
schreiben. 

Beachtet man, daB: 


ae a Guta] Ott Out Gu 44 
eee Ce 5 OS aa Uae (bey panier oer 
und daB beim Ubergange von (K, ,) mu (K, ) lediglich A, ,, B,, an 


die Stelle von A,,, By, bzw. As, B, treten, so ergeben sich zur Be- 
rechnung der A,,, B,, die igondar dee poadeie Manian und (mit Be- 
riicksichtigung der Formeln (I), 8S. 689) die folgenden Rekursionsformeln: 


A = B = 
vs Nd te M, & 
A ieet perk et ea Die ate ce Cate (t= 
(iD) A | Es as b,A, pale Bi, — 6,8, rae v>out2 
a a,A,. v—2 i a,B y—2 


Da ferner: 


iii et sh) 
( K,,,) =),+ git ? 


(x u+1, ») 
; : ; : Z Gy + Bi 4s y 
1) Bringt man das letzte Glied dieser Identitit auf die Form: -—~—"*—",, go 
folgt: e+1,y 
Aus en bu Au+t, yt Oy 41 Butts 
By y= Aut,» 


und hieraus mit Bentitzung von (III) durch Vergleichung der Zihler, wenn man 
noch y= setzt: 
B 


= 6, Pu. nt B 


M—I1,n My n M+1~u+I1,n 
fiir ae, also: w<n. Fir w=n hat man nach (Il): 
Big b,- 


Vergleicht man diese Beziehungen mit denjenigen des Gleichungssystems (11) 
von $ 88, Nr. 4, S. 675, wonach: 
x Bo ue ee 
wT, ray b, 
80 ergibt a daB: x 
B b—1,n— a 
falls y, aus dem Gleichungssystem (11) bestimmt wird. 
Pringsheim, Vorlesungen I, 8. 4d 


& 
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so folgt, daB der Nenner B,, von K,, identisch ist mit dem Zahler 


laa von K..,,, also: 


({IT) Bs A a ihe ie piety D): 


Mv 


2. Aus den Betrachtungen des vorigen Paragraphen (vgl. insbesondere 
die FuBnote 2, 8. 685) folgt, daB die reduzierte Form des Kettenbruches: 


r K ae b a, | a,| a,,| 
(4) ( 4 Nie oT 75, hav eS 
dieselbe ist wie diejenige des folgenden: 
; G, | : a, _4| A,X, 4| | eat 
(5) ein ett ae he o, (y <%-— 1), 
wo x, und 2 41 aus den Gleichungen zu bestimmen sind 
a, Bahk OF. y a G4 U4 9 
oi 04 x, 7 aq, 
AMO ee CD 


Aus diesen Gleichungen geht aber hervor, dab ee die reduzierte 
Form des Kettenbruches pti 


y } d,,| 
(6) (K, = sa aeage a. 


vorstellt, sodaB also mii Beniitzung der in der vorigen Nummer ein- 
gefiihrten Bezeichnungen sich ergibt: 
(7) t,— A Coa By) 


vsn v- 


Da ferner auf Grund jener neuen Bezeichnungen der Kettenbruch 
(K,) auch folgendermaBen geschrieben werden kann: 


, Dns a, a, _4| a, i ( 
(8) Be byt pe + oo he 


v 


so laBt sich das zu Anfang dieser Nummer ausgesprochene Ergebnis 
mit den soeben daran gekniipften Bemerkungen zu dem folgenden 
Hauptsatz zusammenfassen: 


A 
1) Setzt man in (5) und (7) speziell » = 1, so folgt, daB — alsreduzierte Form 


B, a,B 
von (K,) identisch ist mit der reduzierten Form yon 6, wis Ce mit: 
by Ay nt % Bin ; l : ; eh 
a - Die Vergleichung der Nenner gibt nur die bereits aus Gl. (II) 
1, a 
fiir 1=0, »=% resultierende Beziehung: 


) B fee By, n i A 
mit deren Beniitzung durch Vergleichung der Zahler sich ergibt: 
A,, a 6B, ag a, By n° 


Nr. 3. _ § 91. Neue Bezeichnungen. — Ein Hauptsatz. 633 


Der n-gliedrige Kettenbruch: 


My _4| a, | 


‘aearagaeh eink: +e 


y—1 
und der v-glhedrige (1<v<n) . 
a, B 


| ad pe Vy Kk: rile 
a i ee hE watt] 7 | (wo also: (KE, ,) _B ) 


| O; y—1 Vy 2 Wy 7b’ 


haben die gleiche reduzierte Form, sie sind also entweder gleich- 
wertig oder beide sinnlos. 


| 3. Der vorstehende Satz wiirde offenbar eine noch etwas einfachere 
Form annehmen, falls es gestattet ist, bei dem zweiten der obigen 
Kettenbriiche Zihler und Nenner des letzten Teilbruches mit dem 


1 . 8 ’ ° . 
_Faktor pT mu multiplizieren, den betreffenden Teilbruch also in den 
V5 2 Ga 
folgenden umzuformen: are und auf diese Weise eine noch durch- 


sichtigere Beziehung zu der urspriinglichen Form des Kettenbruches 
zu gewinnen. : 

Hierbei handelé es sich offenbar lediglich um die Hntscheidung 
der Frage: In welcher Beziehung stehen die reduzierten Formen zweier 
Kettenbriiche von der Form 

a | a,| 


his ahi! CShiiat a Jeb 
oT Tb, age ants 0, 

| Go 5] ca,| 
i abl 8 aA a lt 
oT Fp, ean + eb, ” 


wo ¢ eine beliebige, von Null verschiedene Zahl bedeutet? 
Bezeichnet man die reduzierte Form des zweiten Kettenbruches 


mit BR? 8° ergibt sich: 


Ai=cb,A,,tea,A,, Bi=eb By +cea,B 
=cA =cB, 


2 


d. h. die reduzierte Form des zweiten Kettenbruches ist mit derjenigen 
des ersten zwar nicht identisch, jedoch nur im Zahler und Nenner um 
den naimlichen Faktor verschieden oder, wie wir sagen wollen, dqui- 
valent*), die Kettenbriiche selbst sind also entweder gleichwertig oder 
beide sinnlos. 


1) Es handelt sich hier um den einfachsten Fall der sog. Aquivalenz zweier 
Kettenbriiche — einer Beziehung, von der sehr bald (s. § 94 Nr. 1, 8. 706) noch 
_ausftihrlich die Rede sein wird und die eine wichtige Rolle in der Lehre von 

den Kettenbriichen gpielt, 


45* 
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Die Anwendbarkeit dieses Ergebnisses auf den vorliegenden Fall 


erfordert nur, daB der dabei in Frage kommende Faktor Ee eine be- 
stimmte Zahl vorstellt, also |B, n| > O oder, was ja auf dasselbs hinaus- 
liuft, K, , nicht sinnlos ist. 

Hiernach ergibt sich als besonderer, tibrigens besonders einfacher 
und wichtiger Fall des obigen Hauptsatzes der folgende Satz: 


Ist die redugierte Form K, nicht sinnlos, so sind die beiden 
Kettenbriiche: 3 


a,| 
yee ae ry 


a, | a, 
(&,, iY. und b, cca Ls hie 


gleichwertig oder beide sinnios. 
4. Hin anderer wichtiger Sonderfall des Hauptsatzes von Nr. 2 


kommt zum Vorschein, wenn man ihn auf den Kettenbruch: 


a a RN: 
3 et ) 


anwendet, Schreibt man ‘den letzteren folgendermafen: 
ory 
0 Sy (Ko, 2 
so folgt aus dem obigen Hauptsatze unmittelbar’), daB die redugterte 
Form mit derjenigen von: 


0+ ee 


Ay » 


tibereinstimmt, d. h. sie lautet: 


ms . Somit ergibt sich: 


N 


Die reduzierte Form des Kettenbruches: 
SS aes ee 

PA, (b 
ist die reziproke von derjenigen des Kettenbruches: 


byt get +50) 


1) Dabei ist es keineswegs notwendig, den Fall b, =0 auszuschlieBen. 

2) Man bemerke, daB der Index »=0 hier dieselbe Rolle spielt wie »=1 
bei der Fassung des Hauptsatzes, soda8 also hier das betreffende Ergebnis auch 
noch ftir »=0 gilt, 

3) Da es offenbar freisteht, n auch durch jeden kleineren Index zu ersetzen, 
so folgt noch, daB sémtliche Ndherungsbriche des einen Kettenbruches die rezt- 
proken des anderen sind, d. h. bezeichnet man die Ni&herungsbrtiche des zweiten 


A, . A; vi B v 
Kettenbruches mit——, die des ersten mit —,, so hat man: —, —— 
B, v | v-+-1 ae 


(y= 0, as 2, ne, -). 


& 
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er besitet also einen bestimmten Wert, wenn (A,|>0 ist, und 
zwar den reziproken Wert von demjenigen des zweiten Ketten- 
bruches, wenn auch |B, |>0; den Wert Null, wenn B =0, 
also der aweite Kettenbruch sinnlos ist. Dagegen wird er sinn- 
los, wenn A = 0. 


§ 92. Veraligemeinerung der Rekursionsformeln fiir die Zihler 
und Nenner der Niherungsbriiche. — Differenzen der 
Niherungsbriiche. 

1. Der Hauptsatz des vorigen Paragraphen kann dazu dienen, die 
Rekursionsformeln fiir die Zahler und Nenner der Naherungsbriiche 
wesentlich zu verallgemeinern. Ist O<u<v<vy+ @ und sodann: 


a a dy 4 4| ay 19 | 
K a +1 Cay 4, | EAE ai SAS RED hk ah 
( ae a3 on 44 a an 5, a Oy44 a a Ay 4p 
a a, a, | 
Spee ea adds Bk den ate a 
er Pub 9, (Ao4a, +9) 


so besitzt dieser Kettenbruch auf Grund jenes Hauptsatzes dieselbe 
reduzierte Form wie der folgende: 
a a, a 6 ie aa 
b Oy 4 a} ke y| »  ¥f-l~ yi, r+ o : 
a Bs fee aD Bee | Ayia yte 
Um diese letztere herzustellen, hat man zunichst mit Beniitzung der 
Rekursionsformeln (II), S. 691: 
a, a, | a, + b, i ‘sa yt ay, A, y— 
b+ et hy Geel er, Hs +14, rk 


eu+4 |, 44 = Opty By Arey Bah 


und daher: 
(1) \ - Ay, : fet, y-+@ oH 44 Ay, y—l1 Boas, y--o ; 


K 
( Hy vo} — B,,, v Ayay, yor Ay 14 B,, Tt 3 By 41, re 
Da andererseits: s, 
9 K vais eMC 
( ) ( Hs Wi) = By, v-Lo 


s0 ergeben sich durch Trennung von Zihler und Nenner die folgenden 
Beziehungen: ') 


(IV) (ve r-- 0 Sy My ¥ Alii y+ 25 O44 A, was Boas, r-+e 


Hy v-bo B., v Anas, y-+o i ayy i B,, yk Boas, r+o? 


1) Da nach (III), 8. 692, 


B,,, yo 75 Aya, y-+o? 
so lat sich die zweite der Formeln (IV) auch folgendermafen schreiben: 
Bat ee At 155 Ay at, v6 + 1 Agta, nt By, ve? 
und sie unterscheidet sich dann von der ersten nur dadurch, da8 u+1 an die 
Stelle von uw getreten ist. 
Auch kann man offenbar mit Hilfe der obigen Beziehung die Formeln (IV) 
so umgestalten, da8 sie nur lauter A oder lauter B enthalten. 
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welche insbesondere fir » = 0, wenn man wieder allgemein 4,, B, statt 
A. B.. schreibt, die folgende Form annehmen’): 


0,2, 
i (V) JA rte =< Ay Ay, yo + Day A. Be sath y-+e (ass < ve” a @) 
Cae ey Arif. pao Oe: By | Oe ae 


oder auch (nach (II), 8.692): 


: fg or Ay B, v-+o Mr aes +1, oie 


Bio aa B Ee 2 Oy, Dy Bie 


Man kann itibrigens der rechten Seite dieser Beziehungen noch ver- 
‘schiedene andere Formen geben, wenn man davon Gebrauch macht, 
daB v + @, also die lonke Seite, ungeandert bleibt, falls man » und o 
vertauscht bzw. v durch v + 2, @ durch 09 + 4 ersetzt. 


0, 2 


(Va) 


2. Hine andere wichtige Grundformel bezieht sich auf die Differenz 
zweier konsekutiver bzw. zweier beliebiger Naherungsbriiche. 
Ks werde gesetzt: 


(3) eee Boy eo oe (vy=1, By, ete 
also insbesondere: 
(32) A, =A, B,— 4) B: 

= ibe b, + a,) — 6,6, (nach (I), 8. 689) 


Durch ieee der Rekursionsformel (I) auf A,, B ergibt sich 
aus der Definitionsgleichung fir 4, die Umformung: 


Pei CO aa ei as) A Oe es Bo) 
Pe A ee ie Ae) 
(4) =—ah 
Ersetzt man in dieser Rekursionsformel » der Reihe nach durch »v — 1, 
vy —2,--- 2, so findet man weiter: 


y—1' 


Ai 4 aera op tia A, 
eae cea 8 Gg a 


und daher durch sukzessives Hinsetzen dieser Resultate in Gl. (4) 
schlieBlich: 


CVS tee B 


pe aa B, = (— Le, "Aya, °°° G, (v= 1,2,3,---). 


—1 


1) Fiir @e = 1 gehen diese Beziehungen (wegen: A, rap eon 
41, v1 1 1,7-+1 
nach (11), 8.691) in die gewdbnlichen Rakurvionamnmats fiir vii rey en Tae 
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Sind B_,, B, von Null verschieden, so ergibt sich also: 


A, A tl 
WM) K,—-K, =y-g==C ee =I, Bs ay) 


als Ausdruck fiir die Differenz zweier konsekutiver Naherungsbriiche. 

Hine entsprechende Formel fiir die Differenz zweier beliebiger 
Naherungsbriiche findet man mit Hilfe der verallgemeinerten Rekursions- 
formeln (V). Multipliziert man die erste dieser Gleichungen mit B, 
und subtrahiert davon die mit A, multiplizierte zweite, so folgt zuniichst : 


A fo lator a Wad Pare ea Bist, A B, ea Be 1) 


ro v vy ~~ po 
pat or Get Ys Srl vo A; 


also mit Berticksichtigung von (VI): 
(Vil) As. ine ee Sold, Can} VSN MEY hed (l<v<v+o) 


als Verallgemeinerung der Formel (VI) (welche wieder zum Vorschein 
kommt, wenn man 9g = 1 annimmt und sodann »+1 durch yw ersetzt 
— vgl. FuSnote 1 der vorigen Seite). 

Man bemerke, daf die vorstehende, unter der Voraussetzung v > 1 
abgeleitete Formel auch noch fir » =0 giiltig bleibt. Setzt man nim- 
lich in der letzten Gleichung von FuBnote 1, 8S. 692, » = 9, so hat man: 


(Races A, = b, B, “He Gi, B, 
oder auch, wegen: A, = b,, B, = 1: 
(Villa) A, B, = A: B, = a,B, 


also genau diejenige Formel, welche aus (VIII) fir » = 0 hervorgeht. 
Sind BY, B ae wiederum von Null verschieden, so folgt weiter: 


A A aA eee - B 
ee eee ZN aed 8 ihn id tin at sR dh 2 
Ss) Kite A, ue B, 4. 6 B, ( 1) BeBe i 


als Ausdruck fiir die Differenz zweier beliebiger Naherungsbriiche. 


3. Da das Anfangsglied b, nur fiir die Werthestimmung des Ketten- 
bruches rein additiv in Beteseht kommt, dagegen auf seine sonstige 
Natur, insbesondere auf die Beschaffenheit der N&aherungsbriiche nicht 
den geringsten HinfluB iibt, so ist es zuweilen bequemer, bei Unter- 
suchung der Naherungsbrucheigenschaften, lediglich mit Kettenbriichen 


a, nt 
von der Form el za operieren (wobei dann, wie bereits in § 89 


Nr. 1, 8. 680, bemerkt wurde, 4, =0, B,=1 au setzen ist) und dem- 
piisprestiend bei der Beetektiine von Teilkettenbriichen statt der bis- 
her bentitzten Form er 91, Nr. 1, 8. 690/691, G1. Oy (2)): 
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pe Oy +-4| , uy 
Co ae as ae ohn iP bee ? 
die folgende zugrunde zu legen: 


(5) Cha ee rela aod pe Su <9 sm) 


Da das Glied 6, auf den Nenner B, , keinen HinfluB hat, so er- 
kennt man panaehet.’ daB ein fiir allemrale 


(6) : Biv=F,,1 


Um auch A’, in die friiher beniitzten Bezeichnungen zu tber- 
tragen, hat man ‘qunichst: 


a 
ey 45%, aa 
a RE 
und daher nach dem Hauptsatz von § 91, Nr. (2): 
Aly = % 41 But 4; a 
B PPR TE 


also insbesondere: 
(7) Air Clay la, tee 

Mit Beniitzung dieser Beziehung lassen sich die }'ormeln (Va) in 
die folgende etwas einfachere Form setzen: 


A, = AB la A 
y+ Vv, v—- — vey 
oe peers ni ak US" sie 


ebenso die Formel (VII) in die folgende: 
VAL) ig Ae Bs Ba a 1)) 5°, Ape 


y-tov 
Ferner hat man mit ee der Bezeichnungsweise (5): 
Q’ K E “| alte : e. Sool a 
( ) ( ee |b a ari |b, a oe b+ (Kt 5, 


1) Setzt man mit Bentitzung der bisherigen Bezeichnungsweise (bei weleher 
ja die Annahme 0, =0 nicht ausgeschlossen war): 
a 2 
(Ky= ee ? 
be 
so hat man also: 


(Ko, n) = (K,) 
und sodann: 
Ay, =An: Fai es B,,. 
2) Die Vergleichung der Nenner ergibt nur die bereits auf 8. 692 angefiihrte 
Forme! (III): 
Bias ec A, y* 
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folglich hat (K,), wegen: 


* a A ia ye n 
oa 8S nay a 


nach dem Hauptsatze von § 91, Nr. 2, S. 693, dieselbe reduzierte Form 
wie der Kettenbruch: i 


Rap eS oi @y—a| 5, n My i 
a | by _4 |B,, ae oe Ag 
~ godaB also: 
f By b, ot 7, be +n Ay is wee ny A, By sured, n ye 
epee eA Bras! == oes 
(B,, 4a n) By By ny By —2 Sige ont Agia e ak 
d.h. schlieBlich: Die beiden Kettenbriiche 
aes aa ies 

(10) 


clans nd is 
und: Be 1B, ee 


haben dieselbe reduzierte Form. 
Daraus folgt insbesondere, daB: 


a, | a, fe ae,| a,| Gi ay eae, 
Rel) Bee PT Poe oN iS ite B +eB 
y Le | 


vy Dele CA arr v—t1 


$93. Formale Eigenschaften der Niherungszihler und -nenner: 
Irreduzibilitit. — EinfiuB der Null als Teilzihier. — Higen- 
schaften der Niherungsbriiche, falls kein Teilzihler gleich 


Null ist. 
1. Die Rekursionsformeln fiir die Zihler und Nenner der Nahe- 
rungsbriiche: 
(1) Bee be A st a A By by By + apB, 


lassen zunachst unmittelbar erkennen, daB die ganzen Funktionen der 
a,, b,, welche zur Darstellung der A,, B, dienen, keinen einzigen von 
1 verschiedenen numerischen Koeffizienten besitzen. Da namlich A, 


ig) 
A,_, baw. B_,, B,_, weder a, noch 6, enthalten, so kann kein 
Glied von 6A, bew.b,B, in a,A,_, baw.a,8,_, vorkommen. 
Haben also A, ,, A, , baw. B,_,, B,_, keinen von 1 verschiedenen 


Koeffizienten, so gilt das nimliche von A, bzw. B,. Da aber: 
(Jo) A, = By = 1 
(1) A, = bb +4, By = bh; 
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so folgt mittelst vollstindiger Induktion die Richtigkeit der aus- 
gesprochenen Behauptung fiir jedes A, bzw. B,. Daraus ergibt sich 
weiter, daB A, und B keinen (ganzzahligen) nwmerischen Faktor, also 
auch keinen gemeinsamen derartigen Teiler besitzen.’) 

Des weiteren laBt sich aber zeigen, da& A, bzw. B, tiberhaupt 
keinen ,,Teiler“ haben kénnen, d.h. daB keine der aus den a,, 0, zu- 
sammengesetzten ganzen Funktionen, welche zur Darstellung von A, 
bzw. B dienen, in ein Produkt zweier solcher Funktionen zerlegbar 
ist (deren jede dann eben als ein Jeiler der Gesamtfunktion zu gelten 
hatte). Wenn niamlich fiir A, eine solche Zerlegung existierte, so 
miiBte sie mit Beriicksichtigung des Umstandes, daf jedes Glied von A, 
einen der beiden Faktoren a, , b, in der ersten Potenz enthalt, die Form haben: 


(1) A me (0, i 2 a, E,) hs M, 


wo KY, L,, M, ganze Funktionen der a,, b, fiir 2<»—1, also un- 
abhangig von a, b, waren und somit keine Veranderung erleiden 
kénnten, wenn man a,, 6, irgendwie spezialisiert. Mit Berticksichtigung 
von (I) wiirde sich also insbesondere aus Gl. (1) ergeben: 


fe g=-1,)h-1 4 +4 
@) \fro,+1,),-2:24. 44 Ser 2 ee 


und daher: 
(3) Aes 7a (2 Ae, aM Aa oe ea ae ut ie ane KM, ")) 


dh. M, mtiBte gemeinsamer Teiler von A, und A,_, sein. Dann lieBe 
sich aber ganz auf dieselbe Weise oder auch unmittelbar aus der 
Rekursionsformel (I) folgern, daB MM auch Teiler von Ae 
schlieBlich gemeinsamer Teiler von A, und A, sein mtifte. Da aber, 


1) Dies gilt natiirlich nur so lange, als die a,, b, ganz beliebige Zahlen vor- 
stellen, genauer gesagt, solange mit den JZeichen a,, 6, rein formal gerechnet, 
aber tiber ihre Bedeutung keine spezielle Verfiigung getroffen wird (z. B. in der — 
Weise, da8 zwischen irgendwelchen a,, b, von vornherein besondere Beziehungen 


bestehen wie in § 91, Nr. 3, S. 693, wo der letzte Teilbruch lautet: i oder 
da& die a,, b, numerisch gegeben sind). cb, 

2) Man hatte dieses Resultat offenbar etwas kiirzer aus Gl. (1) durch die 
einzige Festsetzung: | 

a,=0, b=1 

erhalten, Da aber die Null als Teilzihler in gewisser Beziehung eine Ausnahme- 
stellung cinnimmt (wie in Nr. 2 dieses Paragraphen noch genauer erédrtert wird), 
so erschien es zweckm&Big, diese (in dem vorliegenden Zusammenhange zwar als 
zulissig erweisbare) Annahme vorlaufig zu vermeiden. 
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wie die Gleichungen (J,) und (J,) zeigen, A, und A, keinen gemein- 
samen Teiler haben, so ergibt sich auf diese Weise die Unzulissig- 
keit der in Gl. (1) angenommenen Zerlegung.*) Man bezeichnet die 
hiermit festgestellte Unzerlegbarkeit von A, mit dem Ausdrucke: 
A, sei eine irreduzible ganze Funktion von &,---0,; 4,,°°-4,, bzw. 
kiirzer: A, sei wreduzibel. 

In analoger Weise ergibt sich, da& DB, eine irreduzible ganze Funk- 
tion von b,,---0,; d,--- a, ist (vgl. § 89, Nr. 1, 8.679). Daraus folgt 


weiter, daB die Naherungsbriiche rad (von denen ja bereits gezeigt wurde, 
> 


da® Zihler und Nenner keinen ganzzahligen numerischen Faktor ge- 
mein haben kénnen) in der Form ,,reduzierter“ Briiche im tblichen 
Sinne erscheinen, also nicht ,,gektirzt“ werden kénnen (immer unter 
der Voraussetzung, daB iiber die Auswahl der Zahlen a,, b, keine spe- 
ziellen Verfiigungen bestehen). 

Es verdient bemerkt zu werden, daB die Irreduzibilitdt der A,, B, 
mutatis muntandis erhalten bleibt, wenn durchweg a, = 1 oder (zum 
mindesten fiir v > 1) b, = 1 gesetzt wird, wenn es sich also um Ketten- 
briiche yon den besonders hiufigen und wichtigen Spezialformen 


a alt Paki 
by + 3, | und b,-+ pe handelt: im ersteren Falle sind die A, B 
v sy 


irreduzible ganze Funktionen der b,, im zweiten ebensolche von 6, und 
den a,. Dabei bleibt fiir den ersten Fall der oben gefiihrte Beweis 
unverindert bestehen, da ja die unter (2) beziiglich a, gemachte Spezial- 
annahme schon von vornherein erfiillt ist. Dagegen ware im zweiten 
Falle die zweite der Spezialisierungen (2) wegen b, = 2 unzulassig und 
miiBte durch die folgende: a, =2, b,=1 ersetzt werden. Alsdann 
ergibt sich durch die oben bentitzte SchluBweise, daB zunichst 
A,_, den Teiler M, haben miiBte, sodann aber auch A, , wegen: 
A _,=(K,+L£,)M,—A,_,, soda schlieBlich der weitere Fortgang 
des Beweises keine Anderung erfordert. Im tibrigen ergibt sich, genau 
wie im Anfang dieser Nummer fiir den allgemeinen Fall, daB die A,, B, 
auch keinen (ganzzahligen) nwmerischen Teiler besitzen. 


2. Wir wollen jetzt den HinfluB untersuchen, welchen das Auf- 
treten der Null als Teilzthler auf den Charakter eines »-gliedrigen 
Kettenbruches ausiibt. Man diirfte zunachst geneigt sein, dem Ketten- 


1) Obschon in dem vorliegenden Zusammenhange die a,, b, als ,,beliebig“ 
in der zuvor (8S. 700, FuBnote 1) angegebenen Bedeutung zu gelten haben, so 
mag doch ausdriicklich bemerkt werden, da8 im Falle 6, = 0 alle A, (v =. 1) offen- 
bar den Faktor a, haben, 
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3 


bruche oy , falls a, =0 ist, ohne weiteres den Wert 0 beizulegen, 


und falls a, , fiir irgendein m > 0 der erste Teilzihler mit dem Werte 0 
sein Bort, in Kettenbruch 0b, + al als gleichwertig mit demjenigen 
Kettenbruche anzusehen, welcher durch Weglassung des mit dem Ziih- 


ler 0 beginnenden Kettenbruches | daraus entsteht, also mit: 
m+1 


m 
by +/F | - Diese Schltisse erweisen sich indessen sofort als unzulissig, 


wenn man bedenkt, daB der etwaige Wert eines Kettenbruches durch 
seine reduzierte Pon bestimmt wird und da8 diese letztere, auch wenn 
ihr Zihler gleich Null ist, noch keineswegs den Wert Null zu liefern 
braucht, vielmehr sinnlos wird, falls gleichzeitig der Nenner gleich 
Null ist. 

Hs werde nun angenommen, daB a m+1— 9%, Wo m=O, und zwar 
soll m der kleinste Index sein, fiir welchen die Null als Teilzihler er- 
scheint (eine Bedingung, die im Falle m= 0 schon von selbst erfiillt 
ist). Wir betrachten alsdann zuniichst den Fall, da |B | >0 (welcher 
fiir m=0, wegen B,=1, der einzig miégliche ist), sodaB also dem 


™ 


Kettenbruche 0, +|F (weicher fiir m= 0 sich auf b, reduziert) ein 


bestimmter Wert zukommt. 
Aus den Beziehungen: 


: (4) arte von ce ay m-+ 0 
Boo 6a Ratio m-+o? 


welche aus den Formeln (V) des vorigen Paragraphen fiir » =m und 


@,1, = 0 hervorgehen, folgt sodann : . 


, A -) m+o ™m 
(Dd) =e also: by + A =b,+ E | 


1 


fiir jedes 0, fiir welches rE ge 4, You Null verschieden ist, d. h.: 


(6,) fiir 9 =1, wenn: b, , +04), 
7 Wiad 0 
(6) fir 9 > 2, wenn’): 0. ey EB a al Q, auch nicht von der Form: a 


1) Wegen: A, +1, m+1 = %m41 (8 die erste der Gleichungen (ID, S, 691). 


2) Vgl. die aus Gl, (1), S. 691, zu entnehmende Definition von Ans ee e° 
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Insbesondere hat man also fiir » > m + 2: 


(7) b+ [7 =0,+[7 » wenn: b+ 5" + 0 und + — 


vd, ¥ImtLe 

Ist dagegen: rene 

a, a 
(3) b 41 — 0 baw. fire>2: 6 + 3" = 0 oder von der Form: 7 

¥im-+2 

A A 
so wird ae bzw. 3 (0 > 2) sinnlos (nimlich nach (4) von der 
m-+1 m+ @ 
0 
Form: ols 


Es bleibt noch der Fall B =O zu betrachten, welcher offenbar 
nur eintreten kann, wenn m>Q. Dann folgt aber aus (4), daB: 


B+. =9 fiir jedes 9, mit anderen Worten: ist der Kettenbruch 


Dest Ei simnlos, so gilt das gleiche von jedem der Kettenbriiche 


y 
1 


a m-+ 0 x n 

b, + 3 , insbesondere also von b, + B ; 
v Vv 

1 1 


Somit findet man als Gesamtergebnis der vorstehenden Betrachtung: 
Ist a,,,, (wo m=) der erste Teiladhler mit dem Werte 


m+ @ 
Null, so kann der Kettenbruch b, + 3 nur dann einen be- 
stimmten Wert haben, und zwar: ria 


a. m-+0 a1” 
mele] ame r 


1 1 


wenn der rechts stehende Kettenbruch einen Sinn hat und auBerdem: 


m-+o 


b iS (chew eee) 
m+1 15 b, on ZW. Gat Oi 


Ist diese zweite Bedingung nicht erfiillt, so wird 
by + Felis sinnlos. Das letztere findet fiir jedes 9 >1 
statt, ea es schon fiir @ = 0 der Fall cst. 

3. Sind simtliche a, (v = 1, 2, 3,---) von Null verschieden, so folgt 
zunachst aus der Differenzenformel (VI) von § 92, Nr. 2, 8.696, dab: 
(9) |A,B,_,—4,_1B,|>0 . 


1 


a, ve m+e 
1) Im Falle m = 0 bzw. ep = 1, hat wiederum bo + E 4 bzw. On ed +3 eg 
die Bedeutung von b, bzw. b wel: b, 1 
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und daB daher die Naherungszihler und -nenner solcher Kettenbriiche 
die folgenden Higenschaften besitzen: 
I. Sind B, , und B von Null verschieden, so kann niemals die 


Beziehung ne qm bestehen, sodaB also zwei konsekutive Naherungs- 
—1 v 

brtiche, die iiberhaupb bestimmte Werte besitzen, stets verschiedene Werte 

haben.") : 


I. Ist B,=0, so folgt aus (9), daB |B .|>0 sein mu8, und 
da gleichzeitig mit Ungl. (9) auch die durch Vertauschung von v 
mit » +1 daraus hervorgehende Beziehung besteht, so folgt analog, 
daB auch |B), ,|>0. Hs kénnen also niemals zwei konsekutive Nihe- 
rungsbriiche gleichzeitig sinnlos ausfallen. 

Daraus folgt insbesondere, da8 ein sinnloser Kettenbruch (mit lauter 
von Null verschiedenen Teilzihlern) durch Weglassung des letzten Teil- 
bruches oder durch Hinzuftigung eines beliebigen Teilbruches (mit von 
Null verschiedenem Zahler) bzw. durch beliebige Abdnderung des letzten 
‘Teilnenners *) in einen solchen tibergeht, der einen bestimmten Wert besitzt. 

Il. Ist B = 0, so mu8!4'|>0 sein. Hin Naherungsbruch kann 
daher immer nur in der Weise stnnlos werden, da8 sein reziproker Wert 
unzweldeutig gleich Null ist. 


§ 94. Transformation eines Kettenbruches in einen iguivalenten. — 
Herstellung eines Kettenbruches mit vorgeschriebenen Niherungs- 
briichen. — Die beiden Hauptformen eines Kettenbruches. 


1. Multipliziert man den m*" Teilzihler und Teilnenner und, falls 
m<m, auch den (m + 1)* Tesi des Kettenbruches: 


Qn Gn +1! a, 
(1) KK) 20, at ae ee ee a ee 

[mn | m-+1 | n 
mit einer beliebigen von Null verschiedenen Zahl c, so entsteht der 
Kettenbruch: 


1) Dieses Resultat kann auch folgendermafen ausgesprochen werden: Be- 


A A 
steht fiir irgendein m die Beziehung: miialsar ia ans 


m+ m 
Index » aus der Reihe 1, 2,---m-1 der Teilzdhler ¢,=0 sein, Aus Nr. 2 folgt 


sodann, da8 auch ftir alle nicht sinnlosen Naherungsbriiche mit héherem Index 
m-+-e gleichfalls die Beziehung gilt: 


» so muB fiir mindestens einen 


ea Q i. B m 
2) Die Vermehrung des letzten Teilnenners um eine beliebige Zahl & ist ja 


gleichwertig mit der Hinzuftigung des Teilbruches ce 
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a, | 


Ve ¢a,,| Coy 14 | a,| 
(2) | (K7) = bo a He woh Hoare, AN Wianlea 


dessen Niherungsbriiche mit cs, (vy =0,1,---) bezeichnet werden 
mogen. Man hat alsdann TOnaehot: 
(3) A =A) Bi= 8) fir: y= 0,1,---, m1; 

‘Dagegen wird: 


A’ =cb A ,+ca,A,,=cA 


m m T= m 


B= rs +ea B ,=cB, 
und analog: 
Bee CAN cB e Ch 
schlieBlich allgemein: 
(4) A’=cA, B=cB, fir: v=m,m+1,---n, 


wie sich durch vollstindige Induktion leicht bestatigen laBt. 
ae 
Hiernach ist jeder Na&herungsbruch B! gleichwertig mit dem ent- 
A; 
sprechenden = —— bzw. gleichzeitig mit dem letzteren sinnlos. 


Wir boaliginericrh nun die vorstehende Betrachtung in der Weise, 
daB wir ein analoges Multiplikationsverfahren auf jeden Teilbruch des 
Kettenbruches (K,) anwenden. Hs seien also c,, c,,+--¢, beliebige von 
Null verschiedene Zahlen, und es werde jetzt gesetzt: 

Cc c c€ 


— Uiping § 1 Wa : | Lim ss 98 = b,, | 
oy (k= by + eget eer ssa ear eR nT Ee jai 


\c, 0, Ant: yO, 


Fiir die Zahler und Nenner der Niherungsbriiche dieses Ketten- 
bruches ergeben sich sodann die Beziehungen: 


(6,) A, Te Ay, B, va B, 
(6;) A;=¢,A,, Bi = ¢,B, 
(6,) A, =¢0,4,, B, = c¢B, 


und schlieBlich allgemein: 
mee A 00.96 A Boa cies) 6 By 1) 26. py): 
wie wiederum mit Hilfe der Reicursionsforavelti fiir die A’, B’ durch 


volistindige Induktion leicht bestiitigt wird. 
Daraus folgt auch wieder, daB jeder der Nd&herungsbriiche 


4, Aa te: : 
g (vy =0,1,---mn) mit dem entsprechenden BR gleichwertig baw. gleich- 


zeitig mit dem letzteren sinnlos ist. 
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Man _ bezeichnet zwei n-gliedrige Kettenbrtiche (iy, (Ke), als 
dquivalent, wenn fiir die Zahler und Nenner ihrer Naherungsbriiche 
durchweg Beziehungen von der Form bestehen: 


(7) 42% =0.4?, BOZO. BY W=0,1) 


sodaB also entsprechende Naherungsbriiche gle:chwertig oder gleichzeiteg 
sinnlos ausfallen. Wir wollen eine derartige Beziehung zweier Ketten- 


briiche (a) und (i) durch die Schreibweise kennzeichnen?): 


(8) K) ~ (K\") (spr. uss dquivalent (xe) 
oder auch: 

| gO) gD) 
(9) gO Bo (v= 0,1,--- ). 


Auf Grund der obigen Definition sind also die in GL.(1) und (5) 
mit (K,) und (K’) bezeichneten Kettenbriiche &quivalent. Da sich 
(K’) in die Form b, + ae] setzen léBt, wenn man c¢, die Be- 


rn 


deutung von 1 beilegt, so besteht also die Beziehung: 


| Cy_1 ©, a, on a, i 
(10) b, +| S| ~ byt || 


1) Dabei ist offenbar, wegen: 


in jedem Falle: 


Zu setzen. 

2) Es erschien notwendig, fiir die ,,Aquivalenz“ zweier Kettenbriiche statt 
der von anderen Mathematikern hierfiir gelegentlich gebrauchten Bezeichnungen = 
oder ~ zur Vermeidung von Verwechslungen ein wewes Zeichen einzuftihren, da 
wir ja das Zeichen = als Identitdtszeichen (§ 91, Nr. 1, Gl. (1), S. 696), das Zeichen ~ 
zur Charakterisierung der infinittiren Ahnlichkett (§ 37, Nr.6, Gl. (43a), 8. 237) 
eingefiibrt haben, 

Es bedarf wohl kaum der Bemerkung, daB die beiden Seiten einer Beziehung 
von der Form (8) oder (9) vertauschbar sind und da8 ferner aus den Voraus- 


setzungen: 
()=(Ee)) (Be) =) 


(x)= (x), 


stets folgt: 
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sofern ¢,,¢,,-+:¢, ganz beliebige von Null verschiedene Zahlen bedeuten, 
waihrend c= 1 zu setzen ist.') 


2. Es verdient bemerkt zu werden, da8 der Inhalt der Beziehung (10) 
umkehrbar ist, sofern nur noch die Beschrinkung | a,| >0(v =1,2,-+- n) 


hinzugefiigt wird, d.h. jeder mit 6b) + a aquivalente Kettenbruch ist 
: ¢ 16,4, , : : 
dann in der Form enthalten: b, + J | (wo: cy) = 1, im tibrigen: 
|¢,| > 0). Be 
Dem Beweise schicken wir den folgenden Hilfssatz voran, der sich 
auch spaterhin noch als niitzlich erweisen wird: 


Es gibt stets einen es nur einen Kettenbruch b, + | ; 
dessen Néherungsbriiche B, fiir v=0,1,---n identisch sind mit 
beliebig vorgeschriebenen (eventuell auch teilweise sinnlosen) Bruch- 
symbolen aS = (v=1,2,---m), sofern die Zahlen A,, B, der 


Bedingung geniigen: 


(11) |2B,_,-A4_,8, |>0 (v~=1,2, ---,n).%) 
_ Re Ascot Fo AEE, 
Beweis: Um zuniachst die Forderungen B= 1" B=, zu be- 


friedigen, hat man zu setzen: 

(12,) by = A 

und sodann (wegen: A, =),b,-+a,, B, = ),): 

a, =A,—bd,, 0, = &,. 


(121) — OF ag GB,» 


——= 


1) Die linke Seite der Beziehung (10) 148t sich, wenn c,, wie die iibrigen c,, 
nur der Bedingung: | c, | > 90 unterworfen wird, auch folgendermaBen schreiben: 
by +e | 

0 vo 1 

oder auch ganz ohne Bentitzung von ¢, nach § 88, Nr. 3, Gl. (10a), S. 674, in der 
Form: saa eae 
C, a Lage Rad © 
°e a: e b,? c,b, |; 

Y—3 a, F 5 
2) Danach hat man also stets: =+-—-» und zwar in dem Sinne, daB 
By__4 By 


zwei konsekutive dieser Bruchbsymbole weder gleichwertig noch gleichzeitig sinnlos 
sein sollen. 


Pringsheim, Vorlesungen I, 8. 46 
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Angenommen nun, man habe fiir irgendein v > 2: 
(13)4.5—@ 4, = @ punts B= 8 
so foigt: 

(14) | A Be, 
dann und nur dann, wenn a, und b den Bedingungen geniigen: 
bd, ,+4,4, ,=A,, 0,8, +08, ,=B,, 


d.h. wenn gesetzt wird: 


(12) is ATL aa | a tile ya) hee a, By, _3—A,_9&, 
<a Ge ERP eS ae eee ra Z a 
s Qy__4 By ena Cy» Dy 4 4 Cia By are 9 By 4 
w = 2). 


Da diese Ausdriieke auf Grund der Voraussetzung (11) eindeutig 
bestimmte Zahlen vorstellen und andererseits die Gtiltigkeit der Bedin- 
gungen (18) fiir » =2 bereits feststeht, so ergibt sich zunachst die 
Richtigkeit der Beziehungen (14) fir v= 2, falls a, 6, gemaB den 
Gleichungen (12) bestimmt werden, und sodann durch vollstindige In- 
duktion in entsprechender Weise fiir jedes weitere » < n. 

Somit geniigt der durch Gl. (12,), (12,), (12) definierte Kettenbruch 


by + Le den verlangten Bedingungen, und er ist der einzige dieser Art. 


1 


3. Es werde jetzt angenommen, man habe: 


(15) ot | 2 | ee i und |a,|>0 fir v=1,2,---,n. 


ees A, 

Bezeichnet man wieder mit 57 baw. = (v =0,1,---, m) die Nahe- 

: Vv Vv 
rungsbrtiche dieser Kettenbrtiche, so folgt aus den Formeln (12), daB: 
16a? = —— ABA AB ge 
P Ayes Boge Ai, Bo ig Aye By» a. Ap gis fiir 

(17) Hes A, Bo A, By i es ge A,B, 3 Ae v2, 

f A, B,y_»—A,_9By_1-” ~=A,—1B, 34,3 B34 


Infolge der Aquivalenz (15) miissen nach GI. (7) fiir »y =0,1,---,m 
Beziehungen von der Form bestehen: 


(18) A;=CA, Be=C,B (wo: C, =1, im iibrigen | C,| > 0), 


1) Man bemerke, da8 diese Beziehung, sobald man die Q, & durch A, B 
ersetzt, keine andere ist als die in § 92, Nr. 2, S. 696, als Gl. (4) in der Form 


angeschriebene: 
A, ee A,_4 : 
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a 


soda sich durch Hinsetzen dieser Werte in die Ausdriicke (16) und 
Vergleichung mit den entsprechenden Ausdriicken (17) ergibt: 


, C, . / C, 
oi aa aaah te a,, b= Ge b, w= 2), 
anders geschrieben: 
(19) ase .¢0, b=¢eb (> 2), 
wenn fiir v > 2 gesetzt wird: 
apie 
(20) z — C,_,, also speziell: C, = ¢,. 
Da tiberdies aus (15) folgt: 

d. h. Sree ae 
ELD: ) | b= ,, 


und sodann: 
/ A 


1 


d. h. 


(19,) bb, + a; = ¢,b,0, + ¢,4,, bo =e b 


L-2 
/ 
also: a, = ¢,4,, 


so erkennt man schlieBlich, da{, wie oben behauptet, in jedem Falle: 


Gk Oe lye ly Oy be 
a x+lelae +(e | 
sein mub. 
Durch Zusammenfassung des vorstehenden Resultates mit demjenigen 
von Nr.1 ergibt sich also (mit Riicksicht auf die Willkiirlichkeit der 
Zahlen ¢,, ¢,,+++,¢,): 


n 


" 
Zu jedem Kettenbruche b,+ a gibt es unendlich viele 
1 


4 : , fe Cee COG 
thm dquivalente, ndmlich alle von der Form: by + poe 

1 
(wo c= 1), und zwar, falls durchweg |a,|>90, nur diese.*) 


/ 
1) Ist etwa a, =0 und m der kleinste Index, fiir welchen dieser Fall ein- 


tritt, so wird ja nach § 92, Nr, 2, Gl. (VI), S. 696: 

. A,B,_4—A 1 B,=9 

fiir jedes y>m und somit die Darstellung der a, durch Gl. (17) fiir vy =m +1 
simnlos. In der Tat wird ja in diesem Falle nach § 98, Nr.2 am Schlusse, 8S. 703, 


ye 


fiir »>m jeder nicht sinnlose Naherungsbrach — =—"—"*, sodaB also die- be- 


B, Bay 
sonderen Werte der Teilzihler fiir »>m und der Teilnenner fiir y= m, soweit 


sie nicht s¢nnlose Naherungsbriiche liefern, auf deren Weré keinerlei HinfluB tiben. 


45% 
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4. Da es bei den Anwendungen der Kettenbriiche im allgemeinen 
nicht auf die besondere Form der Naherungsbriiche, sondern nur auf 
deren Wert ankommt, so pflegt man jede Menge von dquivalenten 
Kettenbriichen als verschiedene Formen jedes einzelnen anzusehen, und 
man bedient sich auf Grund dieser Auffassung der Ausdrucksweise, es 
werde ein Kettenbruch durch Aquivalenz-Transformation in einen an-— 
deren (nur formal verschiedenen) tibergeftihrt. 

Unter den verschiedenen Formen, deren ein Kettenbruch in dem 
obigen Sinne fahig ist, wollen wir zwei als besonders niitzlich und 
wichtig hervorheben und als erste und zweite Hauptform bezeichnen, 
nimlich diejenigen, bei welchen samtliche Teilzihler baw. samtliche 
Teilnenner den Wert 1 haben. 

Um einen Kettenbruch durch Aquivalenz-Transformation auf die 


erste Hauptform zu bringen, etwa: 

a, | Sy mi 1 | U2 
(22) by + Fa by 4 oe ; 
was offenbar nur méglich ist, wenn durchweg |a,| > 0, hat man ledig- 
lich die oben mit c, (v= 1, 2,---, ) bezeichneten Hilfsfaktoren so zu 
bestimmen, dab: | 
¢,4,=1, ¢,¢,a,=1, ¢,¢,a,=1,---, ¢_,¢ 4, = { (v = 2, 8,---) 


y—1 
und findet daher zunachst: 


1 a, 1 as 
C; ecaKe, Cy =— Se >] Cs SS SS ee 
a, CMe. A: COs = OpGe 
und allgemein: 
# its Nat SO Foor ‘ = oe ( cu 23. in); 
2M Ag Ag ee Ay 2u+1 a, ig - si 


u Eee eed Gy pay 


sodaB sich fiir die Teilnenner 6) jener ersten Hauptform die Ausdriicke 
ergeben: 


u Oy Og sere 
b}=—-b, und: b,, = nish 
ay be Ay Uy s++ My, 2 
(23) 
tien oe Pepe TD 


b’ 


fe 
2+. ay dg sss yy —1%gyt1 2HEt 


1) Eine verwandte, gelegentlich mit Vorteil benititzte Spezialform von im 
librigen wesentlich geringerer Bedeutung gewinnt man, indem man _ samtlichen 
Teilzahlern den Wert —1 gibt, soda8 also etwa: 


n nr 
il 
Y dy ge 


Man findet alsdann ganz analog wie im Texte bei der Herstellung der ersten 
Hauptform: 
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Hinfacher gestalten sich die entsprechenden Formeln fiir die Transfor- 
mation eines Kettenbruches in die zweite Hauptform, etwa: 
ay |” a |” 
(24) a+ || a+ [2], 
Tcl | i 


welche im tibrigen nur anwendbar ist, wenn durchweg |b,| >0.° Zur 
Bestimmung der c, dient in diesem Falle die Beziehung: 


¢,b, = 1, also: c,=+ (v= 1, 2,-++n), 


sodaB sich ergibt: 
, a8 os , a, 

(25) . tie B. und fiir Was Chee Baye 

AuBer zur Herstellung der ersten oder zweiten Hauptform eines 
Kettenbruches kann die Aquivalenz-Transformation zuweilen sich vorteil- 
haft erweisen, um einen Kettenbruch in einen formal einfacheren tiber- 
zufiihren. Das ist insbesondere dann der Fall, wenn die einzelnen Teil- 
zahler und Teilnenner zunichst selbst in Bruchform erscheinen, Man 


findet auf diese Weise: 


ta 


a, 

> , 2 

a a, a) 4,a, 
(26) by -+ 7 co by + = 7 | 

ad 1 7 2 

ay 


und noch allgemeiner: 


a, 
(27) poe Nee, Ne Pat a ayy by_ Hay 
0 b, 0 ay b, a’ b, . 
by ‘ 


SchlieBlich sei noch bemerkt, daB man bei einem Kettenbruche von der 
Form: | , wo die a, b, beliebige reelle Zahlen bedeuten, durch eine 
ck: 


sehr einfache Aquivalenz-Transformation alle etwaigen negativen Teil- 
nenner in positive verwandeln, ihn also auf die Form bringen kann: 
é,, a 


faa , wo ¢ = -+1. Man hat zu diesem Zwecke nur zu setzen: ¢, = el 
v 1 | 


v 
by’ = (—1)"- bf (v=1, 2, +++ n), 
wo 6) die in den Formeln (23) angegebene Bedeutung hat, 

Der fraglichen Kettenbruchform, die bisher in wenig charakteristischer und 
leicht miBverstindlicher Weise als redwzierte Form bezeichnet wurde, kénnte im 
Rahmen der hier gewihlten Terminologie (bei der ja tiber die Bedeutung des 
Ausdruckes ,,reduzierte Form eines Kettenbruches bereits anderweitig verftigt 
wurde) etwa die Bezeichnung negative erste Hauptform beigelegt werden. 
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§ 95. Transformation eines Kettenbruches in eine iquivalente 
Summe hzw. ein iquivalentes Produkt und umgekehrt, | 


1. Angenommen, die Niaherungsbriiche des Kettenbruches 


b, 
'>0 fiir n>), so findet man mit Hilfe der Identitat?): 


K =K,+ = (Ki Ro) 
wud 


und der Differenzenformel (VII) von § 92, Nr. 2, 8S. 697: 


| A, y— Ay A+ GQ, 
(1) ve ne x (1) a Fe : 
m-+1 
also insbesondere, wenn die fragliche Niherungsbruch-Higenschaft schon 
fiir m = 0 besteht: 


eg Oe Oh a 
@) Bat CN Boe 


Vy 


(K )=b) + a haben fiir » > m (wo m => 0) bestimmte Werte (also 
ih 


|B, 


a 1 Ap hes -: 
se Ses 
b+ F Be Bp. Gop ae 


Es erscheint auf diese Weise der Wert des Kettenbruches dargestellt 
durch eine Swmme gewohnlicher Briiche. Diese letztere kann aber 
geradezu als dquivalent mit jenem Kettenbruche angesehen werden, in 
Zeichen: j 


a, es A) % yee ey ae 
. 6+] Rt DCD mere ee 
in dem Sinne, da8B auch jede durch Abbrechen bei irgendeinem Index 


y=m<n entstehende Teilsumme, wie aus der Art der Herleitung 
uumittelbar hervorgeht, denselben Wert liefert wie der entsprechende 


Naherungsbruch ae 


Ist durchweg a,|>0 (v=1, 2,---), so sind alle Glieder der 
Reihe (2) bzw. (3) von Null verschieden, Ist dagegen a,,,=0 und 
m der kleinste Index, fiir welchen dieser Fall eintritt, so bricht die 


Summe mit dem Gliede (—1)”°- a : ee pin Ubereinstimmung 
mit der friiher (§ 93, Nr. 2, Gl.(7), 5. 703) bereits festgestellten Tat- 

A . 
sache, da% in diesem Falle durchweg: att = gy (o= 1, 2,--- nm). 
ge EEN ee : m+ 0 oer 


1) Vgl. § 88, Nr. 1, FuB8note 1, 8S. 668. 


Nr.2. § 95. Transformation eines Kettenbruches in eine iquivalente Summe. 713 


2. Das Ergebnis der vorigen Nummer ist auch umkehrbar, d.h. zu 
jeder beliebig vorgelegten Summe JaBt sich auch ein (in dem oben an- 
gegebenen Sinne) ihr dquivalenter Kettenbruch herstellen. 

Versteht man unter K,, K,,--- &, beliebig gegebene Zahlen, 
welche nur der einzigen Beschrinkung: K, ,+- K, (v=1, 2, --- n) 
unterliegen, so liefert der in Nr. 2 des vorigen Paragraphen bewiesene Hilfs- 


% 


satz sofort das Mittel, even Kettenbruch 0, + | herzustellen, dessen 
M41 
Naherungsbrtiche die Werte K,, K vp? +, X, haben, namlich denjenigen, 


dessen Niherungsbriiche identisch sind mit den Bruchsymbolen ae 
(v=0,1,---,m). Man hat danach in den Formeln (12,), (12,), (12) 
des vorigen Paragraphen (S. 707/8) nur zu setzen: 


aA =K,, & =1 w=0,1,---n) 


und findet auf diese Weise: 


by) = Ky 
| a, = K, — &), tea 
(4) Kye Rs Key 
a= Teoma we b Re ee (y = 2,3, +++, 2).4) 


Ist nun eine Summe: Dk, mit beliebigen, fiir »>1 von Null ver- 


0 
schiedenen Gliedern gegeben und setzt man: 


ky th +:::-+kh =K, (v=0,1,---, x), 


80 folgt: 
K, pes eee: ae Ik. iG ae Fe eg ee Ba zt ky Aes Ee HS as ay boats 
und daher fiir 1<m<n: 
ky ae 
eee pe Sie Ria aR satel 
a E i+ ks 14+ ken 
k, kn —1 
also insbesondere: 
7 k 
n a be 
ki | k ky _1 
(5) See iar Bing th ae 
i) 1+ a a+ te 
bs ky 4 


1) Man hat also fiir » > 2: 
a b, =1—a,. 
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oder auch, wenn man mit Bentitzung der Formel (26) des vorigen Para- : 
graphen die Nenner der als Teilzahler und in den Teilnennern auf- 
tretenden Briiche fortschafft: 


ke | kg | : k, 9h y | kok, 
od", ly ce Bie he z WA can Th 


pa 


Man kann dieser wichtigen Beziehung noch verschiedene andere 
zuweilen niitzliche Formen geben. Setzt man in der Formel (5): 


1 
om ©,’ 80 geht sie zundchst in die folgende tiber: 


Le C, Cia | 
Sot ie Coy 
CO le Cn 

0, 1+—@ 


und hieraus ergibt sich durch Fortschaffung der Nenner innerhalb der 
einzelnen Teilbriiche: 


—— eee eG _ 


GC, 0, (JQ (@+G, 3 Oe 


(7) Sle ee Os 


Setzt man in Formel (5): k,=1 und fir v> 1: kh =h-+-h, 
k 
also: h, = ee (v > 1), so ergibt sich: 


(8a) 1+ She halt ih 


Die beiden Anfangsglieder dieses Kettenbruches gestatten noch eine 
merkwiirdige Umformung. 

LiBt man namlich auf beiden Seiten der Gleichung (5) das Glied k, 
fort und ersetzt » durch »-+ 1, so wird zunichst: 


: hy h, ie 
vk; feo Atl Ras ee a ie 
yi | ks ! ks | Keng 
0 +5 ieee See ce 


Setzt man sodann: 
k,=1 und fir v> 1: kh, =h---h,, 
so ergibt sich: 


GH) 1 Dh RS eka 


Nr.3. §95. Transformation eines Kettenbruches in ein iquivalentes Produkt. 715 


also fiir die auch in der Formel (8a) auftretende Summe ein dquivalenter 
Kettenbruch, der erst vom dritten Gliede ab mit jenem friiheren tiber- 
einstimmt.’) 


8. Um zu einem gegebenen Kettenbruche (K,) ein ihm dquivalentes 
Produkt herzustellen, hat man von der Identitét auszugehen: 


(9) Ki-K TT eo 
at : 


fiir deren Giiltigkeit nur erforderlich ist, da8 samtliche K, bestimmte 
Yahlen vorstellen und — allenfalls mit Ausnahme von K, — von Null 
verschieden sind. Da sodann: 

K, = 9 
und fiir vy > 1: 


so geht die Beziehung (9) in die folgende tiber: 


(10) Zo y Tl (4+ (-1)*. eo) 


Vv 


und da deren Giiltigkeit erhalten bleibt, wenn man durch jede kleinere 
natiirliche Zahl ersetzt, so findet man: 


a, aa n | ws pion G,M, °° a, 
(11) b+ |e] =e DDO + 1)". Fs ). 


Yl» 


” 


Ist umgekehrt ein Produkt von der Form: TT (1+ k,) vorgelegt, 
0 


dessen Faktoren — allenfalls mit Ausnahme des letzten — von 0 ver- 
schieden und — allenfalls mit Ausnahme des ersten — auch von 1 ver- 
schieden sind, und handelt es sich jetzt darum, einen mit diesem Produkte 
diquivalenten Kettenbruch herzustellen, so hat man zu setzen: 


(12) (1+) (1+h)---A +h) =K, @~=9,1,---, 0), 


wo infolge der gemachten Hinschrinkungen: 


K+ 0 | (= 0, 1,--- 0 — 1). 


K, ais Ks 
1) Es beruht dies schlieBlich auf der unmittelbar zu verifizierenden Identitat 
h, 1 
PORE Re Ie 


~ 
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Um sodann einen Kettenbruch: by + bees herzustellen, dessen Nahe- 
KK 
rungsbriiche die Form —* 


die a,, 6, wieder mit Hilfe der Formeln (4) bestimmen oder etwas 
schneller zum Ziele gelangen, indem man, von der Umformung eines Pro- 
dukies in eine Summe ausgehend, niimlich (s. § 85, Nr. 1, 8. 646, GL. ( 5)): 


eH b 


(v =0,1,---,) haben, kann man entweder 


(18) K,=1+h+ >K,_h, 
1 


auf diese Summe das in der vorigen Nummer gewonnene Ergebnis anwendet. 
Man findet auf diese Weise mit Beniitzung der Aquivalenzformel (5): 


: eo \o™~ a ¢,| C, | Lope n | 
(14) Bie TA )ST thet ita oe 
wo: k 


(14a) ¢,=(1+4))k, und fiir » S26 = (1h ae oe 


§ 96. Kontraktion und Extension eines Kettenbraches. 
1. Der Hilfssatz von § 94, Nr. 2, S.707, kann auch dazu dienen, 


um aus einem w-gliedrigen Kettenbruche b, + a , dessen Teilzihler a, 


6 
Vial 
von Null verschieden sind und dem ein bestimmter Wert zukommt, 
mm 
ay, | 
einen anderen mit geringerer Gliederzahl m, etwa b> + E | herzuleiten, 
* y 1 


der nicht nur den gleichen Wert besitzt, sondern dessen samtliche 
7 

Naherungsbrtiche (vy =0,1,---m) mit einer (bis auf gewisse Hin- 

schrinkangen) beliebig herausgehobenen folge von m-+1 Niaherungs- 

briichen 7° jenesm-gliedrigen Kettenbruches der Reihe nach tibereinstimmen. 


4 
Es werde mit p,, p,,--- p,, eine Folge wachsender ganzer Zahlen 
bezeichnet, und zwar sei p, =. Alsdann bedeuten die Ausdrticke 
ne “Im ine Fol + 1 (mit =" sehliehenden) Nab 
BB? + Hw «eine Folge von m+ 1 (mit — schlieBenden) Nahe- 
Be 2,  B 8 B, 


Pm 
rungsbriichen, welche nur den Bedingungen gentigen sollen: 


A 
Py pls 
Py 


aa, 
|Z, Ee ee Dae 5 


1) D.h, wieder (vgl. 8.707, FuBnote 2): zwei solche Bruchsymbole sollen weder 


gleichwerttg noch gleichzeitig sinnlos sein, soda8 also mit Rticksicht auf die Voraus- 
setzung \a, | > 9 und den Inhalt von § 93, Nr. 3, III, 8. 704, durchweg: 


Ay Bea Ay, Bye 
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Die oben gestellte Aufgabe ist dann offenbar gelést, wenn man setzt: 


A, 
2 | b= 
(29) cB 


c?) 


und im tibrigen die a, b’ (y=1,2,---,m) so bestimmt, dab: 


is Dior 
i By (vy = 1, 2, +++, mM). 


Mit Beniitzung des oben erwihnten Hilissatzes (S. 707, Gl. (12,) 
und (12)) ergibt sich also: 


A 
(2,) aj= A, — 3? B,, = B 


p t 
By P 


(2) ee en WE 


A, ade B,, my et Ay, —2 ee ant 


A B —A B 
hb’ Py Py—?Q Py—Q Py / D Q 
ya ga ay Ie Ae ey 
Py fe By st Py—2 Py—l1 


Dabei lassen sich a’, a, b’ auf Grund der allgemeinen Differenzen- 
J 1? y? v 5 


formel (VIII) von § 92, Nr. 2, 8.697, auch in die Form setzen: 


Sp eS 1 \%o Ba 1, = 
Gy Lye 0, 9+ a +1 B, 


0 


Ly ts + 1, Py 


/ = 

‘ aes Py—1—Py—g—1 a a a 
(o») a == ( |) ; +.3"p Shy at je ew B 
Py —3 Py—Q Py 1 Py—3g 7 1, Py —4 


3 


B 
ie oe Py—g+, Py 
P Os B 
Py—g+1, py—y 


a 


, dessen Teilzihler und 


Der m-gliedrige Kettenbruch + | 5 
vty 


Teilnenner durch die Gleichungen (2,), (2,), (2) baw. (2™*) definiert 
sind, oder jeder damit dquivalente') hat dann offenbar die im Anfange 
dieser Nummer beschriebenen Higenschaften und wird passend als ein 
aus dem Kettenbruche b) + P| durch Kontraktion hervorgegangener 
bezeichnet. a 


2. Als Beispiel fiir die Anwendung der vorstehenden Formeln 
2m 


wollen wir den 2 m-gliedrigen Kettenbruch: (K,) = by + pee in 


oh 


1) Man kann z. B. noch die in den a’, b’ (v»=1, 2, -++ m) auftretenden 
Nenner durch die in § 94, Nr. 3, Gl. (26), S. 711, angegebene Aquivalenz-Trans- 
formation fortschaffen. 
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; 


einen m-gliedrigen: b) + Ea »kontrahieren“, dessen Naherungsbriiche 


mit den Naherungsbriichen gerader Ordnung > Asy (y=0, 1, ---, m) 


tibereinstimmen.’) Man hat also in den aie Formeln der vorigen 
Nummer p, = 2v (v= 0, 1, ---,m) zu setzen und findet zuniichst aus 


(20); (2,): | ea 
(3,) O5 = ge los b, = B, = b,b, + a, 


und sodann aus (2"*) mit Beniitzung der Formel (III), §91, Nr.1, S. 692: 


, aie 
Oy Gy oe OAS 


B, 
a’ ee a a Be oe b’ moe Bey 3, 299 
—_-— ee sake Dany TE Moe Se ay te ee oe 
is ae ay a ee : Boy 3 gyeg = 
A Y= 2. 
ean a a Ag, oy xt 2y—2, 29 
See hme er ya ce As .9 $yoe 


Da nach § 91, S. 691, GL (il) A, =b,, im tibrigen A, , den 


Ay) 
Zahler der reduzierten Form von: (K pe co +4 eee sor 
stellt, also A,,_..,, denjenigen der reduzierten Fonte von: 


a i a Vv 
(Ks) = Day ig - an = , 
‘ . , | 2y—1 | ay 
so ergibt sich: | 
A, 2 ek b.; ire 2Qy ce b. 5) Ae ee oa bes 


Ele pF Oe (, 2v—2 O58 Le dye) b,, ap bee a, 
und daher: 
(3,) t= a; 0, 


b 
, 2y 
(3) Ge egg a Dyn 


(b2,9 boy 47 Gey —4) bo, +b, 9 Ge, 


b:,_9 


oo ee 


vy 


(v > 2). 


1) Dabei ist auf Grund der zweiten Bedingung (1) ausdriicklich voraus- 
zusetzen, dab durchweg: 
A, yv—2 A, A 
B, y—2 B 
Hierzu ist, wie ein Blick auf die Rekursionsformeln 
Ay, =b3,A9,_1+ %,,Agy_9 
By, = 55, Be,_1 +4, Bo,_¢ 
zeigt, erforderlich, da8 durchweg: 
| ba, | > 0 (y= 0, 1, +++, m). 


2y 


5 ie al 
ee Ne as 
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™ 


Der Kettenbruch: b/ + Ea , dessen Teilzihler und Teilnenner 
| a 


durch die Gleichungen (3,), (3;,), (3) definiert sind, hat dann die ver- 
langten Higenschaften. Durch Fortschaffung des den a’, b’ (v > 2) ge- 


meinsamen Nenners) b,,_, nimmt er schlieBlich die Form an: 


(4) | (K,,) = 2% 
eee a, b, a, a, 0, ee May 9 Fy Og, 4 Og, i 
b bs + ay” Pe, b 3 tag) b, +b, a, a. (bg y—9 52,1 + %y~1) by, + 02,249, 


und man hat, wenn man die Niherungsbriiche dieses Kettenbruches 


/ 


A} 
mit B bezeichnet: 


oe ee et 


- m)3) 


In ganz analoger Weise laBt sich auch der Kettenbruch: 
2m+1 
( LR) = by +L | 
1 


in einen m-gliedrigen b, sie ah pee rakioan dessen Niaherungsbriiche 


by’ 
A 
mit den Naherungsbriichen ‘inderader Ordnung ,—— —2"t* (v=0, 1, «++ m) 
B,, 1 


iibereinstimmen. Man findet (nach Fortschaffung der Nenner in den 


a’; Bo): 
: ” b, b, mm 
(6) (K") = 
a, a ve ‘ a 
+ ee = Serna tnePerasbiest | | 
a Back a) Bars (05,159 y+ 49 y) Coys at Ogy_4 Caytitty 
und hat sodann: 
si ~ Aavt1 


2v+1 
4? 


wenn die Naherungsbriiche von (K”) mit B? bezeichnet werden. 


1) Vgl. die Fufnote 1 auf 8. 718. 

2) Infolge der zur Fortschaffung der Nenner beniitzten Agquivalenz-Trans- 
formation sind ja die betreffenden Niherungsbriiche nicht mehr identisch, sondern 
nur dquivalent, sodaB also die Schreibweise (5) so viel besagen soll wie: 


A! = 0,4; 
Bie Gp Ree CSE): 
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Die vorstehenden Formeln vereinfachen sich sehr wesentlich, wenn 
die zu kontrahierenden Kettenbriiche in der zweiten Hauptform gegeben 
sind, etwa (indem man der Hinfachheit halber 6, = 0 setzt) : 


2m a 2m+1 
@ &)=[%], a0: @)=[2] GS EB. 
1 1 1 
Alsdann ergibt sich aus (4) und (6): 


Bees sg Ue al u Go y—1 4%, es 
ies 5 1G = ease 
2) (4, See ca. ee os ate faced 


und man hat wieder: 


u BBs Ay, ae A,, a 
(10) Vo, a eH 0, 1 
B; By, By Boys 4 


3. Ist ein m-gliedriger Kettenbruch (,) aus einem n-gliedrigen 
(K,) (wo: »>m) durch Kontraktion hervorgegangen und betrachtet 
man sodann diesen kontrahierten Kettenbruch als den ursprtinglich ge- 
gebenen, so kann man sich die Aufgabe stellen, aus diesem letzteren 
jenen mehrgliedrigen Kettenbruch herzuleiten, der in diesem Zusammen- 
hange als durch Latension erzeugt bezeichnet wird. Es handelt sich 
hierbei also darum, dem m-gliedrigen Kettenbruche (K’) mit den 


if 


Niherungsbriichen > (v = 0, 1, ---, m) einen n-gliedrigen zuzuordnen, 


Br 
A: 
bei dem in die Folge der (m+ 1) Naherungsbrtiche 5, ' an beliebigen 


4 


Stellen noch (w—m) weitere willkiirlich ‘race eingeschaltet 
sind. Und zwar gentigt es offenbar, diese Aufgabe fiir den Fall eines 
einzigen in dieser Weise einzuschaltenden Niherungsbruches zu lésen, 
da ja durch entsprechende Wiederholung des betreffenden Verfahrens 
die Zahl der einzuschaltenden Niaherungsbriiche nach Belieben ver- 
mehrt werden kann. 

Der urspriinglich vorgelegte Kettenbruch pe wieder mit 
ey b, ae "| (wo durchweg: | a, | > 0), mit (v= 0, d+, ) 


i 
die Folge seiner Naherungsbriiche bezeichnet. Bedeutet sodann C’” eine 


(bis auf eine sogleich noch anzugebende Beschrankung) beliebig vor- 


geschriebene Zahl, so soll ein (n + 1)-gliedriger Kettenbruch (A ay 


ay n+-1 
=b, + ee | hergestellt werden, fiir welchen die Reihe der Naherungs- 
Hoan 
briiche, nimlich: | 
BSA oe gga AG Ae ea 


ee ea ee ov ular 
Bee Bre ae Sw Ber gS. Bie ? B’ : (m > 1) 


ae See ES BD 
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mit der foleenden tibereinstimmt: 


Asia: A m—1 A, 
as an By eee =¥ eee i, 4) 9: RE nee 
a; B, Bi Te— 1 Lb y, 
Dabei soll C’ nur der Beschrinkung et As von a nd na 
m—t1 m 


verschieden zu sein.) 
Zunachst ist unmittelbar ersichtlich, da8 fiir »<m—1: 

(11) a=, b’=b.. 

Die Abweichung der a’, b’ von den a,, 6, beginnt also erst bei 
y=m. Setzt man: OC’ = os wobei wir uns die besondere Auswahl 
der ja nur bis auf einen ganz willktirlichen gemeinsamen Faktor be- 
stimmten Zahlen A’, B’ noch vorbehalten, so folgt aus den allgemeinen 
Formeln (12) des Hilfssatzes von § 94, Nr. 2, 8. 708, fiir » > 2: 


/ / / ¢ / 
g= — A; , By Alar Be i A, Be og Aes 2 By 
= al gy Pp ae, ? 
v ? F aor / F ay Fate TSP SW, 7 
AG ay Dy ET ang ay Mat Ay 128; —2 Ane, 45 la 


A a Agar ee Ae ae 
ithe = Re By, = (fiir 
vy >m) und mit Bentitzung des Differenzensymbols A, (§ 92, Nr. 2, 
Gl. (3), S. 696): 


also mit Riicksicht auf die Beziehungen: 


~ A Bene shee ey , A’ B93 — Am —s B’ 
a —_—_ — i = a > 
a ae 35. Dr Fetes (m > 2) 
lin? Ag hn, Ae 
( 2) 4 oe ere amy da Ramee AE aa i Be ao ae pinay Hace we drene ap (m coat 1) 
, Woe RY Am+1 b’ An 1 BoA Bi 
“m3 A,, B’— A’ By! iii A,, B’ — A’ Bn, 


Weiter erstreckt sich der EinfluB der Zahlen A’, B’ auf die Bil- 


dung der a’, 6’ nicht. Denn man hat: 


f a’ Am +e Bn ti— An +1 Puta a 
at Be An t1Pn—4nBn+1 Bt eae 
1? ae Anta Pin— 4m Pmt2 4 
Yin -+3 A,41,8 ARB ets ON 
und in dieser Weise fortschlieBend allgemein: 
(13) Gn, O,, ee, (v=m+2,m+3,---2). 


Der Unterschied zwischen dem urspriinglich gegebenen und dem 
»extendierten“ Kettenbruche beschrinkt sich also darauf, da8 an die 


a a . . . se 
Stelle der zwei Teilbriiche: a a diejenigen drei treten, deren Zahler 
eee m ~m-+1 


“der gemachten Voraussetzung | @, | > 0 


A ai An 
1) DaB B,, re 
(nach § 93, Nr. 55 hiss 704). 


eee oe 
° ’ 


) 
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und Nenner durch die Gl. (12) vollstindig definiert sind, sobald man 
noch tiber die bis zu einem gewissen Grade willktirlich gebliebenen 
Zahlen A’, B’ verfiigt, z. zB tem man setzt; A’=C, B = 1. In 


es : alle ist offenbar - C", wihrend bei jeder anderen (der Bedin- 


Boi 


A / 
gung = C’ geniigenden) Wahl nur ET und der resultierende 


Kettenbruch dem zuvor gewonnenen dquwivalent ausfallt. Unter den 
hiernach vorhandenen Méglichkeiten verdient eine ausdrticklich hervor- 
gehoben zu werden, bei welcher der extendierte Kettenbruch eine 
besonders einfache Form annimmt. 

Dividiert man Zahler und Nenner des in (12) angegebenen Aus- 
druckes fiir a ,, durch B’, so folgt: 


(14) @41.,=; Seen J) also: (15) (! = 4m So 
1 Sa Ps heey ar) B,—By—1%m41 


Hiernach steht es frei, unter der Voraussetzung, da unter a, die 
durch Gl. (14) definierte Zahl verstanden wird, zu setzen: 


(16) ie A Ag Og 
PE a Rie a: 


soda8 sich weiter ergibt: 
(ee mee. 


UME = ire = Ded, m+1° 
Durch Einsetzen dieser Ergebnisse in die Ausdriicke (12) folgt sodann: 
Poe em 
Om ONG ps 
oa a4, | © $92, Nr. 2 GL (4), 8. 696) 
Gn +2 a Coen eh 
Aim On+1 Amt 
de _ Am Bin—s—Am—2 Bm —(4m—1 Bm—3— A,,_2B 3 Oma 
ae An—1 
(18) = b, Catt 
A 
b’ pas ae 1 
m-+1 Ao 
b’ Ant 1 Bm Am Bngi1— Am41Bm—1—4m— 1 Bint 1) nt i 
nea? Am Cn + 1 
Ant 
a a’ a so Di 1. 
m-+1 
1) a’? Hes (und tibrigens auch b/, 2) hiingt also nicht yon den Hinzelwerten, | 


A’, B’, sondern nu 2 ose 
onde r von’C’ ab, im "Gegensatz zu a, , One) Ons Omar 


PRL se ees 
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Die fiir a’, 6” gefundenen Werte gelten mit Riicksicht auf das erste 


. Gleichungspaar (12) zunichst nur fir m>2. Im Falle m=1 tritt 


mit Bentitzung der Gleichungen (12,) von § 94, Nr. 2, 8. 707, an 
die Stelle dieses Gleichungspaares das folgende: 


geet cans ! oe yo 
a= A'—b,B', b/=B’, 


und da andererseits die Gleichungen (16) in diesem Falle die Form an- 
nehmen: _ 


A'=A,— A,a;=b,b, + a,—b a. B'= B,— Bia, = b, — aj, 


02) 
so findet man: 
, / / 
(18,) a=, b= oe Gs 


d. h. genau dieselben Werte, die sich aus (18) fir m= 1 ergeben 
wiirden. 

Schreibt man schlieBlich noch der Hinfachheit halber a’ statt 
a@,.4,, 80 kann das yorstehende Ergebnis in foleender Weise aus- 
gesprochen werden: 


n 


Ersetzi man in dem Kettenbruch: b, + EB (wo: |a,|>0) mit 
A vty 


A 
den Niherungsbriichen =" (v =0, 1, --- mn) die beiden Teil- 


ee B, 
briiche: 
a, a : 
= [4 tnt (wo: l1<m<n) 
m \Om+-1 ae 


durch die drei folgenden: 


Ant | 


(19) 


m—1 


A 
und C eine ganz beliebige, nur von } a verschiedene Zahl 
m 


tS pea 
/ 


A 
bedeutet, so geniigen die Ndherungsbriiche os des auf diese Weise 


entstandenen IKettenbruches den Beziehungen : 


A, A, f A’, At a 
(20) a7 = 3 (vXm—1), = OHH=FR (v=m+1,m+2,---,n+1). 
Vv v ™ Vv y—1 


Der Vollstandigkeit halber sei noch bemerkt, daB ein analoges 
Ergebnis auch fiir den Fall m= 0 besteht, wenn es sich also darum 
Pringsheim, Vorlesungen J, 3. 47 


~ 
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handelt, einen Naherungsbruch mit beliebig vorgeschriebenem Werte C 


A 
nicht in die Folge der ce einzuschalten, sondern ihr yorauszuschicken. 


Man hat alsdann die beiden Anfangsglieder: 


(21a) by + et 
durch die drei folgenden zu ersetzen: 
aad 
(21b) Onan tiem i |, wo: a'=d,—O, 
| pease 


wie sich (Ahnlich wie im Falle m1) durch entsprechende Moditika- 
tion der Gleichungen (12) ergibt, tibrigens auch leicht durch direkte 
Ausrechnung bestatigt werden kann. 


§ 97. Unendliche Kettenbriiche. — Konvergenz. — AuBerwesent- 
liche und wesentliche Divergenz, — Unverinderlichkeit des 
Konvergenz- und Divergenzcharakters hei Aquivalenz-Trans- 
formationen. — Verwandlung unendlicher Kettenbriiche in 
iquivalente Reihen oder Produkte. 


1. Aus zwei beliebig gegebenen unbegrenzt fortsetzbaren Zahlen- 
folgen: 


kann man zunichst rein formal den ,,wnendlichen“ d. h. unbegrenzt 
fortsetzbaren Kettenbruch bilden: 


K \=b at | a | 2 a, | . 

(1). ( J=ht ete te E ee ; : 
| Vv 

ktirzer geschrieben: 
(2) bit ed oder nach Bedarf: 6, + oe vee ee) : 

V_S4 1 Om ¥im+t4 
Bezeichnet man sodann wieder mit: 

AoA. A 
pI eye ees oder auch: By B vias B Petes 

die reduzierten Formen der -Kettenbrtiche (K,), (K,),---, (K,), -++°° ; 


welche entstehen, wenn man den Kettenbruch (K,) beim Index 
y=0, 1-++ mM -ee? abbricht, anders ausgesprochen die Ndherungs- 


ae 
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ig te Ca ree 4 Maem (Sco Ordnung des wnendlichen Ketten- 
bruches (K,)}, so hei®t der letztere konvergent und K sein Wert, in 
Zeichen: 

(3) b, + ay =K buw. (K.)=K 


v1 


A 
wenn > fiir m —> oo einen bestimmtcn Grenzwert K besitzt, wenn also: 


n 


(4) lim K,= lim == K 


n> «2 n> 7) 


und K eine bestimmte Zahl vorstellt.') 

In jedem anderen Falle heiBt der unendliche feetiantrunh diver- 
gent. Dabei soll er als auferwesentlich divergent bezeichnet werden, . 
wenn die Folge der reziprok genommenen Niherungsbriiche den Grenz- 
wert Null besitzt, wenn also: 

| B 
(5) lim —~= 0. 


A. 


A 
n—-> oo nr 


— 


A 
Dieser Fall tritt offenbar insbesondere ein, wenn lim == oo (d. h. 


A, MEE 
wenn lim |= IB, = oo), wenn also, wie man in diesem Falle sagt, der 
n> 


Re techisial “nach Unendlich dwvergiert; aber auch dann, wenn unter 
den Naherungsbriichen wnendlich viele sinnlose (mit nicht verschwinden- 
den Ziahlern*?)) vorkommen und nur die Folge der iibrigen nach oo 
divergiert, ja selbst, wenn von irgendeiner Stelle ab alle Naherungs- 
briiche simnlos (mit der angegebenen Beschrinkung) ausfallen.*) Hs 
1a8t sich leicht zeigen und wird im nichsten Paragraphen noch deut- 
licher hervortreten, daB solche auferwesentlich divergente Kettenbriiche 
noch eine gewisse Verwandtschaft mit den konvergenten besitzen. 

Nach dem Satze von § 91, Nr. 4, S. 694, FuBnote 3, stehen zwei 
Kettenbriiche von der Form: | 


A 
1) Hiermit ist schon implizite gesagt, da8 die Na&herungsbriiche Ae zum 


Vv 
mindesten yon einer gewissen Stelle ab bestimmte Zahlen vorstellen miissen. Da- 
gegen liBt die gegebene Konvergenzdefinition sehr wohl die Méglichkeit offen, 
daf die Folge der Naherungsbriiche eine beliebige endliche Anzahl sinnloser ent- 
halten kann. 

2) Diese Bedingung ist allemal von selbst erftillt, wenn SusS eRe, | a, | > 0: 
vel. § 93, Nr. 8, III, 8. 704. 

3) Dieser Fall kann nach § 93, Nr. 8, lI, 8. 704, niemals eintreten, wenn 
durchweg |@,|>>0, wohl aber, wenn mindestens ein a,=0 ist (8. a. a. O. Nr, 2 
und § 99, Nr. 4, S. 746). 
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b | wl * i al 
So MGs | ed 
: ls i E b, 1 
in der Beziehung, daB die N&herungsbriiche des einen die rezuproken 


des anderen sind. Wenn also einer der beiden gegen den von Null 
Ee ees Wert K konvergiert, so konvergiert der andere gegen den 


Wert 5° Wenn dagegen der eine nach Null konvergiert, so ist der 


andere he ni divergent, und wmgekehrt.*) 
a,” : 
Wenn nun andererseits der Kettenbruch 0, + Fa (wo |a,|> 0) 
Vist 
auperwesentlich divergiert, so gilt das gleiche auch von dem Ketten- 


by y y 


A; 
ersteren wieder mit B. die des letzteren mit B? so hat man nach 


SOL, Nro2 fir yt: 


bruche E “ . Denn bezeichnet man die Naherungsbriiche des 
2 


A, bo Bl+ady 
Bik pee 


und somit zum mindesten fiir hinlanglich groBe v (ftir welche ja auf 
Grund der Voraussetzung | A,| >0 sein muB): 


tA 
B; a,B ae B, Oy 


Vv Vv 1 —by B, 
4, 
also: 


, 


: B 
lim —%— (), wenn: lim eee 0. 


Y>oQ y y>o y 
Analog erschlieBt man umgekehrt aus der auferwesentlichen Dwergenz 
ico) a ie 2) 
you Ex | , falls |a,| > 0, diejenige von bt | al 
Durch Anwendung der zuvor gemachten Bemerkung ergibt sich 
also der folgende Satz: 


Litga. 
1) Statt des Kettenbruches Es 5, | kann man auch den durch Multiplika- 
0 v 


tion mit einer beliebigen von Null verschiedenen Zahl a, daraus ge ye 


a," a, 
cal einftihren. Ist alsdann by + Es [ = K=- 0, 60 me ne E ‘| -z 


Vv 


are a, 
puso wiirde aus Ei = K’ +0 folgen: bot| a ap =. Im Falle K=0 
VIO b, 


bow. K’=0 erleidet die entsprechende Aussage des Textes keine Anderung, 


~*~ 
news Be 
tics) aur ger i lag 


it ee tars > a 
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I. Ist der Kettenbruch ag lz , wo |a,|>0, (also auch 
Wes. 7 


r? ap hah, 
der Kettenbruch Ex 3, | ) auBerwesentlich divergent, so 
1 Vv 2 , 


a feo) 
konvergiert b+] 5 nach Null, und umgekehrt. Ist der 
letzigenannte Kettenbruch au Berwesentlich divergent, so kon- 
vergiert Ex | nach Null, also i+ | 5 | nach dem 
1 v 2 1 


y 


Werte b,, und wumgekehrt. 


Bezeichnet man einen unendlichen Kettenbruch, von dem nur 
so viel feststeht, daB er entweder konvergiert oder auBerwesentlich diver- 
giert, als hdchstens auBerwesentlich divergent, so folgt noch: 


a ic.2) 
II, Ist der Kettenbruch 6, + 5, | hochstens auPerwesent- 
vy 
lich divergent, so ist entweder er selbst oder der Kettenbruch 


a fo-2) 
b+ 1, | konvergent. 
V¥J2 


Jeder unendliche Kettenbruch, der weder konvergiert noch aufer- 
wesentlich divergiert, soll wesentlich divergent heifen. Diese Be- 
zeichnung findet also insbesondere Anwendung, wenn die Folge der 
Niherungsbriiche mehrere Héufungsstellent) besitzt, in welchem Falle 
der Kettenbruch auch als oszillierend bezeichnet wird. Hin anderer 
Fall von wesentlicher Divergenz wiirde ferner dann eintreten, wenn der 
Kettenbruch wnendlich viele sinnlose Naherungsbriiche liefert, ohne daf 
diese selbst sowie die Folge der etwa noch tibrigen Niherungsbriiche den 
oben fiir die auSerwesentliche Divergenz geforderten Bedingungen gentigen. 


2. Wir bezeichnen zwei wnendliche Kettenbriiche b, + a und 
1 


a’ ie.@) v 
bo-+ | als dquivalent, in Zeichen: 


Lae 


v 


ay a,|~ 
(6) B+ |e] 8+ [FI 
Y dy 1 


1) Mindestens eine dieser Haufungsstellen muB offenbar eine endliche be- 
stimmte Zahl sein, da ja in dem vorliegenden Zusammenhange Limites mit dem 
absoluten Betrage +00 und verschiedenen FEinheitsfaktoren-als eine eimnzige 
Haufungsstelle anzusehen sind (vgl.§ 78, Nr. 4, Gl. (24), 8.566). Besteht z. B. der 
Kettenbruch aus lauter reellen Zahlen, und besitzt die Folge der Naherungsbriiche 
nur die beiden Limites —oo und +00, so gelten diese hier nur als eine Haufungs- 
stelle oo (ohne Vorzeichen). In der Tat ist ja der fragliche Kettenbruch auf 
Grand der gegebenen Definition nur als auferwesentlich divergent anzusehen. 


f 
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wenn b, = 6, und fiir jedes m= 1, 2, 3, ----- die Beziehung besteht: 


77 


a, og a, 
: cf =o 


n 


1 


Auf Grund des Satzes von § 94, Nr. 3, 8.709, ist dann ins- 
besondere: 


LC ete C,, a, a 1 a, “ 2 oe c 
(8) b5- aS] ~bd,+ B (wo: c,= 1, im tibrigen: |¢,|>0), 
vy YY 1 1 ‘ 


1 


: ae ; ay? 
und wmgekehrt ist, sofern nur durchweg | a, | > 0, jeder mit 6) + lee | 
vat 


C CC @ae 

(pt Ut 1 7] / 
yen entea tee. 
q Vv 1 


Des weiteren ergibt sich, daB zu jedem umendlichen Kettenbruche 


diquivalente Kettenbruch in der Form 6) + j 


ie 
by + Ea , fiir welchen durchweg | a,|>0 bzw.|6,| >0(Ww=1) em 
a8 : 
und sur ein ihm dguivalenter von der Form 0b) + Ea bzw. 
1 Yi 
Oona a existiert, welcher wiederum als dessen erste baw. eweite Haupt- 
1 


form bezeichnet werden soll (s.§ 94, Nr. 4, 5.710). Dabei sind die 
b bzw. a; wieder durch die a. a. O, angegebenen Formeln (23) bzw. (25) 
bestimmt. : ee 
Da infolge der definierenden Beziehung (7) entsprechende 
Niherungsbriiche zweier dguivalenter unendlicher Keitenbriiche stets 
gleichwertig oder aber gleichzeitig und in gleicher Art simnlos sind, so 
erkennt man unmittelbar, daB zwei solche Kettenbrtiche stets gleich- 


zeitig konvergieren bzw. gleichzeitig divergieren. Und zwar besteht im — 


Falle der Konvergene die Gleichung: 


(9) bee lel a ee 
Leh y—i 


in dem Sinne, daB ihre beiden Seiten ein und dieselbe bestimmte Zahl 
vorstellen; waihrend im anderen Falle die beiden Kettenbriiche nicht 
nur iberhaupt gleichzeitig divergieren, sondern  vdllig gleichartig 
divergieren. 


8. Analoge Verhiltnisse ergeben sich bei der Ubertragung der 
Transformation in dquivalente Summen oder Produkte auf umendliche 
Kettenbriiche. Sind die N&aherungsbruch-Nenner des unendlichen 


7 + 
fine ale Rey 
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Kettenbruches b) + a fiir »v > m durchweg von Null verschieden, 
VL 

so hat man nach § 95, Nr.1, Gl. (1), 8. 712, fiir jedes n > m: 


(10) b, +: la rie oes a ear E em Pay Ci, eo a 


m+1 
bzw. in dem besonderen Falle m= 0: 


a," Pe nas eh oe 
(11) by + al =, + BEG Dy phan 


Wenn also durchweg |a,|>0O und der Ketienbruch konvergiert 
(in welchem Falle ja verschwindende B, nur in endlicher Anzahl vor- 
kommen kénnen), so gehen auch die rechtsstehenden Summen fir 
nm —>co in konvergente Reihen tiber, und umgekehrt wiirde aus der 
Konvergenz dieser Rethen auch diejenige des betreffenden Ketienbruches 
folgen. Man hat also in jedem dieser Falle: 


> a, 2 are het BE, | a, 22+ a, 
va ln a Yaa 
m-- 1 
bzw. 


(13) bot | mE ga > (13 ies 


und zwar im Sinne der ,,Aquivalenz“ von Kettenbruch und Reihe, d. h. 
so, daB fiir jedes m > m bzw. n > 0 die Beziehung (10) bzw. (11) statt- 
findet und daher das Gleichheitszeichen in Gl. (12), (13) auch durch 
das Zeichen ~ ersetzt werden kann. 

Gleichzeitig mit dem Kettenbruche divergieren auch die betreffenden 
Reihen und wmgekehrt. Bei der ersten dieser Aussagen wird voraus- 
gesetzt, daB die Divergenz des Kettenbruches nicht mit dem Auftreten 
unendlich vieler sinnloser Naherungsbrtiche verbunden ist: in diesem 
Falle wird die Méglichkeit der Gleichungen (10), (11) von vornherein 
hinfallig, und die betreffenden Reihen werden sinmnlos. 


4. Geht man statt von der Umformung eines Kettenbruches in 
eine fiquivalente Summe von dem umgekehrten Prozeb, also von den 


Formeln (6)—(8b) des § 95, 8. 714, aus, so ergibt sich fiir » —+ oo: 


= k, k. te k 
(14) Shak t |p Fi Kock fee sade ( ki eat fiir vy > 1) 


ay se=5+ la? eet 
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oo h h, = 
(16a) eb vhidy et byeed | he a 
2 sia! 1 +h, |, 


1 h, " 
(16b) ae = i7h, | 


in dem Sinne, daf fiir jede noch so groBe an die Stelle des Zeichens ao 
gesetzte Zahl » die betreffende Aquivalenz besteht'); daB ferner gleich- 
zeitig mit der unendlichen Reihe auch der entsprechende Kettenbruch 
konvergiert bzw. gleichartig divergiert, und daB im Falle der Konvergenz 
jene Aquivalenzformeln durch Gleichungen ersetzt werden kénnen. 


Beispiele. 1) Wir fanden frtiher (§ 59, Nr. 3, Gl. (9), S. 415): 
Deka see <= Ig 2. | 
1 


Um diese Reihe und somit lg 2 in einen Kettenbruch zu verwandeln, 
hat man in der Formel (15) zu setzen: 


c= 0, im tibrigen: C,=(—1)'"*- », 
sodaB sich ergibt: 
T 1: 27! yrs | 
lg 2 ee 
ge | 1 Pett ae 
Pi ree 4 y?| 
Sey age 2) 


2) Es ist (s. § 83, Nr. 4, Gl. (26), S. 204): 


| > q 
1+ Ep res 
1 


Setzt man daher in den Formeln (16a, b): 


so findet man nach Wegschaffung der Nenner in den Zahlern und 
Nennern der Teilbriiche: 


(17a) — ae a er ea Ne _—_— eesee 
ee ee Neen Pied 
(17b) Si ie 1s oe ee ye 


1) Daraus folgt insbesondere, daS ein solcher Kettenbruch memals sinnlose 
n 


Néherungsbriiche besitzen kann, da ja >? k, stets eine bestimmte Zahl vorstellt. 


0 
2) Die (auf Grund der Herleitung bereits feststehende) Konvergenz dieses 
Keitenbruches folgt auch aus dem Kriterium (V, B) des § 102, S. 767, und wird 
dort ausdrticklich als Beispiel angefiihrt. 


7 
v 
of 
Se 
a 
R 
ie 
1 
ms) 
BY 
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Aus diesen Kettenbruchdarstellungen der Zahl e wiirde nach einem 
spiter mitzuteilenden Satze (s. § 109, Nr. 3, 8.776) unmittelbar deren 
(in § 33, Nr. 4, 8.205, bereits anderweitig bewiesene) Irrationalitat 
folgen. 

3) Eine andere merkwiirdige Kettenbruchdarstellung der Zahl e 
pFeAD sich aus der Lp etal aS 


tt Ses 


welche mit den hier zur Verfiigung stehenden Hilfsmitteln am ein- 
fachsten in folgender Weise hergeleitet werden kann. Bezeichnet man 
die Summe der obigen Reihe vorliufig mit s, so findet man mit Be- 
niitzung der Cauchyschen Multiplikationsregel: 


e-s=(1 + >) (1 Oe 1)’. =) = Se 
1 L 0 


und ftir vy > 1: 
1 


1 1 1 1 , oie yk 1 j vy 1 
eee eae 8h yal i... Goat thy eat oe 
1 v) yp! py—1 yp! 1 
eal eiles ied tte as Giphs eaiyine oe 
1 yas 
=F (1-@, + @r— + C1), + Cn")? 
1 f v 


sodaB also: 
: —1 
Oe iSial bk SOMIL 6 =e 4 


Setzt man hiernach in der Formel (16a): 
h, =— “ (vis= 1, 2,3, -+- +: ¥ 
so ergibt sich nach Wegschaffung der Nenner in den Zahlern und 


Nennern der Teilbriiche: 


Oy a 1 | 2 | Tigiics 
1 toa tS al tip re Ponies : 
Hieraus durch Subtraktion von 1, Multiplikation mit —1 und Uber- 
gang zum reziproken Werte: 


é 


1) 8. § 14, Nr. 4, Gl. (5a), S. 89. 
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durch nochmalige Subtraktion von 1: 


1 
Ca 


raqtet: a aE a eieuten'y 


und schlieBlich durch nochmaligen Ubergang zum reziproken Werte 
und Addition von 1: 


e= 2+ alte. Copa ead 2) 
5. Die friiher gefundene Formel fiir die Umwandlung eines end- 


lichen Kettenbruches in ein Produkt (§ 95, Nr. 8, Gl. (10), S. 715) 
gilt auch fiir 7 —+ ov, also: 


(18) by + Fe] = by Al (1 + (— ier 5 2 : = ) 


unter der Voraussetzung, da8 fiir vy > 1 durchweg: A, 4 j)20 eo 


und zwar gilt sie wiederum in dem Sinne, daB Aquévalenz besteht, 
wenn man das Zeichen oo durch jede pene Zahl » ersetzt; daB 
ferner der Kettenbruch konvergieri, wenn das unendliche Produkt kon- 


vergiert oder nach Null divergiert?) und umgekehrt, da8 in jedem dieser 


Falle das Aguivalenezeichen durch ein Gleichheitszeichen ersetzt werden 
kann und da schlieBlich, abgesehen von dem Falle der Divergenz des 
Produktes nach Null, Produkt und Kettenbruch auch Seley und 
gleichartig divergieren. 

Das analoge gilt beztiglich der Formel fiir die umgekehrte Operation, 
also ftir die Umwandlung eines Produktes in einen iAquivalenten 
Kettenbruch (a. a. O. 8. 716, Formel (14)),- d. h. man hat in ent- 
sprechendem Sinne, wie die Formel (18), die folgende: 


1) Danach besteht neben der im Text bentitzten Kettenbruchdarstellung von 
e ‘auch die folgende: 
| Spal A 
aay ee We ly P 
welche man auch direkt gewinnen kann, wenn man die zugrunde liegende Reihen- 
entwicklung auf die Form brinet: 


-> ce 1 
ne 


€ 


und die Formel (16a) in der Weise anwendet, daB man das Anfangselied 1 auf 


beiden Seiten wegli8t und setzt: 


1 : ~ 
h, eK oe UL Wee 


yt 
2) Vgl. § 80, Nr.-3, 8.619. 


SE eo” 


ae 
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io) is c, ¢, a 
(19) iid) (1 +hy@i+h,+ Fae ss) 


wo: 


64=A+h)kh, ¢=A+ Bets) he (v > 2), 


unter der Voraussetzung, daB fiir one n: 
5 1 at hk) ay 
LT ») +f] (1 + k,). 


§ 98. Verhalten von Kettenbriichen bei Weglassung vou Anfangs- 
geliedern. — Bedingte und unbedingte Konvergenz. 


1. Das additive Anfangsglied }, tibt offenbar keinerlei HinfluS aut 
die Konvergenz oder Divergenz des Kettenbruches b, +- ef , da ja jeder 
seiner Niherungsbriiche von dem entsprechenden des Kettenbruches 


i> 2) 
a, “ ° ” . é : 
ce sich immer nur um diesen Summanden 6, unterscheidet. Beide 


Vv 


Kettenbriiche sind also entweder gleichzeitig konvergent oder gleichzeitig 
divergent und besitzen im letzteren Falle auch vollig gleichartigen Di- 
vergenzcharakter. | | : 

Dagegen fanden wir in Nr.1 des vorigen Paragraphen, da. der 


Kettenbruch 0, +| ah (auBerwesentlich) divergiert, falls 6 ot! s “| gegen 
2 


den Wert 0, Lonvergiert. Es zeigt sich hier also die von dem ent- 
sprechenden Verhalten konvergenter Reihen oder Produkte vollig ab- 
weichende Erscheinung, daB ein konvergenter Kettenbruch lediglich durch 
Weglassung gewisser Anfangsglieder in einen divergenten tibergehen 
kann. Wir wollen daraufhin jetzt allgemein untersuchen, was sich 
unter der Voraussetzung der Konvergenz des Kettenbruches 0, +(e) 

y| 


{ 


tiber alle méglichen Kettenbriiche - von der Form 0, +e AF (m= 1) 
aussagen laBt. potions 

Setzt man in den Formeln (V) von § 92, Nr.1, 5.696: v=m—1, 
v-+o=n, so nehmen sie die Form an: 

A Ae AL tak 

@) be rs Minned SACRE Sy ait 
Multipliziert man die erste Gleichung mit B,_, baw. B,_,, die zweite 
mit A, bzw. A, so folgt durch Subtraktion: 


n—1?~— 


SBA =A. A 


n As 
MT bead coduhaal Mhecta Mobi): 


m,n” m-—2 


m—2 —2 } if 
pes eon | wo: i= 4, ,B —A ,B, 
—1 


Pais m—2 m—2 
Se Aw pa aD 


1 mm mn” m—t1 


- 


& 
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Es werde jetzt angenommen, daB durchweg |a,| > 0, also auch |A | >0 
(s. § 93, Nr. 38, Ungl. (9), S. 703), daB ferner der Kettenbruch 


bo Be den Wert K besitze, soda8 also: 
vy 


A, 
(3) lim K = Ky wo: ko =: 


n>o B,, 


Da alsdann zum mindesten fiir jedes », welches eine passend gewahlte 
Zahl n, tibersteigt, | B,| > 0 sein mu, so lassen sich die Gleichungen 
(2) jetzt in die folgende Form setzen: 


: oe BEB OHA 


m,n ~ m—t m—2 


(4) [2,, A ogee 1k Be 


m,n ~ ni—1 m—1 m— a 


(n > M%). 


A n 
Da —" die reduzierte Form des Kettenbruches 6, -- | vorstellt, 
m+1 = 


m, 7 a, cd 
so ist es, um eine Aussage tiber Gs E machen zu kénnen, noch 
as 
erforderlich, diese beiden Gleichungen durch einander zu dividieren, was 


wiederum nur gestattet ist, wenn der Divisor, d.h. schlieBlich der 
letzte Faktor auf der ‘chien Seite der einen oder anderen Gleichung 
(4), vow Null verschieden ist. Man hat nun: 


6) lim (K,B,_,—4, ,)=KB,_,— 4,» 
und es Vesta daher nur die beiden Méglichkeiten: 

(6a) Pode Ne Ce gest ie 

(d. h. Bs ist entweder eine von K verschiedene Zahl oder sinnlos) 
oder: a 

(6b) KB, ,—A,_,=0, . also eo = 


(wenn man beriicksichtigt, daB offenbar |B ,| >0 sein mu, da ja 
im Falle: B,=0 auch: ‘A _,=0 sein miiBte, was, wegen by io 0, 
nach § 93, Nr. 8 ALG 8. 704, “unméglich ist). 


2. Hiernach sind also nur die folgenden zwei Fdlle méglich: 


Fall I: B+ K. Wegen | KB. 


Riicksicht auf Te Beziehung (5) fiir hinkinglich groBe n, etwa fiir 
n>, =, auch: 


,1| >> 0 ist dann mit 


a 


KB 


m—t1 Ae 


vo 


1 9 
GLAS ee Fe ee eee Ere) 
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sodaB aus (4) durch Division hervorgeht: 


(7) Ay go eae 8 Gnd | EE ae ALE 3 
Ase is KB —1— Am—1 
und schlieBlich fiir »—» oo sich ergibt: 
(8) lim A Li Spe as gS ae ag, Me 
n> Ses = EB 1 Aes 


ve) 


d.h. der Kettenbruch 0 + B ist konvergent, und zwar hat man: 
m+1 


Vv 


@) sey (hore Kear Al? 
ye welts = 0, wenn: KB. A == 9. 


A 
Fall IT: oS K. Da unter dieser Voraussetzung nach § 93, 
m—1 


A 
Nr. 3, IL und Ill weder z= K, noch: A, ,=B,_,=0 sein kann, 
so hat man: See 


Aa NE ren CN hE 
und daher mit Riicksicht auf die Beziehung (5) fiir hinlanglich groBe 
n, etwa fiir n >n,> %, auch: 


\K B 


n peat ee 


2 


Abate | Pe 0. 


Alsdann folgt aber, indem man die zweite der Gleichungen (4) durch 
die erste dividiert: 


(10) Bin RAT he ony Koes <r An—1 
m,n an K,, Bess Seca 
und somit fiir » —> oo: 
(11) lim 2” aS phe : KB, 1 —-4Am—1 iG 
n->n tae n ay, to Sta a Apons ; 


d.h. der Kettenbruch 0, + a ist auBerwesentlich dwergent. 
yvtm+1 
Zugleich ergibt sich dann noch aus dem SatzeI von Nr. 1 des 


vorigen Paragraphen, 8. 727, dab: 


a,) 
(12) sha a Fal aa ORD. 
13) eee b | aS 
( ) moi t b, m-+2 Y 


und da8 umgekehrt jede dieser beiden Beziehungen die auSerwesentliche 


Divergenz des Kettenbruches + | 5 | und somit schlieBlich auch 
: - ytm+1 
die Existenz der Beziehung —— = K nach sich zieht. 

m—1 
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Den vorstehenden Betrachtungen lag durchweg die Annahme 
m >2 zugrunde. Die Giiltigkeit der gefundenen Resultate auch fir 
m=1 ergibt sich indessen unmittelbar aus dem soeben erw&hnten 
Satze I von Nr. 1 des vorigen Paragraphen und der vorausgeschickten 
Bemerkung tiber die Reziprozitdt zweier Kettenbriiche von der Form: 


co 


se Ws a 
by + und: he a > sofern man nur beachtet, be ja B= 
b, 1 by 6, 1 


und K =b)+ a » folglich die Bedingung: — 
v1 
Be -+- K identisch ist mit der folgenden: Fal = Keb, +0, 


A, ae 
By = K ” ” ”? ” ” Fal = Q). 
Durch Zusammenfassung dieser Biever erhalt man also den folgen- 
den Hauptsatz: 
Ist K der Wert des konvergenten Kettenbruches b, + pe 
; y—1 


(wo durchweg: a, > 0), so besteht die notwendige und hin- 
reichende Bedingung fiir die K onvergenz emes beliebigen Ketten- 


vy—m 


bruches von der Form: b+ Ba (wo: m=>1) in der Be- 
: +1 | 


ziehung: 


A 
Ba =i K (d. h. ot soll eine von K_ verschiedene Zahl 


m—1 Bis 


oder Wh sinnlos sein). 


Ist dagegen: 


=! = 'K, 


m—1 


B 


° é< 2 a, : ° 
so divergvert der Kettenbruch b+ Ba auBerwesentlich, 
yv—m+1 
wahrend dié beiden ,benachbarten“ Kettenbruche dieser Art, 


d. h. diejenigen, die durch Vertauschung von m mit m—1 bzw. 
m-+1 daraus entstehen, konvergieren, und zwar hat man: 


ay CA Nes 
(12) oo a Z| = NY | (18) Co ae ne i o 


1) Im Falle m=1 fallé die Beziehung (12) mit der Voraussetzunge oo K, 
Ga 0 
dh. b =b, + Ee zusammen. 
b, 1 


sae ; Sea: 
et as oe ee 
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Umgekehrt zieht jede der Bezichungen (12) und ( 13) die aupfer- 


wesentliche Divergenz des Kettenbruches b+ Ee lee und diese 


—4 2 
by 


a 
letztere, unter der Voraussetzung, dap der Kettenbr Hee b, a | 5 fat 


Ay 
gegen den Wert K konvergiert, die Beziehung: me —= K nach 
Bat 


sich. 


3. Aus dem eben ausgesprochenen Satze folgt insbesondere, daB 


unter der Voraussetzung: 0b, + nas = K (|a,|>0) jeder der Ketten- 
yl 


aala ; 

brtiche von der Form: b+ ed (m = 1, 2, 3, -----) konvergiert, 
vtm+1 Re 

wenn in dem namlichen Umfange die Beziehung: oe == K besteht, 
m—1 


A 
d. h. wenn keiner der Niherungsbriiche = (v = 0, 1, 2, ----- ) mit dem 
Werte des unendlichen Kettenbruches tibereinstimmt. 


Wir wollen einen konvergenten Kettenbruch als wnbedingt konvergent 
bezeichnen, wenn jeder durch Weglassung beliebig vieler Anfangsglieder 


daraus hervorgehende, also jeder von der Form: D Mae Ae = y) 


gleichfalls konvergiert. Mit Benititzung dieser cuparhe kee aee TABt sich 
also das vorstehende Ergebnis auch folgendermafen formulieren: 


Die notwendige und hinreichende Bedingung ftir die un- 
bedingte Konvergenz eines konvergenten Kettenbruches mit lauter 
von Null verschiedenen Teilzdhlern besteht darin, dap sein Wert 
keinem seiner Naherungsbriiche gleich ist. 


Von der wirklichen Haistenz solcher unbedingt konvergenter Ketten- 
briiche kann man sich (ohne Bentitzung irgendwelcher hier noch nicht 
zur Verfiigung stehenden Konvergenz-Kennzeichen) leicht tiberzeugen, 
wenn man denjenigen Kettenbruch betrachtet, welcher mit einer aus 


positiven Zahlen bestehenden konvergenten Reihe yu, = K dquivalent 


‘ 0 
ist, also (s.§ 97, Nr. 4, Gl. (14), 8.729) den Kettenbruch: 


YN el ot Oar a ea Kya hy | hes 7 

Be iy kth +e Tee Masa wclth Re 
Da die Naherungsbriiche auf Grund der Beziehung: —~ = >: k 

Ur 0 


mit 2 monoton zunehmen, also keiner derselben den Grenzwert A’ er- 
reicht, so folgt, daB der obige Kettenbruch wnbedingt konvergiert. 
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4, Hin konvergenter Kettenbruch 0) + i soll bedingt konvergent 


1 : 
heiBen, wenn unter den durch Weglassung von Anfangsgliedern daraus 


ie.) 


hervorgehenden Kettenbriichen mindestens ei divergenter: 6, +r E | 
m+1 
(m>1) sich befindet. Wird dann wieder angenommen, daB durch- 


weg: |a,|>0, so folgt aus dem Hauptsatze von Nr. 2 dieses Para- 
graphen, da jeder dieser divergenten Kettenbrtiche nur auferwesentlich 
divergieren kann, daf ferner die beiden ,,benachbarten“, d. h. die mit 
dem Gliede b_, bzw. b. 4.1 beginnenden unendlichen Kettenbrtiche alle- 
mal Lech. Es inner also in diesem Zusammenhange niemals 
zwei konsekutive divergente Kettenbriiche vorkommen. 


Ist 6, + ee der einzige baw. der letzte divergierende Ketten- 
m--i 


y 


oe , ao 
bruch, so konvergiert der Kettenbruch 6, . , + Ee unbedingt. Tis 
ytm+2 : 
kénnen aber auch solche divergierende Teilkettenbriiche in wnbegrenzter 


Menge auftreten, sodaB also von keiner Stelle ab unbedingte Konvergenz 
stattfindet. Auch fiir das Eintreten dieses Falles lassen sich mit Hilfe 
der Kettenbruch-Transformation passend gewahlter Reihen einfache 
Beispiele herstellen. 

Hs sei (m,) fird =0,1,2----- eine unbegrenzte Folge wachsender 
natiirlicher Zahlen von der Beschaffenheit, dab: 2<m,,,—m,%, 
wo m eine beliebig gewahlte ganze Zahl >2 hedeutet, ferner (&,) eine 
unbegrenzte Folge bis auf gewisse, sogleich anzugebende Beschrinkungen 
beliebiger Zahlen, und es werde gesetzt: 


(15) > = K, Sth, =0: K=0; 122 


m+ 


wobei die letzte Kategorie von Bedingungen so zu verstehen ist, dab 


man Kno ap Kay a ae a willktirlich annehmen kann und so- 
PARAS ‘ : 

dann nur fk, jag ae > k, zu setzen hat. Aus (15) folgt alsdann, 
mi+t 

daB: > k= K fir 14=0,1,2----- . Werden jetzt die & noch der 


Bestia unterworfen: lim k, = 0 zuniachst ftir » =- m,, 80 ergibt 
V>o 


sich infolge der Voraussetzung m,,,—m, <™, daB auch: 


lim $+ 4,=0 (m,+1<m<m,,,), lim k,, = 0. 


a 
deca ee ee 
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Daraus folgt weiter, da8 die Reihe >; k, konvergiert, und zwar gegen 
0 

den Wert K. Das gleiche gilt daher wieder fiir den mit der Reihe 


A ma 
iquivalenten Kettenbruch (14). Zugleich hat man: a = > = K 
A=0, 1, 2, ----> ), sodaB also jeder Kettenbruch von der Form 
a ao 
eet ie a ke: 
Bm j+-4 b, aa 
a . 

: ma "mj+2 | kk, 

ea oes oe giants (f= 01,99} 


divergieren mu. 


5. Ist der Kettenbruch 0}, + isl auBerwesentlich divergent, so be- 
sagt ja der Satz I von § 97, Nr. 1, S. 727, daB alsdann der Ketten- 
bruch 6, + Be (nach Null) konvergiert. Somit hangt das Verhalten 


v2 ao 


aller weiteren Kettenbriiche von der Form Oe tee | (m= 2)ledig- 
vtm+1 
lich davon ab, ob der mit dem Gliede b, beginnende Ketienbruch wmn- 


bedingt oder nur bedingt konvergiert. 


Steht ferner zunichst nur so viel fest, daB agendeiner der Ketten- 
a, oe . . . ° 
briiche von der Form 0, + le | hochstens auBerwesentlich divergiert, 
m-+-1 


so gilt das gleiche auf Grund der vorhergehenden Bemerkungen nicht 
nur fiir jeden durch Weglassung weiterer Anfangsglieder entstehenden 
_ Kettenbruch, sondern mit Beniitzung der Reziprozitatssatze von § 97, 
Nr.1 (s. insbesondere 8. 726, Zeile 3) fiir alle Kettenbriiche, welche zum 
Vorschein kommen, wenn man den Index m sukzessive durch m — 1, 
m—2,--+- 0 ersetzt. Hiernach lat sich das Hauptergebnis der vor- 
stehenden Betrachtungen in folgender Weise aussprechen: 


ios) 


aw 
Ist der Kettenbruch by + Ea , wo |a,|>0, hdchstens 
‘ Vy 
auperwesentlich divergent, so gilt das gleiche von jedem durch 


Weglassung von Anfangsgledern daraus hervorgehenden Ketten- 
ag hay 
bruche, jedoch kinnen in der Folge der Kettenbriiche b,, + lee 
¥Im+1 
(m = 0,1, 2,----- ) niemals zwei konsekutive divergieren. Auch 
wenn nur so viel fesisteht, daB irgendeiner der Kettenbriiche 


[2] 
‘| a ee e . . e 
bm + = hochstens auBerwesentlich divergiert, so gilt das 
ytm+1 
Pringsheim, Vorlesungen I, 8. 48 


\ 
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gleiche fiir jedes m (einschlieBlich m =O und mit dem gleichen 
Zusatz beziighich des Verhaltens zweier in dem obigen Sinne kon- 
sekutiver Kettenbriiche). 


Aus diesem Ergebnis lassen sich aber unmittelbar noch die fol- 
genden, das Verhalten wesentlich divergenter Kettenbriiche charakteri- 
sierenden Schliisse ziehen: 


Ist der Kettenbruch by + | , wo la | =O, wesentlich 


divergent, so gut das gleiche onl y) edem durch Weglassung von 
Anfangsgliedern daraus hervorgehenden Kettenbruche. Umgekehrt 
ist jener Kettenbruch (und somit auch jeder durch Weglassung 
von Anfangsgliedern daraus hervorgehende) wesentlich divergent, 


ies) 
: : us if a 
wenn nur irgendeiner der Kettenbriiche b+ Ee wesent- 
2 : é b, m+1 
lich divergiert. és 


Hiernach bestimmt die Beschaffenheit eines Kettenbruches von der 


Form: 0,,-+ = bei beliebig gro8B anzunehmendem m oder, wie man 
ytm+1 
auch sagen kann, das infinitdre Verhalten der a,, 6, den Charakter des 


Kettenbruches by -+ ey (unter der Voraussetzung |a,| > 0) nur in- 
Arret| e 


soweit, als daraus unzweideutig hervorgeht, ob derselbe hdchstens auper- 
wesentlich oder wesentlich divergiert. Steht das erstere bereits fest, so 
haingt die Konvergenz noch durchaus von den Anfangsgliedern (abgesehen 
von 6, und a,) ab, die wnbedingte Konvergenz von jedem emmeelmen Gliede 
(mit deh eben genannten Ausnahmen). 


§ 99. Ubertragung des Hauptsatzes von § 91 auf unendliche 
Kettenbriiche. — EinfluB der Null als Teilzihler. 

1. Im vorigen Paragraphen haben wir uns insbesondere mit der 

Frage beschiaftigt, welchen Hinflu8 die Divergenz (zumal die aufer- 

wesentliche, schlieBlich auch die wesentliche) eines Kettenbruches von 


der Form: 6, ae Ee xi (m > 1) auf das Verhalten des Kettenbruches 
ba + ie mit ere von Null verschiedenen Teilzihlern ausiibt. 
Wir wollen jetzt untersuchen, welcher Zusammenhang im Falle der 
Konvergenz des Kettenbruches b+ eee zwischen dessen Werte und 


m+1 sad 
dem Verhalten des Gesamtkettenbruches b, + Ee (a,| > 0) besteht. 


Via 


< 
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Dabei kénnen wir uns yon vornherein auf die Annahme m > 2 be- 

schrinken, da ja der Fall m=1 durch die Betrachtungen von § 97, 

Nr. 1, 8. 726/7, tiber Kettenbriiche mit reziproken Naherungsbriichen 

seine unmittelbare Hrledigung findet. Danach hat man namlich, falls 
a 


we pie ak Geka i a, | 
b+ | | =K+0 ist: ie Z| = x? also: dete] abet 3 


v 


und umgekehrts wihrend im Falle <= 0: by + # —| sinnlos wird und der 


Kettenbruch b, + beh auperwesentlich divergiert on a.a.O. Satz I) — 
Ergebnisse, die mit den runmehr ftir m > 2 abzuleitenden durchaus 


iibereinstimmen. | 
Nach Analogie der bereits eingefiihrten Abktirzungen: 


fh SE5 oe | (s. § 91, Nr. 1, G1.(1), 8. 690) 
m+1 


ERIN S25 2 Fae (s. § 97, Nr. 1, GL (1), 8. 724) 
gl S| 


wollen wir einen unendlichen Kettenbruch von der Form: 


[i 
YIm+t1 


(4,0) 


bezeichnen (sodaS also (i,,) die Bedeutung von (K, ,) hat, wie wir 
ja auch K, A, B, statt-K,, A, ,, B,,, zu schreiben pfilegen). 

Ferner wird im Falle der Konvergenz des unendlichen Kettenbruches 

.) der Wert desselben mit K” bezeichnet (dabei werden wir statt 

a5 wie bisher, K schreiben). Hs besteht somit in jedem Falle die 


Ree, Tdentitit . 


(1) CS dae bral 
m-+-1 
und im Falle der Konvergenz von (K,, _) die Gleichung: 


(2) (ey Eee. 
Mit Beniitzung der Bezeichnung (1) hat man: 


mit 


Ox. | 
[pie Paes Ne 
(Am, «) 
und es handelt sich jetzt darum, unter der Voraussetzung (2), die Be- 
ziehung dieses unendlichen Kettenbruches zu dem endlichen Kettenbruche: 


Pe hy | Ges! 
(3) +s] =o paige tea 


Qs | dn —1| On | 
(4) i RS bine aby go 


48* 
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fob bpabtetion, also den Hauptsatz von § 91 in der am Schlusse von 
Nr. 3, S. 694, gegebenen Fassung auf den Fall eines unendlichen 
Rebisnbrashos zu tibertragen. 


2. Durch Division der fiir 7 > m > 2 geltenden Formeln (1) von 
Nr. 1 des vorigen Paragraphen ergibt sich: 
| A,, A 4 A —i 2 Gin Bin, ndm—9 
©) Bi Buon rN MOC TI 
‘Infolge der Voraussetzung (2), welche ja besagt, daB: 
| . Amn (mn) 
(6) lima IC. atin z= Ks 


n> n> wo M,n 


muB B, fiir hinlénglich groBe n, etwa fiir n>n', durchweg von 


Null verschieden sein. Es ist daher fir n> n! gestattet, die 


Beziehung (5), indem man Zihler und Nenner des rechts stehenden 
Ausdrucks durch B, , dividiert, in die folgende umzuformen: 


(7) An Enn4Am—1t %m Am—s 
Rust 3, Ke tna 


‘und hieraus folgt: 
: A,, : En, noc a Am Am —9 
(8) lim =- = lim KB, +a, Boles 
sobald nur feststeht, daB einer der beiden Grenzwerte (im weitesten 
Sinne) evistiert, insbesondere also, wenn er endlich ausfallt. 
Wir gehen nun erstens von der Voraussetzung aus, daB dies fir 
den links stehenden Grenzwert gilt, daB also: 


(9) Heaps ore esha | a ek 
as 1 
Alsdann ergibt sich zunachst, da auch: 
KoA A 
(10) Nim omen am—1 tm Sm—2 


KB 


n>o7 m,n goer An Bn—s 


Dabei steht es frei, den Grenzwert dieses Quotienten durch den 
Quotienten der betreffenden Grenzwerte, also die Beziehung (10) durch 
die folgende zu ersetzen: 


(m) 
(11) Kk Aim —1t Gn Am—2 


Cee en a ee ee 
OB eB 


falls der Nenner dieses Ausdrucks von Null verschieden ist. Ware 
nun aber: 


KR +4,B, ;=0, 


m—2 


i : 
escalate job , 
rae ey ee 


Se ee ty ty eee Rae eee een ree 
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so miiBte mit Riicksicht auf die Endlichkeit des Grenzwertes (10) 
auch der Zihler den Grenzwert Null besitzen, man hitte also 
zugleich: 


und aus diesen beiden Beziehungen wiirde, wenn man die erste mit 
A,_,, die zweite mit B multipliziert, durch Subtraktion sich 
ergeben: 


m—1 


a, (A, ,Bm—2— BeBe sy) iis 0, 


was mit Rticksicht auf die Voraussetzung |a,|>0 unmdglich ist 
(s. § 93, Nr. 3, Ungl. (9), S. 703). Somit besteht in der Tat die 
Gleichung (11). Da aber deren linke Seite offenbar die reduzierte Form 
des folgenden endlichen Kettenbruches: 


2 ic dr et 
(12) aa + [Sua 1 eta 


vorstellt, so folgt, daB der letztere den Wert K besitzt, also denselben Wert 


wie der als konvergent vorausgesetzte unendliche Kettenbruch 6, + & ; 


Wird jetzt zweitens angenommen, daB der in Gl. (8) recht 
stehende Grenzwert eine bestimmte Zahl K ist, daB also Gl. (10). 
besteht, so laBt sich diese zunichst auf Grund der oben angestellten 
Betrachtung durch Gl. (11), also schlieBlich durch die Annahme 
ersetzen, daB der endliche Kettenbruch (12) den Wert A besitzt. Dann 

folet aber aus Gl. (8), daB auch im wie Kk, d.h. da& der unendliche 
Kettenbruch (3) gegen den Wert K konvergiert. 

_ Da jedes dieser beiden Ergebnisse die Umkehrung des anderen 
vorstellt, so liefern sie auch véllig bestimmte Aussagen fiir den Fall, 
da§ — immer unter der Voraussetzung der Konvergenz von (K, .) — 
die sonst noch in Frage kommende Voraussetzung der Konvergenz des 
unendlichen Kettenbruches (3) bzw. der Bestimmtheit des endlichen 
Kettenbruches (12) micht erfiillt ist. Wird namlich die Divergenz des 
unendlichen Kettenbruches (3) vorausgesetzt (welche iibrigens wegen 
der Konvergenz von (K_.) nach Nr. 5 des vorigen Paragraphen 
jedenfalls nur eine auferwesentliche sein kann), so mu8 der endliche 
Ketienbruch (12) simnlos werden: denn hatte er einen bestimmten 
Wert K, so miiBte ja jener unendliche Kettenbruch nach K konver- 
gieren. Und wird der endliche Kettenbruch (12) als sinnlos voraus- 
gesetzt, so kann wiederum der betreffende unendliche Kettenbruch 
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nicht gegen einen bestimmten Wert K konvergieren, er mus also 
(auBerwesentlich) divergieren.*) 

Durch Zusammenfassung dieser Ergebnisse liBt sich also die oben 
angektindigte Ubertragung des Hauptsaizes von § 91, Nr. 3 in folgen- 
der Weise formulieren: 


| i 
Ist durchweg |a,|>0 und ast b+ Es 
die Gleichung: 


y 


a,| ' Cn —1| 


, ; ay” Gn | 
(13) b+ |e] = byt bein pe ee 


sofern nur feststeht, daB entweder der umendliche Kettenbruch 
(links) konvergiert oder daB der endliche Kettenbruch (rechts) 
einen bestimmten Wert besitet. Wenn der unendliche Ketten- 
bruch divergiert (und zwar dann eo ipso auperwesentlich), 
so wird der endliche sinnlos, und umgekehrt. 


Man kann diesem Satze auch die folgende Form geben: 


Unter der Voraussetzung |a,|>0 (v= 1, 2,3,:---- ) und 


y 


4 Pon i 5 ‘ . . 
eer bs, | = K'” besteht die notwendige und hinreichende 
m+ 


Bedingung fiir die Konvergenz des wnendlichen Ketten- 


Vv 


bruches b, + Ee darin, dap der endliche Kettenbruch 
1 


b gg: Bt Sina] sel gi bestimmten Wert besitet 
TT te es Gee einen bestimmien Wert besitet, 
der dann nut demjenigen des unendlichen Kettenbruches 
zusammenfallt. 


1) In dem (ja keineswegs ausdriicklich ausgeschlossenen) Falle K™—0 
reduziert sich die Gleichung (11) auf die folgende: 


. Am—2 _ K 
; Bos : 
und man findet daher: 
vsy m—2 


sofern nur feststeht, da® entweder der unendliche Kettenbruch konvergiert oder 


A 

daB der Naherungsbruch Soot einen bestimmten Wert besitzt. Dieses Resultat 
m—2 

ist bereits in dem Hauptsatze von Nr. 2 des vorigen Paragraphen enthalten: 

man braucht nur in dem auf Gl. (18), 8. 736, beziiglichen Teil des Satzes m-+-1 


durch m zu ersetzen, 


] = K"”, sogili 
m-+-1 


ips aha eSs Tle: 


Nr. 3.4. § 99. KinfluB der Nu'l als Teilzihler. TA5 


3. Der in Gl. (13) enthaltene Satz 148t sich auch in der Weise 
umkehren, dais er, statt die Konvergenz des Kettenbruches 
fa, oO 
(Ko) =), + Glee 
setzung za haben, eine Aussage tiber die Konvergenz und den Wert 
dieses Kettenbruches lefert, nimlich: 


gegen. einen gewissen Wert K™” zur Voraus- 


Besteht die Gleichung: 


a" ay | Pinccu Qn | 
(14) b+ | 5 Sig ee [ee 
3 Vv 1 m— 
d. h. stellt der endliche Kettenbruch (rechts) eine bestimmte Zahl 
vor und konvergiert der wnendliche Ketienbruch (links) gegen 
diese, so folgt: 


a ise) 
(18) ieee Sta lee me 
YIm+t 
Beweis. Aus Gl. (14) ergibt sich: 
3 a, a diet 4 J Gene Ai 
6) °c ih Fal Ree aT eur ae 


(daa Ao B.A BL, mach § 92, GL.(VI), 5.696,;von Null 


m—2°~ m 
verschieden), folglich lehrt der Hauptsatz von Nr.2 des vorigen Paragraphen, 
da der Kettenbruch b+ ie konvergieren muB. Wird sein Wert 
1 


wieder mit K bezeichnet, so besteht auf Grund des vorigen Satzes 
die Gleichung (13) und man findet somit, wenn man die reduzierten Formen 
der rechten Seiten von Gl. (13) und (14) vergleicht, die Beziehung: 


(17) FM An a1 + tp An—a_ PAn—at Onn —e 
BEB sei 1G Be RB +a 


m ie 
aus welcher (mit Benititzung der tiber 4, ,B  ,—A, ,B_, bereits 


gemachten Bemerkung) hervorgeht, daB, wie behauptet: 
RO = Rf, slson (kK 3) = R. 


4. Die Konvergenzbetrachtungen dieses und des vorhergehenden 
Paragraphen (abgesehen von den Definitionen der bedingten und 
unbedingten Konvergenz) bezogen sich ausschlieBlich auf Kettenbriiche 
mit durchweg von Null verschiedenen Teilzihlern. Es ist noch fest- 
zustellen, in welcher Weise der schon bei endlichen Kettenbriichen 
beobachtete HinfluB des Auftretens von Null als Teilzthler bei wnend- 
lichen Kettenbriichen sich geltend macht. 
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Hs sei a,,,,= 0, und zwar m +1 der kleinste Index, fiir welchen 
der zugehdrige Teilzihler den Wert Null hat. Ist alsdann der Ketten- 


bruch 6) + el, also der Naherungsbruch =~ on (m > 1) sinnlos, so 

gilt das oie fiir jeden Niherungsbruch set =1,2,3,---.- ) nach 

dem SchluBteile des Satzes von § 93, Nr. 2, S. 703, und der unend- 

liche Kettenbruch 6, + iL ist somit divergent. Dabei ist die Diver- 
vd, : 


genz elne auperwesentliche, wenn von Ra a Stelle ab ae 
“lA m+ol> O ausfallt. Da nach Gl. (4), 8. 702: Le oe 
und  andererseits: | A, | >0 (mach § 93, Nr. 3, fe 8. 704 — wegen 
| a, so ist die fragliche Bedingung erfullé, wenn 
es: ; os 0 fir alle 0, die eine gewisse Zahl go! abersteteen und 
hierzu wiirde es (auf Grund des soeben zitierten ia von 
§ 93) gentigen, wenn durchweg |a,|>0 fiir » > m+ 09', mit anderen 


Worten, wenn der Kettenbruch bo ++ Ee nur eine endliche Anzahl 
Vv 1 : 
von Teilzihlern a, = 0 enthalt. 
Hat dagegen der Kettenbruch eae ee einen bestimmten Wert 
vty 


KK, 80 besteht fiir alle nicht sinnlosen Naherungsbriiche mit einem 
Index »>m die Beziehung (s. a. a. O. GI. (5)): 


a, 
(18) zk, 


Wenn also der aed Kettenbruch 6 tla : tiberhaupt konver- 
giert, so ist sein Wert gleichfalls K. Pedy 
Nun wird jeder Naherungsbruch = git sinnlos, fiir dessen letzten 
0 
Index m+ o die Beziehung besteht (s. a. a. O. Gl. (8)): 
: am +O 
(19) ba Se ra a2 0. 
¥Im-+ 2 
Findet diese letztere also fiir wnendlich viele @ statt, so enthilt die 
: A 
Folge der Niherungsbriiche ae unendlich viele sinnlose, und der unend- 
liche Kettenbruch 6, + a wird divergent. Er konvergiert dagegen, 
YI 


wenn die Gleichung (19) héchstens fiir eine endliche Anzahl von Werten @ 
erfiillt ist. 


% 

o 
4 
* 
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Kapitel II. 
Endliche und unendliche Kettenbriiche aus reellen Zahlen. 


§ 100. Endliche Kettenbriiche mit positiven Teiiziihlern und nicht- 
negativen Teilnennern, — Besondere Kigenschaften der Niherungs- 
brtiche. | 
1. Es mégen a, 8, (v=1,2,---, m) wesentlich positive Zahlen 
_ bedeuten, wihrend §, auch eine beliebige reelle Zahl (einschlieBlich der 
Null) sein kann, und es werde gesetzt: 


ey oe, | Ce | a, |= A, 

= 1 2 ee ——e 

(1) (Kn) = By trp get te 
A 


Werden die Niherungsbriiche durchweg mit ="=K, (v=0,1, ---, ») 
bezeichnet, so folgt aus den Beziehungen: 


(2) Bis Py fi, By = 6,8, eB (y = 2), 


da8 saimtliche Neswner B, wesentlich positiv ausfallen.') 
Das gleiche gilt wegen: 
(3) Ay=B A, =fiBo + %, A, = Ades “be OG Ae (v= 2) 
auch von den Zdhlern A, fiir v>0, falls 8) > 0, und fiir » > 1, falls 
fy = 0. Ist dagegen By<0, so fallen alle A, negativ aus, falls: 
B, 8) + &, <0, wihrend sie im Falle: 6,8) + «, >0 von einer gewissen 
Stelle ab auch positiv werden kénnen und sodann auch positiv bleiben, 
wenn von zwei konsekutiven A, das eine > 0, das andere > 0 ist. 
Setzt man in der Formel (1X) von § 92, Nr. 2, 8.697, 0 = 2 und 
beriicksichtigt, daB nach § 91, Nr. 1, Gl. (IID, S. 692: 


Boag, y+? oe A, 19, yt? oe Boas 
(wenn analog den dort eingeftihrten Bezeichnungen: 
oe bi nS te a 
‘f — fot Pa is at v| My v 
Ki, ”) 43 Pi "3 | Puts .F hole Bi, Vv 
gesetzt wird), so folgt: 
fs Sa, \¥ Oy By Bia 2 
: (4) | Kis a ae fo Aka ae B,B, 4. ) 


1) Danach ist also das Vorkommen sinnloser Naherungsbriiche bei Ketten- 
brtichen von der Form (1) und auch solchen, die durch Weglassen von Anfangs- 
eliedern daraus entstehen, ein fiir allomal ausgeschlossen. Solche Kettenbriiche 
sind also, wie schon am Schlusse von § 88, 8. 679, erwaihut wurde, durchweg 
elementare in dem dort angegebenen Sinne. 

2) Die Formel wird etwas eleganter, wenn man v durch »—1_ ersetzt, 
namlich: pea es apne Bray 


K ey 
Byhy By44 


yti Roe 
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und daher: 


(5) K ‘> 0, wenn v gerade Gnkl. v = 0) 


| va K, le 0, wenn v ungerade, 

soda8 also die Naherungsbriiche mit geradem Index eine monoton 2u- 
nehmende, die mit ungeradem Index eine monoton abnehmende Folge 
bilden: ; 
6) [Ky ei Reee eK ok 


2(U+ @) 
Ug o> Ky Kas ee oe Ke 


Da andererseits aus Formel (VII), § 92, Nr. 2,5. 697, fiir »=2yu+1 
folet: 


<l-e 
tee 


(7) Ke Re ak also > 0, 
so hat man zunachst:. as 
(8) Ae yes 
und daher mit Riicksicht auf die Ungleichungen (6): 
Ke Kou —oga Und: Ky < Ks gy S Kea ay 
also schlieBlich: 
(2) Ke < Kea ad 


bei beliebiger Wahl von p und 4, d.h. jeder Naherungsbruch mit ge- 
radem Index ist klemer als jeder mit wngeradem Index. 

Ist sodann die Gliederzahl 2 des Kettenbruches eine gerade, so 
hat man: ‘ 
(10a) Ky Kye este KD eK AO Ke ee 


und im Falle eines wngeraden n: 


(10b) Kom Ko K PSR aK 
A, 

Die Briiche K, = ,- gewinnen also hier den (schon in § 89, Nr.1 
am Schlusse der FuBnote 1, S. 682, angekiindigten) prignanteren Cha- 
rakter von Ndherungsbriichen in dem Sinne, daB ihre Werte bei wach- 
sendem v dem Werte des Kettenbruches «, + & sich mehr und mehr 

™ yi 
nahern, und zwar bei geradem v wachsend von der Seite der kleimeren 
Zahlen, bei ungeradem v abnehmend von der Seite der griéferen Zablen. 
Da im tibrigen aus (10a, b) folgt, dab: 


K 
(11) Ke < K,| ~< 2u—1 & 
Se : 
so kann man den Inhalt dieser Ungleichungen auch dahin zusammen- 
fassen, dah K, stets zwischen K,_, und K, (v= 1, 2,---n—1) liegt. 


REN ro RP Re RR OE oe a ee 
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2. Wahrend aus den Ungleichungen (10a, b) nur so viel hervor- 
geht, daB K y41 Stets ndher an K, liegt als K,_,, so legt die zuletzt 
gemachte Aussage die Frage nahe, ob auch fiir K und K,__, die analoge 
Beziehung stattfindet. Diese Frage ist nicht ohne weiteres, wohl aber 
dann zu bejahen, wenn die @, B, (v > 1) noch gewissen Nebenbedin- 
gungen geniigen, nimlich den folgenden: 


(12) 6, >«, und zugleich: 6B, >1 (v1, 2,--- n). 


Infolge der zweiten dieser Bedingungen nehmen die (ja bereits in 
Nr. 1 als wesentlich positiv erkannten) B) mit » monofon zu, wegen: 


(13) B. ik B,B, we o,B, et B 


yv—1° 

Da stnnlose Niherungsbriiche in dem vorliegenden Zusammenhange 
nicht vorkommen kénnen, so liefert der Hauptsatz von § 91, Nr. 3, 
5. 694, fiir @ >1 die Beziehung: 


Cyl be Kesey pee Ape % aye. 


a 
pepe Blin. 4 Os 
as ae Be To. Bz nae ghee eh 


Ot 


%y +9) 
Seas * au BO, pet Cyt) 


~ = | 
1B) Kas ote = Brest) Brae 


Boe 
Aus Gl, (14) findet man: 


(16) re Aree ee ESE ee it A) 

yt+o-yv v Ke eee Stabe” ya 1 eel 
und daher mit Riicksicht auf die in (15) enthaltene Ungleichung: 
(17) Sacer Teeter ant f 


wo das Gleichheitszeichen nur wilt wenn gleichzeitig 9 = 1, B, ea 
(s. FuBnote 1). Die Differenzen K aeaBass AL haben also, wie aus (16) 
_hervorgeht, alternierendes Vorzeichen?) und thre absoluten Betrdge nehmen 
mit wachsendem y monoton ab (abgesehen von dem eben erwahnten 
Sonderfall, in welchem Gleichheit zweier konsekutiver Absolutwerte 
stattfindet). 

Multipliziert man Ungl. (17) mit 4 und zieht rechts den Faktor 
B_, heraus, so folgt weiter: 


<ik, K,_,| (s. Ungl. (18)) 


vto . Rotts yto 


By—1 | 

eo KS ah 

1) Das erste Gleichheitszeichen wiirde nur fiir g=1 gelten (in welchem Falle 
ja Kia, Hei Ppt wird), das zweite, wenn dann auferdem: B, 1 = % 44 (was 
ja auf Grund der ersten Bedingung (12) zulissig ist). 

2) Dabei hat K,49B,—A, das Vorzeichen von (—1)”, da fiir »= 0, @ = 
sich ergibt: 

K,B, —A, = Ko — By 0 
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und durch wiederholte Anwendung dieser Ungleichung: 
(19) Ke K, 
also insbesondere ftir »-+ 9 =n: 


0) “KK aK AK 


(u<y, O21) 


ey K, 


(u<v<vn, tibrigens offenbar auch fir v=), 
Somit ergibt sich der folgende Satz: 


Geniigen die positiven Zahlen «,, B, (v=1,2,---) den Be- 
dingungen (12), so liegt jeder Naherungsbruch einem Né&herungs- 
bruch mit hoherem Index bzw. dem Werte des Gesamt- Ketten- 
bruches naher als irgendeiner seiner Vorgdnger. 


3. Sind alle « —1, gehért also der Kettenbruch der ersten Haupt- 
form an (s. § 94, Nr. 4, 5. 710), so reduzieren sich die beiden Be- 
dingungen (12) auf die eine: 

(21) B= 1 w=, 2,2%-,0), 

Die Differenzenformel (VII) von § 92, Nr. 2, 8. 697, nimmt als- 

dann die einfache Form an: 3 


y—l 
(22) K, or oe ee: uk (y= 1,2,->-, n) 


- 


und daraus folot insbesondere fiir vy = mn: 


1 
(23a) eae ea mer 


<-— (3 Ung (ia 
Bri 


Nimmt man andererseits »<—2 an, so liegt auf Grund der 
SchluBbemerkung von Nr. 1 dieses Paragraphen K, zwischen K, und 


Ki 41, SodaB also: 
IK, — K|<{K 


peed. K,| 


und daher, wenn man in Gl. (22) » durch » +1 ersetzt: 


1 


BB 


(23b) ok 
y+ 


2S (v= 0,1, +++, —2). 


Durch Zusammenfassung dieser Beziehung mit der zuvor unter (23a) 
angegebenen, der Annahme v = » — 1 entsprechenden, ergibt sich: 


Ist: K, = By + | , wo B > 1 w=1,2,---,2), so hat man: 
vty : 
\ ; 1 12 o.. 
(23) Ko |SB,8,43 ~B! fur: v=0,1,---,(w—1). 


Daber gilt das Gleichheitszeichen nur fiir den Fall: v =» — 1. 
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4, Wir wollen noch untersuchen, inwieweit die in Nr. 1 festgestellten 
Higenschaften der A,, B,, K, bestehen bleiben, baw. Abanderungen er- 
leiden, wenn fiir die Teilnenner f, auch der Wert Null zugelassen wird 
(wihrend nach wie vor durchweg: «, >:0 vorausgesetzi wird). Aus der 
Rekursionsformel: 5 

port B,B, 4 a o,B,_» 
folgt, daB in jedem Falle: 
(24) B'> cB 


y= “y ~ v2? 
also bei fortgesetzter Anwendung dieser Beziehung, wenn man noch 
die Fille » = 2u und vy = 2u +1 trennt und berticksichtigt, dab: 
B, = 1, B, = 8: . 


(25) Ba = ey %ay—9°** MB By uta “ey ti Mey —1** 3A (u=1). 


Die B, i sind also unter allen Umsidnden von Null verschieden, und 
das gleiche gilt von den B, uti Sofern nur feststeht, daB B, >0. Ist 
also diese letztere Bedingung erfiillt, so ist das Vorkommen simnloser 
Néherungsbriiche definitiv ausgeschlossen, auch wenn fiir v > 1 beliebig 
oft oder soygar bestindig 8, = 0 ist. 

Fiir die A, findet man, falls 8B, > 0, analog: 


(26) a pee ots Ag pee oa Oo 1 Me u—2 Bast Ge Bo, 
A 


A 

sodaB also alle A, ,,, wesentlich posttiw ausfallen, und das gleiche gilt 
fiir die A,,, wenn f, >0 (anderenfalls, wegen: A,,,> By, ° Ag, —1) fiir 
u>m, wenn f, >0). Im Falle 6, <0 ergeben sich entsprechende 
Modifikationen wie in Nr. 1. 

LaBt man die Bedingung B, >0 fallen und ist etwa m der kleinste 
Index, fiir welchen £, ,, Vyas so nimmt die Rekursionsformel ftir 
wu =1,2,---(m—1) die Form an: | 


° Oy, 


eutic “sutie p—1 Fy ey 


4 Bow 4t Tr Oy. 4.1 By pede Bees A os B, = 0, 
wahrend: 


Bs m1 =+ Bs mt-1 82m > 0 
und daher nach (24) auch fiir wp >m: 
Bye yee: 

In diesem Falle, d. h. wenn: 6, = 6, =---=6,,,_, = 0, werden 
also die ersten m—1 Naherungsbriiche mit ungeradem Index sinnlos, 
jedoch kein weiterer, falls jie res 0 (iibrigens auch, wie aus dem oben 
Gesagten hervorgeht, kein einziger mit geradem Index). Sind also nicht 


alle B,,,,=9, so gibt es von einer bestimmten Stelle an keine sinn- 
losen Naherungsbriiche, 
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Aus der ersten der fiir die Naherungsbriiche geltenden Differenzen- 
formeln: 


Be tees 


ie Lue yt, eee age Kei 2 


Bee 7 “y+2 


folgt, daB geradeso wie friiher: K2,,< K, v1 (mit AusschluB der Gleichheit 
und unter der Voraussetzung, daB K, , 4, nicht sinnlos ausfallt), wahrend 
die zweite Formel, mit Beriicksichtigung der nunmehr: zulissigen Még- 
lichkeit: B yag — 0, ergibt: Ko ce Key 4g bzw. Ky, 1245, , (weber mas 
Gleichheitszeichen gilt, falls: Bes a0 bzw. ‘B. uti = und nicht zu- 


leich: — = = 0). Hiernach er ibt sich insbesondere 
8 2 — SFR =a 8 


im Falle £, . 0 ipnne welchem ja das Vorkommen sinnloser Niherungs- 


briiche ausgeschlossen ist): 
(27) : Ky hs Se Ree Ke 


(wobei von den zu beiden Seiten von K auftretenden Gleichheitszeichen 
selbstverstandlich nur das eine Geltung haben kann, namlich das erste, 
wenn ” gerade, das zweite, wenn n ungerade und zugleich B= 9). Ist 
dagegen: B= ---=8, ,=9, so bricht die Folge der nicht-sinnlosen 
Naherungsbriic aie mit Kea fe bzw. K, wird selbst sinnlos, wenn: 
n= 2m — I. 


§ 101. Hndliche regelmiBige Kettenbriiche. — Identititssatz, — 
Besondere Higenschaften der Niherungsbriiche, — Lineare 
Diophantische Gleichungen. 


1, Spezialisiert man die zuvor betrachteten Kettenbriiche von der Form 


Boar F if noch in der Weise, da8 man unter den Teilnennern 6, tir» > 1 


durchweg natiirliche Zahlen versteht, wahrend 8, eine beliebige ganze Zahl 
(einschlieBlich der Null) sein kann, so kommt diejenige einfachste Gattung 
von Kettenbriichen zum Vorschein, welche den Ausgangspunkt unserer 
Betrachtungen iiber Kettenbriiche bildeten und in § 88, Nr. 2, 8. 671, 
als regelmédpige Kettenbrtiche bezeichnet wurden.’) Ihre Naherungsbriiche 


besitzen dann aufer den bereits im vorigen Paragraphen entwickelten 


Higenschatten (s. insbesondere die Beziehungen (10a, b), (11), (18), (19), 
(20), (22), (23)) noch gewisse andere wesentlich zahlentheoretischer Natur, 
die von der Ganzeahligheit der 6, herriihren. 

Aus.den Grundformeln: 


(1) Bo = 1, Bp= By B= 6,8, , +B 24 (wor Bea) 
1) Man findet in der Literatur gelegentlich auch die Bezeichnungen einfache 
oder gewdhnliche Kettenbriiche. 


anne 
: B,By 4. Vt Bos 
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folgé zuniichst, daB die B, durchweg natiirliche Zahlen sind, die im tibrigen 
(zum mindesten mit » > 2 anfangend’)) gleichzeitig mit » monoton zu- 
nehmen (wie schon bei den Kettenbriichen von Nr.2 und 8 des vorigen 
Paragraphen — s, Ungl. (13), 8. 749). 

Das gleiche gilt auf Grund der Formeln: 
(2) Ay = Bo, Ar = BiB + 4, A, bia Boe: a ee 
fiir die A,, falls By) > 0.?) Ist dagegen: B)<0, d. h. By) <—41, so folgt 
offenbar: A, <0, mithin werden alle weiteren A, negativ und mit v 
numerisch zunehmend. 

Da ferner aus Gl. (VI), § 92, S. 696, folgt: 
(3) jr Mie aay Bye Be Ge Baa 
so kénnen A, B, keinen gemeinsamen Teiler haben, mithin erscheinen 

A, 

alle Naherungsbriiche = von vornherein in der Form reduzierter Briiche. 


Den letzten Tabet eines regelmafigen Kettenbruches kénnen 
wir, wie schon in § 88, Ny. 2, S. 671, hervorgehoben wurde, nach 
Belieben als >1 oder als =1 voraussetzen oder auch, was auf das- 
selbe hinausliuft, den Kettenbruch so anschreiben, daB seine Glieder- 
zahl nach Belicban eine gerade oder ungerade ist. Dies vorausgeschickt, 
gilt der folgende wichtige Satz: 

Zwei gleichwertige regelmipige Kettenbriiche, deren letzter 
Teilnenner groper als 1 ist, sind identisch. 


Beweis. Da: 
(4) eae Fa — i es 1 (fiir == 1; 2, as oa (pe oe 1)) 
Yim+1 


und der Kettenbruch la den reziproken Wert des Kettenbruches 


By te 
(4) darstellt, so folet, daB durchweg: 
(5) | Ores i is i 


(und zwar unter der tiber 6, gemachten Voraussetzung auch noch fiir 
m=n). Angenommen nun, man habe: 

(65) ; B;+ laa = By) + a , wo: n'> n, 
Boy By 4, oe 


also: 


nv n 
war lfl lal 
0 0 g 
AEA ener ae By 1 P, 1 
1) Im Falle 6, = 1 wiire noch B, = B,, sodann aber: B, = 6, + 1 > B, usf. 
2) Ist: B, = 0, B, = 1, 6, =1, so wird: A, =1, A, =1, also: A, =A, und 
erst: Aj = A, +1> A, usf. 


‘ 
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so folet, da die linke Seite dieser Gleichung eine ganze Zahl (ein- 


schlieBlich der Null), der absolute Betrag der rechten kleiner als 1 ist, 


daB beide Seiten den Wert 0 haben miissen, und man findet somit: 


4 


© mem TLL 


Aus der zweiten dieser Gleichungen ergibt sich als Gleichung fiir die 
reziproken Werte: : 


va 
? 


(6,) fr + Fak = B, + bal 


und hieraus durch die zuyor bentitzte SchluBweise: 


(8,) B= By Fale ral i 


In dieser Weise weiter fort schlieBend gelangt man zu der Beziehung: 
1 


(6,) Bethe =a 
By nti 
aus der mit Notwendigkeit folgt, daB: 


, 
n 


(8) B= B., ie == 0 dh: nie 
ey n+1 


Damit ist der ausgesprochene Satz bewiesen. 


2. In § 88, Nr.2, 8. 669ff, wurde bereits gezeigt, daB jede positive 


gebrochene Rationalzahl ° bzw. : () relativ prim zu & und & > &,) 


durch einen regelmaSigen Kettenbruch dargestellt werden kann.') Dieses 


1) Treten an die Stelle von &, §, zwei Zahlen, &), &;, die einen von 1 ver- 
schiedenen gréften Gemeinteiler d haben, also 65 = 98, = 08,, wo &, &, wieder 
relativ prim zueinander sind, so liefert der Huklidische Algorithmus an Stelle des 
Gleichungssystems (1), 8. 670, das durch Multiplikation jeder einzelnen Gleichung 
mit 6 daraus hervorgehende, also: 


0§, = B, 0&, + 08, 
. 0g, =, 08 +06, 


08,4 = B, 196, a y) 
06, oa 6,0. 


§5 | 
Dieses Gleichungssystem liefert aber fiir oo genau dieselbe Kettenbrach- 
1 1 
darstellung wie diejenige, welche fiir z sich ergeben hat. Der letzte Naherungs- 
1 
Eo 
bruch dieses Kettenbruches ist also nicht identisch mit res sondern mit der redu- 
1 
zierten Form Sy dieses Bruches, 
1 
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Resultat 1a8t sich jetzt dahin vervolistindigen, daB eine solche Dar- 
stellung nur auf eine einzige Weise méglich ist, sobald beztiglich des 
letzten Teilnenners (oder auch der Gliederzahl) die oben angegebene 
Hinschrinkung gemacht wird. 

Hierzu sei noch erganzend bemerkt, da sich auch jeder negative 
(echte oder unechte) Bruch in eimen regelmaBigen Kettenbruch (mit 
negativem Anfangsgliede) entwickeln li8t. Man hat nimlich (immer 
unter der Voraussetzung & > &,): 


51 & rea 
() a a a ae 
und (aus: 2a By + 2 Wo: & <.€,): 
(10) —#=— Af —2=—6) +1) 455%, 
Sy 1 g, 


sodaB es schlieBlich nur ddrauf ankommt, die positiven (echten) 
Briiche a Si Beds in regelmiBige Kettenbriiche zu verwandeln. 
1 


3. Bedeutet @ eine beliebige gebrochene Zahl, so existiert also 
eine eindeutig bestimmte Darstellung von der Form: 


(11) o= Boyt la}? 
wo f, eine gewisse ganze Zahl (einschlieBlich der Null) bedeutet, wih- 
rend die 6, fiir »>1 natiirliche Zahlen mit dem ausdriicklichen Zu- 
satz B,=2 sind. Man hat sodann: 9 = : und im iibrigen nach 
Ungl. (23) des vorigen Paragraphen, 8S. 750: 


| 


(12) (eee <5: (v = 0, 1,--» (w—1)) 

yPy tt 
Pretet das vorhandene Geichheitseichen ay im Falle v = n — 1 gilt). 
Zugleich liegt stets zwischen iia und 5 > (v=1, 2,---n—1) und 
zwar ndher an B, c Nr.1 und 2 des te Shea sodaB also: 
(13) esi <e— gt) @=1,8,--- 0) 
Ubrigens besteht Ae die starkere ‘) Ungleichung: 
(14) ij NO ey mahese (0B A,_1|) 


1) Aus Ungl. (13) wiirde durch Multiplikation mit B, nur folgen, dab: 


! B 
| @B, —A,| Ba - ‘ Pe eer) aE ON A) p f cont 1, Dagegen ergibt sich um- 
gekehrt aus Ungl., (14): eT 
Ay pe Bak a Ape 
e——- |< Rares beret fy ccs a Ne 
B, B, B 1 | | Bie | 


Pringsheim, Vorlesungen [, 3. 49 
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wie unmittelbar aus Ungl. (17) des vorigen Paragraphen, 8. 749, hervor- 


geht, wenn man daselbst »+o—=n setzt und beachtet, daB’ der a. a. O. 
angefiihrte Fall der Gleichheit infolge der Voraussetzung 6 >1 


(also: 6, >) hier definitiv ausgeschlossen ist. 


Die Niherungsbriiche a oder, wie man auch zu sagen pflegt, 


die Naherungsbriiche von 0 besitzen tiberdies noch insofern einen ganz 
spezifischen Charakter, als jeder derselben der Bruch mit kleinstem 
Nenner ist, durch welchen (in einem sogleich noch genauer anzu- 
gebenden Sinne) ein bestimmtes Ma8 von Annaherung an die Zahl o 
erzielt wird. Hs gilt namlich der folgende Satz: 


Bedeutet a (wo B'>0) irgendeinen Bruch, der zwischen 


A 
zwet konsekutiven Niherungsbriichen ——* und ae liegt oder der 


B 
A yv—l1 y 
Zahl o = oe naiher kommt als irgendein bestimmter Néherungs- 


RUN aa 
bruch Bp» 50 ast stets: 


i 
(15) : Bie By 
° e A’ e Ray | A, eo 
Beweis. Liegt 57 zwischen und 5? SO hat man zundchst: 
y—~t1 Vv 
A, Aya A’ Ae | 
(16) EB: BB cee 


Nun ist (s. Gl. (22) des vorigen Paragraphen, 8. 750): 
A, A 


Bek oMa, Ur, 


| v y 


t 


? 
y—1 B, 


B 


sodaB sich durch Hinsetzen in die linke Seite von Ungl. (16) und 


Multiplikation mit B,_,B! ergibt: | 
(17) er NB BA ew 


Da aber die positive Zahl | A’ B,_,—B’A || eine ganze Zahl und so- 
mit mindestens = 1 sein muB, so folet: i 
B’ 


B, a, also, Wie behauptet: BB 


, Aa 
_ Ks werde jetzt zweitens angenommen, daf is naher an 9 = rey liege 
als irgendein beliebig herausgegriffener der Briiche a. (v<n), sodaB 


also: 
A, 
(18) | | Oi 5 | = 


Nr, 4. § 101. Lineare Diophantische Gleichungen. 757 

A, 

g? d.b. man hat 
Vv 


A 
Nun liegt 0 zwischen ee und 


A A 
B. Ofer sje ieee 


v—1 
SOO, — 
° Bena, B, 


By 


entweder: 


und tiberdies mit Beriicksichtigung von Ungl. (13) und (18): 


v—l1 A, | | A’ 
RUUCRANs auiBe ie Bh 


A’ Ay 
B / 


zwischen @ und ae also schlieBlich in jedem Falle “gwischen B 
) y—l1 


A v 
und 2 liegen muf und da8 daher auf Grund des zuvor gefundenen 


: 1 
entweder zwischen und @ oder 


Daraus folgt aber, daB 
A 


y—1 


Ergebnisses wieder, wie behauptet: 
Bi Be. 
4. Versteht man unter «, 8 zwei relativ prime natiirliche Zahlen, 
a 
6 


ee den letzten Niherungsbruch des mit 5 


miBigen Kettenbruches, so hat man: A,=«, B= 8, und die Differenzen- 
formel (3) liefert daher fiir v= die Beziehung: 


(19) ¢B 4 — BA, = (— 1)". 


also unter = einen positiven (echten oder unechten) reduzierten Bruch und 


unter gleichwertigen regel- 


n 


Multipliziert man diese Gleichung mit (—1)"~*-y, wo y» eine be- 
liebige positive oder negative ganze Zahl bedeutet, und schreibt é°B 
statt 6, wo ¢= +1, so nimmt sie die Form an: 


(20) @-((—1)""*- yB,_,)— eB -((—1)"*- ev) = 


und die Vergleichung mit der »Diophantischen“ oder ,,unbestimmten 


Gleichung: 

(21) a&—esBy=y (wo: s=+1) 

zeigt, daB dieser Gleichung geniigt wird, wenn man setzt: 
(22) Re) re oir ny (a). pA 


Man findet also auf diese Weise zuniichst cin ganzzahliges 
Lésungspaar der unbestimmten Gleichung (21). Daraus lassen sich 
dann aber leicht alle méglichen ganzzahligen Ldésungspaare jener 
Gleichung ableiten. Bedeutet namlich E, 1, wgendein ganzzahliges 
Lésungspaar und setzt man hierauf: 

(23) oe 1 R= Ui + 7, 
so geniigen § und y dann und nur dann der Gleichung (21), wenn: 
@ (6) + §!) — eB (m, + 9!) = 9, 
49* 
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d.h., wegen: wé, — Bn, = y, wenn: 
ef — spy! — 0, 
also (abgesehen von der keine neuen Lésungen liefernden Méglichkeit 
£'= 0, 7'=0), wenn: 
(24) i ies 


Da aber « und B relativ prim sind und &’, »' ganze Zahlen sein 
sollen, so wird dieser Bedingung nur geniigt), wenn gesetzt wird: 


(25) &'= 218, x'=2a, wo: Aeet d, t Oy. 
Somit liefert jedes Wertepaar von der Form: 
(26) = £&+ eA, "= 7, + do Q=+19 425). ) 


ein neues ganzzahliges Lésungspaar von Gl.(21), und alle moglichen 
ganzzahligen Lésungspaare sind (mit Hinzunahme von 1 = 0) in dieser 
Form enthalten. 
Folglich ergibt sich: 
Sind «, B natiirliche, zueinander relativ prime*) Zahlen, 
y eme beliebige positive oder negative ganze Zahl und ¢= + 1, 
so besitat dic (lineare) Diophantische Gleichung: 
ab —éspy=y 
unendlich viele ganzzahlige Losungspaare, niémlich: 
(OS (1) Be 1B) ap (a eyA,_,+de 
A4=0, +1, +2, Siete eine Dye t 
wo A,_,, B,_, den vorletzten Néherungsbruch-Zéhler und 
-Nenner des regelmiBigen Kettenbruches fiir r bedeuten. 


1) Da Meta so kann man selbstverstiindlich auch setzen: 
é 
§’= 18, n’=eha, 


was aber im Falle e=+ 1 mit (25) volistandig zusammenfallt und im Falle s=—1 


infolge der Bedeutung von 2% nur auf eine andere Schreibweise von (25) hinaus- 
lauft (indem n&mlich ¢2 an die Stelle von 2 tritt). 

2) Waren «, B nicht relativ prim, sondern hitten einen (von 1 verschiedenen) 
gro8ten Gemeinteiler 0, so mu offenbar, wenn die Gleichung: 

a5—eBn=y 
tiberhaupt ganzzahlige Liésungen besitzen soll, auch y durch 0 teilbar sein. Wird 
dann gesetzt: a=d-a’, B=d-B, yodey% 
so la8t sich die obige Gleichung durch Division mit 6 auf die Form bringen: 
. “’§—sB’n=y’, 

wo jetzt «’, B’ relativ prim sind, sodaB also die Aufgabe auf den im Text be- 
handelten Fall zuriickgeftihrt ist. 
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Pa 
Beispiel. ° Es sei die Diophantische Gleichung vorgelegt: 
158 a@ — 127 y = 10. 


153. ° “O° 
Der zur Verwandlung von io7 14 elmen regelmaSigen Kettenbruch 


erforderliche Algorithmus lautet dann folgendermaBen: 


153 = 127.1 + 26 
127= 26-.4+ 93 


26= 23-143 

(23= 38-742 
3= 2-14+1 
2= 1-2. 


Die einzelnen Quotienten, also die Teilnenner des fraglichen Ketten- 
bruches sind danach: 1, 4, Lcly Le ein Berechnung der Néherungs- 
brtiche hat man sodann die Anfangswerte: 


A,= 1, Dyaal 
fee alee bier fy, Beaaedt 
und fiir v = 2 die Rekursionsformeln: 


A, 7 Be Asay a Pe B an. B, By a B, 4 


Die weitere Rechnung 148t sich dann tibersichtlich mit Hilfe 
des folgenden Schemas ausfiihren (wobei man also zunichst in die 
beiden ersten, den Indizes » =0 und » =1 entsprechenden Kolonnen 
die oben angegebenen Werte fiir A,, 8), A,, B, einzutragen und darauf 


fiir vy = 2, 3,--- nach den Rekursionsformeln weiter zu rechnen hat): 
v= 0 1 2 3 4 5 
B= 1 A 1 r 1 2 
roe 1 5 Pee Me bball. 147 6). Se pe aT 
ia 6 47 53 153 
shes 1 ! 4 Oe at Muy fi is 1.39+-5 2-44-1439 
v 5 39 44 127 


Den letzten Naherungsbruch, welcher ja mit dem urspriinglich ge- 
gebenen Bruche — identisch ist, brauchte man eigentlich nicht zu 
berechnen, doch liefert das betreffende Resultat eine zweckmaBige 


1) Man hat also: 


BE ot Nar, rare ee ge 
hn ie We tee t Te 3 


Ss 
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Probe daftir, ob die Rechnung ohne Fehler durchgefiihrt ist.1) Als : 
Aibler und Nenner des vorletzten Naherungsbruches findet man: 


A,=53, B,=44 


und daher nach Formel (27) (da y= 10, e=+41, »=5, also 
es Pahang ay 


£=440 +1971, 9 = 530+15382 G=0, +1 228 ). 


Das kleinste positive Lésungspaar kommt fiir 4 =—3 zum Vor- 
schein, némlich: 


§ 102. Unendliche Kettenbriiche aus positiven Zahlen. — Not- 
wendiges und hinreichendes Konvergenzkriterium fiir Ketien- 
priiche der ersten Hauptform. — Ubertragung auf die alleemeine 
Form und Herleitung vereinfachter hinreichender Konvergenz- 
kriterien. —- EinfiuB der Null als Teilnenner. 


1. Wir verstehen jetzt unter «,, 6, (v=1, 2, 3,----) beliebige 
positive Zahlen, und zwar zwei unbegrenzte Folgen solcher Zahlen, 
wihrend #6, auch <0 sein kann, und gehen darauf aus, iiber die Kon-. 
vergenz oder Divergenz des unendlichen Kettenbruches: 


a, ; 
Pot |e |. 
irgendwelche bestimmte Aussagen zu machen. 

Setzt man wiederum: 


\ 


see, A, Oy, iy, ¢ : Ay \ 
(A) Kee ' aleaimn (aa Bl, (n ae Ca ; Spezia By = Bo js 


1) Die Berechnung von A,_, und B,_, wird iibrigens merklich kiirzer, 
wenn man den um das Endglied verkiirzten Kettenbruch ,,von rechts nach links 
(vgl. 8.682, FuBnote 1 und das Beispiel S. 683/4) reduziert. Man gebraucht in 
diesem Falle zur Berechnung von B, _, nur gerade soviele Schritte wie bei dem 
Verfahren des Textes, wahrend sodann A, _, durch einen einzigen weiteren 
Schritt sich ergibt. Man hat namlich, wenn man die Bezeichnungen des Rech- 
nungsschemas auf 8.684 anwendet: a, = B,—1> % =A,—1- Bei dem vorliegen- 
den Beispiele gestaltet sich die Rechnung folgendermaBen: 


v= 4 3 2 1 0 

6, = 1 7 rh 4 1 

t, = 1 yee ts 1-$+41 4.98 Cee 
8 9 44 Ma 
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so bestehen nach § 100, Nr.1, 8.748, die beiden unbegrenzt fortsetz- 
baren Folgen von Ungleichungen (a. a. O. Formel (6)): 


Ky< Ky< eee < Re eH ¥ asst 
(2) | Ke Kae Po a aa vans 
und zugleich (a.a. O. Ungl. (8)): 
(3) SS ao Kaha ey iS hye Ky > Ko. 


Daraus folgt aber, daB jede der beiden monotonen Folgen (K, .), (Ke ee) 
einen bestimmten endlichen Grenzwert besitzt, etwa: 


(4) limK,,=K, Tim Ky 4, = B. 

Dabei hat man mit Riicksicht auf die Ungleichungen (2) und (3) allemal: 
(5a) ae eK Ke 

und auch: 

(5b) aida > K = K on KS 


sodaB also K und K stets zwischen zwei ganz beliebigen konselutiven 
Naherungsbriichen K, und K, _, legen, was auch von jedem N dherungs- 
bruche mit einem Index v'>yv-+ 1 gilt. | 
Mit Riicksicht darauf, daB nur die beiden Moglichkeiten K = K 
und K <K bestehen, gewinnt man den folgenden allgemeinen Satz: 


(1) Lin unendlicher Kettenbruch mit lauter positiven Teil- 
zahlern und Teilnennern kann nur konv er greren oder wesentlich 
divergieren, und zwar im letzteren Falle zwischen end- 
lichenGrenzen oszillieren. Sein Wert bew. seine beiden Haupt- 
limitest) Uiegen stets zwischen zwei ganz beliebigen konsekutiven 
Ndherungsbriichen.*) 


DaB jeder dieser beiden zunichst als emzig moglich erkannten Falle 
auch wirklich eintreten kann, wird sich in der Folge noch ergeben. 
Da im iibrigen bei jedem wesentlich divergenten Kettenbruche auch jeder 
mit einem spiiteren Gliede beginnende unendliche Kettenbruch wesent- 
lich divergiert und umgekehrt (nach § 98, Nr. 5, 8. 740), so folgt noch, 
daB im Falle der Konvergenz ein Kettenbruch der vorliegenden Art 
stets unbedingt konvergiert. 


A 
1} D. bh, die Hauptlimites der Zahlenfolge (5) 


: v 
2) Ist 8, > 0, so ist also der Wert eines solchen Kettenbruches bzw. jede 
der beiden Oszillationsgrenzen wesentlich positiy (also von Null verschieden). 
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\ 


A A 
Da tibrigens die Zahlenfolgen ( os ), ae ae +) in jedem Falle 


By le Bs ut 
konvergieren, so ergibt sich noch, daB die beiden aus dem gegebenen 
Ag 
durch Kontraktion hervorgehenden Kettenbriiche, deren einer die ,, ’ 


Agu +1 
deren anderer die B., ARO Niherungsbriichen hie (s. § 96, Nr. 2, Gl. (4) 
und (6), 8. 719), Hels Pinte en. 


2. Um brauchbare Kriterien fiir das Hintreten der Konvergenz 
bzw. Divergenz zu gewinnen, betrachten wir zunichst den Fall, daB der 
zu untersuchende unendliche Kettenbruch der ersten Hauptform (s. §. 97, 
Nr. 2, 5. 728) angehért. Dabei steht es frei, da das additive Anfangs- 
Bled B, in bezug auf die Konvergenz oder Divergenz offenbar ohne 
Hinflu8 ist, ohne Beschrinkung der Allgemeinheit 6B, =0 zu setzen, 
‘also einen Kettenbruch von der Form: 


1 ie) 
6) (K)=|F)  (B,>0) 
1 
den weiteren Betrachtungen zugrunde zu legen, Werden auch hier 


A 
wieder die Na&herungsbriiche mit a (y= 0,19 ee ) bezeichnet, so 
folet aus der Rekursionsformel: 


(7) Boy i 6, ,B, ae Bing (y = 1), 
daB stets: f 

: Boag oe Doe, (y a 1), 
und daher: 


| a wae at ae <tteee 
B, = B, Sat ae Shae se aap f 


(8) 


Die B, bleiben also fir » > 1 durchweg oberhalb der kleineren der 
beiden positiven Zahlen 1 und £,. 
Andererseits hat man: 


(9;) B,=6,<1+68, 
(9,) By, = Bs B, are i (Pets B,) (dic Be). 


Angenommen, man habe fiir m = 1,2,---n: 


(9) ) B,< [>] A +86,), 


so folgt aus der Rekursionsformel (7): 


n—1 a1 


Sos <Pors FEA +8)+ EL 0+ 0) < P+ 0. 


Pt SO 


. at 
Pity 
as, 
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Die Ungleichung (9) gilt also fiir jedes », da ihre Richtigkeit fiir = 1 
und m= 2 bereits feststeht. Hieraus ergibt sich, daB die B, unterhalb 
einer gewissen positiven Zahl bleiben, falls das rechts stehende Produkt 
fiir nm —> co in ein konvergentes tibergeht, und hierzu ist (nach § 81, 
Nr. 1, 8.621) notwendig und hinreichend, daB-die Reihe > B,, konver- 
giert. Ist diese Bedingung erfillt, so streben also die nach Ungl. (8) 
monoton zunehmenden Folgen (B, ,), (By ,,..,) bestimmten endlichen Grenz- 
werten Zu. 

Nun wurde in Nr. 1 gezeigt, daB in jedem Falle die beiden Folgen 
(K, ..), (K, ,.,) bestimmte endliche Grenzwerte besitzen. Sollen dieselben 
cusammenfallen, so ist wegen: 


peeucg Si 


(s. § 100, Nr. 8, GI. (22), 8. 750) 
notwendig und himrerchend, dab: 


(10) Ls pi er K pes im ce =, also: hm BB), = -+ oo. 


V>o “yy y>o 


Da diese Bedingung im Falle der Konvergenz von > B, nach dem 
zuvor Gesagten nicht erfiillt ist, so folgt, daB in diesem Falle der 


Kettenbruch | lt zwischen endlichen Grenzen oszilliert. 
DaB dagegen im Falle der Divergenz von > B, der fragliche 


Kettenbruch stets konvergieren muB, erkennt man in folgender Weise. 
Multiphiziert man die Rekursionsformel (7) mit B,, so ergibt sich: 
(11) B, Pdi Fes By B, are Being By y 


und hieraus durch Substitution von » = 1,2,---2 und ‘Addition der 
resultierenden’ Gleichungen: 


— 
BB ay ie ByB, Gs > Bray B 
1 


oder auch (wegen: B, = 1, B, = f,) einfacher geschrieben: 


n-+-1 
(12) ay Ean 
Als notwendige und hinreichende Bedingung fiir die Existenz der 
Beziehung: lim B, B41, = +00 erscheint daher die Divergenz der Reihe 


N->D 


.} 6,B?_,, und da die geri durchweg oberhalb einer gewissen posi- 
B | ao 

tiven Zahl liegen, so ist diese Divergenz gesichert, falls >: By, diver- 
x 
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giert.") In diesem Falle ist dann also die Bedingung (10) erfiillt und 
der fragliche Kettenbruch somit konvergent. 


Die vorstehenden Ergebnisse lassen sich zu dem folgenden Satze 


zusammenfassen: 
(II) Die notwendige und hinreichende Bedingung fiir die Kon- 
vergenéz des Kettenbruches | (wo: B, >0) besteht in der Diver- 


gene der Reihe By Der Ketonbrith konvergiert dann eo Upso 
unbedingt und sein Wert ist wesentlich positiv. Ist die Rethe 
SB. konvergent, so oszilliert der Kettenbruch zwischen ewei 
endlichen wesentlich positiven Zahlen. 


3. Um dieses Resultat auf einen Kettenbruch von der allgemeinen 


Form: be (wo: a >0, 6, >0) zu tibertragen, hat man nur zu be- 
eos 


achten, daB der Konvergenz- bzw. Divergenzcharakter durch Aquivalenz- 
Transformation keine Anderung erleidet (§ 97, Nr. 2, S. 728) und daB 
andererseits sich ergibt: a e . 

| My | cae 
(13) Toa ileal, 


wenn gesetzt wird (s.§ 94, Nr. 4, Formel (23), S. 710): 


; 1 BA ? a, a, Meelis Wiese | 
Cie oe und fiir ends Boe see a * Pay 
(14) 1 24 2 


Ol, OL 5 eee 9 


EES cto “Gy ia 


1 gt Oe ee ee 

Da ferner die Reihe > 6’ schon dann und nur dann divergiert, 

° ; e . je ? , e ° 4 

wenn mindestens eine der beiden Reihen _> Bs.» oS By 41 dvergiert 

(wahrend offenbar diese letzteren Reihen beide konvergieren vitissen, wenn 
po B, konvergieren soll), so findet man: 


(IIl) Die notwendige und hinreichende Bedingung fiir die 


(co wpso unbedingte) Konvergenz des Kettenbruches eT (wo: 


a, > 0, B, > 0) besteht darin, da mindestens eine der beaden Reihen: 


io-2) 


ie.2) 
Dee ae es Ol, Cl, 2° & 
(15) ft fe 8 3 1 ill es Re ene -B 
% = WH, Ayres Qo 1, 2u : } OL, Oy ° 2u+1 
: 1 


Poon he a 


divergiert. Sind beide Reihen konvergent, so oszilliert der 
iettenbruch zwischen zwei endlichen wesentlich positiven Zahlen. 


1) DaB tibrigens die Divergenz von > Bis welche nach dem Gesagten als 
hinreichend fir die Divergenz von $'8,B?_, erscheint, auch dafir notwendig ist, 
ergibt sich aus der zuvor gewonnenen Erkenntnis, daB im Falle der Konvergenz 
von Sf, die B,_, wnterhalb einer gewissen positiven Zahl bleiben, also gleich- 
zeitig mit der Reihe S'6, auch S'B,B?_, konvergieren wiirde. 
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Um die Beschaffenheit dieser Reihen zu untersuchen, wird man 
auf Grund der besonderen Bildungsweise ihrer Glieder zweckmabig 
eines der Kriterien zweiter Art anwenden. So wiirde z. B. die An- 
wendung des,Cauchyschen Fundamentalkriteriums zweiter Art (s. § 54, 
Nr. 6, 5. 385) ergeben, da die erste bzw. zweite der Reihen (15) 
divergert, wenn: 


ead ye deal Oo t B t— 
(16) lim af izes Lie ee eee ee 
ure “su+1Psu+2 u>@n C5 Poy 4-1 


C9 + 9 P21 


und daB also der Kettenbruch schon konvergiert, wenn eine dieser beiden 
Bedingungen erfiillt ist, wiaihrend die Divergenz des Kettenbruches erst 
feststehen wiirde, wenn die entsprechenden fiir die Konvergenz beider 
Reihen maBgebenden Bedingungen gleichzeitig bestehen, sodaf sie sich 
in die folgende eine zusammenuziehen lassen: 

(17) lim “rt Prmt sy, 

y>on MyPyty 

Macht man der gréferen Hinfachheit zuliebe bei den Bedingungen (16) 
die analoge Zusammenziehung (wodurch natiirlich das betreffende Krite- 
rium eine gewisse HinbuBe an Tragweite erleidet, da ja nunmehr die 
‘Divergenz der beiden Reihen (15) gefordert wird), so erhalt man den 
folgenden Satz: 


(IV) Fir die Konvergenz bzw. Divergenz des Ketten- 
bruches lz (wo: «, >0, B, >) ist hinretchend, dap: 
a eet 


(18) fyra teal DU Cp ee 
ct, By 44 


v>o 
Selbstverstindlich hat es keine Schwierigkeit, diese Bedingungen durch 
Hinfiihrung schirferer Reihenkriterien zweiter Art, wie des Raabeschen 
und der Bertrandschen (s. a. a. O. die Formeln (Z’)), entsprechend zu 
verscharfen. ') 


1) Dabei ist zu beachten, daB man nicht ohne weiteres die Zusammenziehung 
der Bedingungen (16) fiir die Divergenz und der entsprechenden fiir die Kon- 
vergenz der Reihen geradeso wie beim Cauchyschen Kriterium vornehmen darf. 
So, wirden z. B. bei Anwendung des Raabeschen Kriteriums auf die beiden 
Reihen (15) die betreffenden linken Seiten zunichst lauten: 


a 
Pa 24+ 2P3 x — Ot 1 P2 oe — 
lim oaks pat) und Tim a ( ru -+1P tare ot) 
u>o yy 41 Pey 4s jes nes ' 9 gy 4-4 


und diese lassen sich zusammenziehen in: 


FPS 14 By 
lim BM ecisbamt —1) mcht: 
2 oe 


a, Tamas 
peat v ( ta), 
\ B44 


y>o 
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Of / 9g B y e O p 
Ma ye NE, leo tae e, der Kettenbruch kon- 
Cyt 1 Py 4s +2 y>am Cyt y y+ 2 


vergiert daher fir «<1, er divergiert fir «>1. Fir e¢=] hefert 
das obige Kriterium keine Enischeidung, man erkennt aber unmittel- 


bar, da8 der Kettenbruch, der jetzt die Form B hat, infolge der 
‘ Vy i 
1 
Divergenz von Sy nach Satz (IL) noch konvergiert. 


4, Statt durch direkte Anwendung vorhandener Konvergenz- und 
Divergenzkriterien auf die Reihen (15) hinreichende Bedingungen fiir 


Konvergenz und Divergenz des Kettenbruches herzustellen, lassen sich — 


zweckmaBig vereinfachte hinreichende Konvergenzbedingungen . mit 
Hilfe der folgenden Bemerkung gewinnen: 


Wenn die Reihe > B; konvergiert, so konvergieren stets auch die 


beiden folgenden: Lae cea 
Pop in aVB; a 


Wenn also eine dieser beiden Reihen divergiert, so divergiert auch 


2P;.') 


® 


1) Dagegen darf man nicht aus der Konvergenz von > By BY 44 und nicht 


; / Sie eee 
einmal aus derjenigen yon > VBiB 4, auf die Konvergenz von pes B, schlieBen. 


, 1 Ag 4 Rr = } 1 eo 
Setzt man gz. B. gee 8 80 konvergiert >» BY B; ie io ee > Wihrend 
i Ei d 
hs es py — divergiert. — Setzt man ferner: 
y e 
: rb i bog See bad 
ie baie 
d. h.: 
1 te 
| Pou —1= Sua CaiGe Ea 
und daher: 
1 4 
Ps, — 1 Be na (7) 
1\4 
Ps BS if = i ’ 
so ist: 
ON ee CIE 1 2 a 
VESBy 4 me (=) ’ | 


also > VESBy ay konvergent, wihrend > 6; offenbar divergiert. Immerhin kann 


man aus der Konvergenz von ‘8’, dann ohne weiteres auf diejenice von 
yey 


Ws B; schlieBen, wenn die B; monoton sind, da ja in diesem Falle 
Pray VB py h 


* 
ee = tS ee 


f & 
B 
‘ 
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Die Richtigkeit der ersten Behauptung ist unmittelbar einleuchtend, 
da ja, wegen Ue B,== 0, zum mindesten fiir hinlinglich groBe v: 


BB. 44 <p) Zia Beweise der zweiten Behauptung hat man: 


(ci ES oe) 


VA te 1 , , 
MB Bon, = (8 of pated 


n—+-1 


> *VBiB. 4, < aie 


woraus dann die Richtigkeit der fraglichen Behauptung sofort 
hervorgeht. 

Wendet man dieses Ergebnis auf die aus den beiden Reihen (15) 
zusammengesetzte Reihe an, sodaB also: 


also: 


und daher: 


B. B. Pau —1P 24 B. B. Pau Pants 
. 2u—1F 9u Os 4 d 2uP2u+1 Oy 44 
d.h. schlieBlich: B’p’ PePr tt 
ee a y+ 


zu setzen ist, so ergibt sich aus dem Satze (III), soweit er die Kow- 
vergenz des Penicichie betrifft, der folgende Satz: 


(V) Fir die Konvergenz des Kettenbruches Hd (wo: 
« >0, B, >0) ist hinreichend, wenn die Reihe: -") 


6,6, 
(a) Se 


oder auch nur*) die folgende: 
(B) Bf Ane: fod 
SV 
(bzw. ein Bestandteil dieser Reihen) divergiert.®) 


1) Dieses ,,auch nur“ bezieht sich lediglich auf den Fall By Py Py tt <a Vein 
a 
B, Py Py 44 B,B, Py Py 41 faite 
welchem ja ——- <— und daher die Reihe (B) sehr wohl divergieren 


* hue ee. yPytl é 
kann, wihrend (A) konvergiert. Ist fiir unendlich viele v: tk diver: 


yl 
gieren ja beide Reihen  stets gleichzeitig (was nattirlich auch im Falle 
B, 3 By 4-1 
C41 
2) Dagegen wiirde nach dem in FuBnote 1 der vorigen Seite Gesagten die 
Konvergenz der Reihen (A) und (B) nicht ausreichen, um daraus die Divergenz 
des Kettenbruches zu erschlieBen. 


<(_1 eintreten kann). 


‘ 
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v 


Bleiben die Quotienten © oberhalb einer positiven Zahl (was 


z. B. stets der Fall ist, wenn zum mindesten fiir hinlanglich groBe v: 
B,=«,), so ist die Divergenz der Reihe (A) bzw. (B) gesichert, wenn 


ow B, baw. > VB, divergiert, und man findet daher: 


(Va) Ist: B > y- a, >0 (wo: y > 0, im tibrigen beliebig), 


b, 


so konvergiert a , wenn die Reihe > 8, oder auch nur 
ane 1 
VB. divergiert, 


SchlieBlich ergibt sich noch fiir den speziellen Fall 6, = 1, wenn 
also der Kettenbruch der zweiten Hauptform angehirt: 


(Vb) Der Kettenbruch i (wo: «, >0) ist konvergent, 
1 


e e 1 of ° e 
wenn die Reihe > % oder auch nur SVs divergiert, 
v . 


Beispiel. Fiir den Kettenbruch |” | lautet die Reihe (A): 


1 
oy (Cy. die Reihe (B): >): Die ane nur ftir p< 1 divergente 
Reihe wiirde. nur erkennen lassen, daB der Kettenbruch fir p < pa: 
konvergiert, waihrend die fiir p <2 bestehende Divergenz der Reihe ‘(B) 
die Konvergenz des Kettenbruches fiir p <2 anzeigt. Dagegen gibt 
das Kriterium (V) keinerlei Anhaltspunkt zur Beurteilung des Ketten- 
bruches im Falle p> 2, in welchem ja beide Reihen konvergieren. 
Man muS daher auf den Satz (Il) zurtickgreifen. Das Raabesche 


Kriterium ergibt dann die Konvergenz der beiden Reihen (15), wenn 
veh S. 765, as pe 


lim al Palas ied 


< y->o r Pot 


d.h. also, wegen «= v*, 6 = 1, wenn: 


lim »((1 +3) —1)>2. 


V>o 
Mit Bentitzung der Formeln (Ib), (IIb) von § 30, Nr. 2, §. 1827/3, 
wenn man daselbst| P=1-+-—,¢=p setzt,') findet man aber: 


1) Die betreffenden Formeln beziehen sich a. a. O. zunachst nur auf rationale 
Hxponenten c. Die erste der Formeln wurde dann spiterhin auch ausdriicklich 
auf wrrationale Exponenten C iibertragen (§ 31, Nr. 5, S. 192, Formel (Ib)). Diese 
Ubertragung gilt aber auf Grund der a, a. O. (Anfang von Nr. 5) gemachten 
prinzipiellen Bemerkung auch fiir die zweite Formel. 


4 
fi 
i 
; 
%s 
( 
4 
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pean eles 
2 eae 
yvti1—p 


also: 
lim » ((1 +=) — 1)= DP, 


sodaB also die fraglichen Rezhen fiir p > 2 konvergieren, der Ketten- 
bruch also divergiert. 


5. Mit Riicksicht auf eine spiterhin zu machende Anwendung 
wollen wir auch hier noch den Fall genauer ins Auge fassen, daf fiir 
die Teilnenner B, der Wert Null zulassig sein soll. Wird zunachst 


angenommen, daB 6,> 0, so liefert der Kettenbruch lz nach § 100, 
mh 

Nr. 4 lauter wohldefinierte, durchweg positive Niherungsbriiche K_, 

und zwar ist (Formel (27), Seite 752, mit Beriicksichtigung von 

K, = 0): 


eee Ket a Ki) ae SUK eye pte) aK Ke) 


Daraus geht aber. hervor, da® jeder Naherungsbruch K_ be fit Onin 
die Grenzen K, und K,,, eingeschlossen ist, dab ferner die K,, und 
die K,,41, geradeso wie im Falle durchweg wesentlich positiver £, , 
bestimmte endliche, eventuell auch. zusammenfallende Grenzwerte 
K und K besitzen miissen, sodaB also der Kettenbruch wiederum ent- 
weder zwischen zwei endlichen Zahlen oszilliert oder konvergiert. Dieses 
Resultat erleidet keine wesentliche Anderung, wenn B,= 0 oder gleich 
etwas allgemeiner: 6B, = 8,=---= 8B, ,=0, dagegen Bei, ee on 
Der einzige Unterschied besteht dann (nach dem in § 100, Nr. 4 
Gesagten) darin, da& die m Naherungsbriiche K,, K,, --- K und 
nur diese sinnlos ausfallen. 

Hine besondere Betrachtung erfordert dagegen die Annahme: 
B,,,,—9 ftir jedes » =0,1,2,----. In diesem Falle werden ja alle 
Naherungsbriiche mit wngeradem Index sinnlos, der Kettenbruch also 
in euter Weise divergent, die in den bisher betrachteten Fallen nie- 
mals vorkommen konnte. Dabei zeigt sich nun aber beziiglich des 
Verhaltens der Niherungsbriiche mit geradem Index eine zwiefache 
MOglichkeit, da sich das Ungleichungssystem (19) jetzt auf das 
folgende reduziert: 


2m—1 


1) Dabei ist nach § 100, Nr. 4: 
Kou = Keytar wenn: By +2=% 
wahrend im Falle B,,,4,=0 die im Text angegebenen Modalitiiten eintreten. 
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(20) (AK ee ok oe 
also die Begrenzung nach oben wegfillt, sodaB hier die beiden Még- 
lichkeiten bestehen: 


lim Ks, = K (d.h. endlich) und: lim KS, = 


uw uU>@o 
Um die ee festzustellen, unter srolcliog der eine bzw. 
der andere dieser beiden Falle eintritt, wollen wir A,,, B,, mit Hilfe 
der iiblichen Rekursionsformeln explizite darstellen. Man hat zu- 
nachst, wegen 8,, ,=—0 und B,, ,=0: 
BB AC ee iy on (u = 1) 


2 2u~2u—2? 2u—1 2u—1 2u—38 


und daher durch fortgesetzte Anwendung dieser Beziehungen (mit 
Beriicksichtigung von B,=1 und A, = «,): 


(21) B 2? rem ox Of ; Oo u— (uw es 1}; *) 
Zar Bestimmung des A,, hat man sodann: 
Ag iy me Bs, ay Tey , Aes 


Peels athe By a a Gg he 


Aor ie B,,, Asis 1 Cee 


Da we rains bat Wee sc 


A,= BA, + aA, 


A, = B,A,. 
Multipliziert man die zweite dieser a mit @,,, die dritte 
Mit o, , C, aoe , usf., die vorletzte mit a, PPE tds und die letzte 
Mit ty ,,, 9 °°" %q, 80 ergibt sich durch nda und Weglassung 


der beiden Seiten gemeinsamen Glieder: 


Nee BA, &, > -- Cy, B,A,c, ++ Cette 
=a Pea a a Oy 4, By ,,A 2u—1 
und somit durch Division mit B,, unter Beriicksichtigung der 
Beziehungen (21): 
A a 0, & ye ss 
(22) eee +—*=8 +. + eta, 


2 Seats 
Be, ky Oy Oy My Oy Oy yy — 


PES Uh ee ae 
Wye rs Oo 1, 2° 


1) Da Ag, > 0, so sind also die N’herungsbriiche mit ungeradem Index 
durchweg in der Weise sinnlos, daB ihre reziproken Werte unzweideutig gleich 
Null sind. 
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A 
Hiernach fallt also lim K,,=lim =“ endlich oder wnendlich aus, je 


Mu> x M aces Ball 
nachdem die Reihe: 
@ 
QW +2 + & 
Bia EiSetbe t) 
ke es ee 
(23) 2 Oy dy rss Co 1 2 ft 


konvergiert (bzw. sich auf eine endliche Anzahl von Summanden redu- 
ziert) oder divergiert. In letzterem Falle und nur in diesem ist dann 


offenbar der Kettenbruch lz | im Gegensatz zu den Verhalten in 


i 


den Fallen B,>0 (v= 1) baw. 6, >0, B,>0 (v> 2) auger ete, 


Bs 
divergent (da ja fiir w > 1 bereits: —““—*— 0 und daher: fee N = 0) 
Agy—1 v>o 
Es ergibt sich somit der folgende Satz: 
(VI) Die notwendige und hinreichende Bedingung fiir die 
a wn 
auBerwesentliche Divergenz des Kettenbruches a , wo a >0, 
B, => 0, besteht in der Beziehung: rt 
Of, > B=. 6) see 
und der Divergenz der Reihe (23). 


Wird jetzt wieder angenommen, daB f, > 0, also: K=> so folet 
1 


aus (19) mit Beriicksichtigung von FuBnote 1), dab: 


(24a) Kez A bzw. im Falle der Konvergenz: K < z 
1 


mit Ausschlup der Gleichheit sofern nicht ausnahmslos: 6, .,=0 (fiir 
wu >1). Ist aber diese letztere Bedingung erfiillt, so rien alle mit 


ungeraden Nummern versehenen Nalieecnceiciite des Kettenbruches 
var simmlos, dieser selbst also nach Satz VI auferwesentlich diver gent, 
3 


¥ 


wenn zu den obigen Bedingungen noch die Divergenz der Reihe: 


GH, (64 
3 5 2u—1 ° ee . 
eet 7 B,,, oder, was offenbar auf dasselbe hinausliuft, die- 
3 4°°6 te 2u “ 


1) Setzt man durchweg: «,=1 (v=1,2,3,,+--) und schreibt B, atatt B,, so 
wo 

nimmt die Reihe die einfache Form an: Su B3,, Man hitte dieses spezielle 
1 

Resultat auch direkt durch Anwendung der im Texte befolgten Methode 


1 
auf den Kettenbruch | a | herleiten und sodann mit Hilfe der Formel (14) zu 
Vv 


der allgemeineren Reihe (23) gelangen panen: 
Pringsheim, Vorlesungen I, 3. : 50 
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jenige der Reihe (23) hinzukommt. Daraus folat weiter, daB im Falle 
0 (w= 1) der Kettenbruch | 5"| die untere Oseillationsgronze 0 


2 


p 2uti 
bzw. bei Hinzutreten der eben erwiéhnten Reihendivergenz den Wert 0 
besitzt und daB daher schlieBlich an die Space der Ungleichungen (24a) 
die folgenden Gleichungen treten: | 


, | vg ill aly 
(24b) K= B, baw. K= B, 


Ubertrigt man die soeben in bezug auf den Kettenbrach | mae 
gemachte Remerkute auf den Kettenbruch lz Al (wobei man _ also 


nur alle in Betracht kommenden Indizes um 1 zu erniedrigen hat), 
so lassen sich die vorstehenden Ergebnisse in den folgenton Satz 
zusammenfassen : 
(VII) Ist 6, > 0, so gelten fiir den Kettenbruch | (wo 
\ id 1 
durchweg: 0, >) die Beztehungen: 
(25) 0<K<K<K<3, 
1 
wenn weder alle B,,, noch alle Banal ftir w >1 den Wert 0 
haben. Dagegen wird dann und nur ae 


(26a) K = 0, wenn: B,,= 9 (u=1, 2, 3,-----) 
+ Oy, a : 
tds pee pe Pou pa = vO 
(26b) 
Ke a? wenn: Bt. 0 (ie = 1, 2, Bye 


ie unc e : ay 
ne > Oy Oy RE By, = +003) 
(wihrend an die Stelle dieser beiden CN nur die 
f olgenden treten: 
(27) K= 0) Wee K=c4 
she By 
wenn die entsprechende Zusatebedingung der Reihendivergenz 
nicht erfillt rst). 


1) Damit ist schon implizite gesagt, daf im Falle (26a) unendlich viele 
By ,,4.4» 1m Falle (26b) unendlich viele f,,, von Null verschieden sein miissen. 
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Man hat also bei 6, >0: 


|, Ml, o%| LA cA J jaune ea ie . . , . ‘ 
ete Tia st 9 + Z - 0, wenn die Reihe (26a) divergiert, 
og BP Ac ate re Re A Ban Cee ke ‘ : otek 
ot a zn a an ze 18 ia! vee = 3? wenn die Reihe (26b) divergiert. 


Nach AusschluB des durch Satz (V1) charakterisierten Falles auBer- 
wesentlicher Divergenz behalten im tibrigen die in den Satzen (I1)—(Va) 
angegebenen Konvergenzbedingungen ihre Giiltigkeit.) Nur braucht 
im Halle der Konvergenz diese nicht eine unbedingte zu sein, nimlich, 
wie aus Satz (VI) bei passender Verschiebung des Anfangsgliedes 
hervorgeht, dann nicht, wenn von irgendeiner Stelle ab alle B,,, oder 
alle B,.4, den Wert Null haben. 


§ 103. Unendliche regelmiBige Kettenbriiche. — Identitiits- 
Saiz. — Umkehrbar eindeutige Beziehungen zu den Irrational- 
zahlen, —- Neuer Beweis des Aquivalenzsatzes von § 7}. 


1. Hin der ersten Hauptform angehériger unendlicher Kettenbruch: 


(1) K)=B+ 5 | 


a) 
i F) 
Vv 1 


heiBt (wie im analogen Falle ein endlicher Kettenbruch) regelmapig, 
‘wenn die Ai fir v > 1 natiirliche Zahlen sind, wahrend B, eine beliebige 
ganze Zahl (einschlieBlich der Null) sein. kann. Ein solcher Ketten- 
bruch ist, da hier die Reihe -> B, stets divergiert, nach dem Satze II 
des vorigen Paragraphen (S. 764) stets konvergent, und zwar unbedingt 
konvergent, sodaB gesetzt werden kann: 


(2) | B+] =K, 


. wo K eime bestimmte Zahl vorstellt, und zwar eine positive, wenn 
6,= 9, eine negative, wenn b)< 0, wie ja unmittelbar daraus hervor- 


geht, daB der Wert des Kettenbruches A nach dem Satz I des 
il 


v 


vorigen Paragraphen (8. 761) stets zwischen - rs und # also 
schlicBlich zwischen 0 und 1 liegt. Aus der letzten ‘Bemerkung er- 


gibt sich auch sofort der folgende Satz: 


1) Auch die in (26a), (26b) und (27) enthaltenen Aussagen sind ja schlie8- 
lich nur besondere Falle bzw. Grenzfille des Satzes (II!). 


50* 
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Zwei gleichwertige unendliche regelmadpige Kettenbruche sind | 
identisch.*) 


Denn, angenommen es séi: 


, hea hg i aati 
nla me LAL 
0 | ae ID 
so zerfallt diese Gleichung, da 6%, 6, ganze Zahlen sind und die Werte 
na Lae 
von lz | 4 la zwischen 0 und 1 liegen, in die folgenden zwei: 
vw _\y vty 


; | a2 ° 1 2) 
nah (A -GE 
0 0 a : B, |, 
und aus der zweiten dieser Gleichungen folgt durch Ubergang zu den 
reziproken Werten, also den im Nenner stehenden Kettenbriichen: 


, 1 a a ie . 1 i) 1 oO 

ey la = 6, + la | , soda8 wiederum: 6, = 6 La = La. | 

: B, 2 : B, 2 1 1? 6, : B, : 
usf. (analog wie im Falle zweier endlicher regelmaBiger Kettenbriiche: 


§ 101, Nr. 1, S. 7538/4). 


° s ° ° Ae ° 
2. Werden die Naherungsbriiche wieder mit K,—= 5 bezeichnet, so 
v 


folet aus dem in § 101, Nr. 1, 5. 753, tiber endliche regelmaBige 
Kettenbriiche Gesagten, daB die B, und, im Falle 6, = 0, auch die A, 
positiv ganezahlig und mit » monoton zunehmend ims Unendliche wachsen, 
wihrend im Falle 6,<0 das gleiche von —A, gilt. Ferner bilden 
(wie ja bei jedem Kettenbruche mit positiven Teilzahlern und Teil- 
nennern, eventuell abgesehen von ,) die K,, eine monoton zunehmende, 


1) Der Satz gestattet die folgende Verallgemeinerung, auf deren Beweis je- 
doch hier nicht eingegangen werden soll: ,,Stehen die Werte K und K’ gwerer 
regelmipiger Kettenbriiche in der Beziehung: 

, a, K+ a, Na og 
K re , (also: Mears yee 
WO O,) gr My, %, ganze Zahlen und a, «,—e, ¢,=+1, 80 gibt es zwer (eventuell 
zusammenfallende) Indizes m, n, fiir welche (K eo? und (K Lar identisch ausfallen.~ 
DaB andererseits umgekehrt aus der Ideniitdt von (K hve) IC die Existenz einer 
Beziehung zwischen K und K’ von der oben angegebenen Form folgt, erkennt 
man unmittelbar mit Hilfe der Beziehungen: 


A, 1 K™+A 


m— 2 

Ke m (m) 
Bn—t K ay Bn—3 
ee Bae ae 


hoy K@ 4B? 


p—1 n—2 


wo K™) den gemeinsamen Wert von (K,, ,) und (K/ ,) bedeutet. 


mM, ® 
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die K,,,, eime monoton abnehmende Folge (s. § 100, Nr. 1, Ungl. (6), 
-§. 748), und da der Wert K des unendlichen Weattenenahes der ge- 
meinsame Grenzwert beider Folgen ist, so hat man: 


(ola, aie UK, <K<-:-:: Ka one era oh; 
und es liegt also wieder insbesondere K stets zwischen zwei beliebigen 
_konsekutiven Niherungsbriichen. Infolgedessen hat man: 

| LAE hn seal Me 
(4) ec K, | < | OS te K,| ie B,By ay iG B? ) 

Im iibrigen liegt K (analog wie der Wert eines endlichen regelmabigen 
Kettenbruches bzw. des in § 100, Nr. 2 betrachteten allgemeineren Typus) 
niher an K,,, als an K,, also um so n&her an K,, Je gréBer v ist. 
Man hat namlich nach Ungl. (17), 8. 749, fiir 9 > 1: 


(5) [K, 4B y aN, ai << Ky 4.8 y—1 a Age at 
Hieraus wiirde fiir 9» oo nur so viel folgen, daB: 
(6) Pe Beeb sti BN on Ale 


jedoch wird sich sehr bald zeigen, daB fiir die Geltung des Gleichheits- 
zeichens keine Méglichkeit besteht.*) Im tibrigen ergibt sich aus (6) 


durch Multiplikation mit Ee weiter: 


VY 


By ‘ By 
(7) |K—K |< Bimal ot KI (wegen: ——— 


und durch wiederholte Anwendung dieser Ungleichung: 


(8) iK—K,|<|K—K,| fir: w< ». 


3. Bedeutet a (wo B’'>0O) einen Bruch, der zwischen irgend 


zwei konsekutiven Niherungsbriichen — und = des regelmaBigen 


Bgen B, 
Kettenbruches liegt (wobei es ja offenbar ganz gleichgiltig ist, ob dieser 
ein endlicher oder unendlicher ist), so hat man, wie in § 101, Nr. 3 


gezeigt wurde (S. 756, Ungl. (15)): 
(9) BiB 


1) Man hat sogar: 


|K—K,| <—— : 


418, 
wegen: 
Beep HB eBt Sig B 
+1 y+1~y y— 1 » 
(wo B, 44> 1). i ah 


2) S. Nr. 3 am Ende. 
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Hieraus folgt aber mit Notwendigkeit, daB der Werf K eines unend- 
lichen regelmiBigen Kettenbruches niemals rational sein kann. Denn, 


ware K = a so mliBte die Ungleichung (9) fiir jedes noch so grope v be- 


stehen, was unméglich ist, da lim B,= + oo. Somit gilt der Satz: 
1 Y>o 


Der Wert eines unendlichen regelmapigen Kettenbruches ist 
stets trrational. ) ! 


Ferner ergibt sich, daB (wiederum analog wie bei endlichen regel- 
maSigen Kettenbriichen: s.§ 101, Nr. 3, §. 756) jeder Naherungsbruch 


K, == — dem Werte K des unendlichen Kettenbruches niiher kommé als 
jeder andere Bruch a dessen Nenner nicht gréBer ist als derjenige 
von K\. Denn angenommen, man habe: | 
(10) Ka pls Keak) 
so folgt aus Ungl. (7), daB um so mehr: 

\ A‘ | 
Crt) biaetsy <i Re 


und da andererseits K zwischen K,_, und K) liegt, so ergibt sich aus 
diesen beiden Ungleichungen, da8 auch - zwischen K,_, und K, liegen ~ 


/ 


muS und daB daher wieder die Ungleichung (9) besteht. 
Auch zeigt die Irrationalitaét von K, daB, wie bereits angektindigt, das 
Auftreten des Gileichheitszeichens in der Beziehung (6) in Wirklichkeit 


ausgeschlossen ist. Denn, wire etwa: 
RE le Be ee 
so hatte man, da ja die betreffenden Differenzen entgegengesetztes 
Vorzeichen besitzen: 
RB Aye Rae 
also: 
A AL 


cp? a. h. rational, 


kK — 
Bong Ts B,. 


was unmdglich ist. 


4. Der Satz, daB jeder unendliche regelmaBige Kettenbruch einen 
wrrationalen Wert besitzt, ist (immer wieder, wie der entsprechende 
Satz fiir endliche regelmaBige Kettenbriiche) umkehrbar, d. h. jede 
Lrrationalzahl \éBt sich auch durch einen unendlichen regelméBigen 
Kettenbruch darstellen. : 

Ist § eine positive oder negative Irrationalzahl , So laBt sich & 
stets, und zwar nur auf eine Weise in die Form setzen: 
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wo Bo pre positive oder negative ganze Zahi oder auch die Null vor- 
stellt, — eine dem Intervall: 0< ~ al Pra angehorige Irrationalzahl be- 
deutet. Da hiernach &.>1 und eleichfalls wrrational, so ergibt sich 
analog: 


(12,) &=6,+ ze? wo: 6, >1 eine nattirliche Zahl, 
2 
age Wiggs z <1, & irrational. 
Ebenso: 
(12,) == By-+ a wo: B, = 1, (eee <1, & «rational, 


& 


und in dieser Weise fortfahrend, napa 


(12,)  5,=8, eee » wo: B,>1,0< Adee irratvonal.*) 
+1 


ane ey y-+-1 


Durch Hinsetzen der Beziehungen (12,), (12,), --- (12,) in Gl. (12) 


ergibt sich zunichst fiir § eme Kettenbruchentwicklung von der Form: 
@ om ot ae 
(13) § = BoH iB see B ae ee 


Dabei bricht der obige ProzeS wegen der Irvationalitdi eines jeden § | 
niemals ab, sodaB es freisteht, die Gliederzahl » + 1 des Kettenbruches 
(13) unbegrenzt zu vergréBern. Werden nun dessen Niaherungsbriiche 


wieder mit 5") ,+»--- bezeichnet, so ergibt sich auf Grund unserer. 


tiblichen Metdeeiiustoriiel: 


(14) 


Sy44 A, FA, _3 
ih ga =Ds +B, —1 


ore 


und daher: 
A A By ALG y 
15 BN) TA -ivank alee or 
( ) é By, B, (Ba5 By +B, 4) BY (2,448, +B,04). 
also, wegen ae Pe i- 
| Ry 
(16) | | & — B, | < a 
und, wegen lim B |= + sv: 
Y >on 
A 
(17) eo hime 
Yo vy 
d. h. schlieBlich: 
(18) é = bo+| =| ; 


1) Die bei diesem Verfahren sich ergebenden Zahlen f,, f,,-- - Biytrce 


werden auch als wnvollstindige, Sibert & ee als vollstdndige Quotienten be- 
zeichnet. 
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Durch Zusammenfassung dieses Resultats mit dem Identititssatze 
von Nr. 1 und dem Satze von Nr. 3 betreffend die Irrationalitit des 
Wertes jedes unendlichen regelmiBigen Kettenbruches ergibt sich also 
der folgende Satz: 


Jede (reelle) Irrationalzahl laBt sich in einen und nur einen 
unendlrchen regelmadBigen Kettenbruch entwickeln. Umgekehrt 
stellt jeder solche Kettenbruch eine gewisse Irrationalzahl dar. 


5. Hiernach findet zwischen der Menge der recllen Irrationalzahlen 
und derjenigen der unendlichen regelmdfigen Kettenbriiche eine wmkehr- 
bar eindeutige Beziehung statt, gerade so wie zwischen Irrationalzahlen 
und sicht-periodischen engine, Systembriichen (vgl. § 24, Nr. 4, 8.148). 
Diese Beziehung kann zunichst dazu dienen, um die reellen Irrational- 
zahlen x' des Intervalls 0<«'<1 den paarweise irrationalen komplexen 
eo d.h. den Zahlen = + »'t mit zwei irrationalen Bestandteilen 
é', n', des Bereiches 0 < &'<1, O<y!<1 umkehrbar eindeutig zuzu- 
ordnen. Setzt man namlich: 

Pics 1 i 
“la 


und ordnet man diesem z' dasjenige &’ + »'i zu, dessen Bestandteile EU 
definiert sind durch die Gleichungen: 


Rye oe 7 Pe 1 | 
é 5 al / 4 las 


so entspricht jedem irrationalen x' des Intervalls 0 < x' <1 em und 
nur ein aus zwei irrationalen Bestandteilen bestehendes £'-+- 7'4 des 
Bereiches 0 < §'<1, 0<y'<1. Umgekehrt: wird &'+ y'i mit ¢r- 
rationalem &' und 7' in den angegebenen Grenzen beliebig angenommen, 
sodaS regelmaBige Kettenbruchentwicklungen von der Form bestehen: 


é! == Pe n! = beh 
, ? 
vy 1 3, i 


so braucht man nur zu setzen: 


f 


um genau dieselbe Zuordnung zu erzielen, welche zustande gekommen 
ware, wenn man von diesem x’ ausgehend nach dem zuerst angegebenen 
Verfahren &' und »' daraus bestimmt hatte. Es wird also auf diese 
Weise eine umkehrbar eindeutige gegenseitige Zuordnung der beiden 
Aahlenmengen (x') und (&' + 7'2) erzielt. 

Um dieses Ergebnis analog wie in § 71, Nr.3, 4, S. 54548, zur 
Herstellung einer umkehrbar eindeutigen Beziehung zwischen der ge- 
samten veellen Zahlenmenge (x) des Intervalls 0 <#<1 und der kom; 
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plexen Zahlenmenge (X)=(&+ 2) des Bereiches 0 << & <1, O<y<1 
gu verwerten, hat man nur 2U zeigen, daB die Menge (a!) der reellen 
Trrationaleahlen: O<a'<1 der Menge (2) aller reellen Zahlen: 
0<2x<1, ebenso die Menge (X')=('+ 7't) der paarweise wra- 
tionalen komplexen Zahlen: 0 < £'<-1, 0<y'<1 der Gesamtmenge 
(X)=(E + nt), wo: 0<&<1, O<y<1 umkehrbar eindeutig zu- 
geordnet werden kann. a vit 

Es werde mit (x’) (v= 1, 2, 3,---) irgendeine aus der Menge der 
Irrationalzahlen (x') herausgehobene abzahlbare Menge, mit (x") die 
iibrigbleibende Menge bezeichnet, sodaB also die Menge (x’) in die beiden 
Teilmengen (2) und («") zerfallt, was wir durch die Schreibweise an- 
* deuten wollen: , 
ah) eee (ay yxy (a5). 

Bezeichnet man ferner mit (7,) die abzihlbare Menge der rationalen 
Yahlen von 0 bis 1 (inkl.), so besteht fiir die Gesamtmenge (2) dieses 
Intervalls die Zerlegung: 


(20) (2) = (#') + @,) 
oder, wenn man auf die Menge (x') noch die Zerlegung (19) anwendet: 
(21) bs) = (2") + @) + ©). 


Wird jetzt noch bei der Zerlegung (19) die abziihlbare Menge (#,) in 
die beiden Teilmengen (z,, __,) und (x,,) gespalten, sodaB sich also ergibt: 
(22) (a') = (a") + (@,_1) + @,)s 
so zeigt die Vergleichung von (21) und (22), daB die fragliche gegen- 
seitige Zuordnung der Mengen (x) und (x') erzielt wird, wenn man die 
Teilmenge (a"’) sich selbst und die beiden abzahlbaren Teilmengen 
(x’) und (r,) den gleichfalls abzihlbaren Teilmengen (z,,_,) und (#,,) 
zuordnet. 

Da jede der Mengen (£') und (y’) identisch mit (x'), jede der 
Mengen (&) und (7) identisch mit (7) ist, so 14Bt sich in ganz der- 
selben Weise eine umkehrbar eindeutige Zuordnung zwischen den 
Mengen (&') und (&), (y') und (7), also schlieBlich auch zwischen der 
Menge (X') = (&' + n't) und X= (§ + 77) herstellen. Und da anderer- 
seits auf Grund der Kettenbruchdarstellung schon eine umkehrbar ein- 
deutige Zuordnung zwischen den Mengen (a') und (X') = (E' + 9'2) 
bestand, so folgt, daB von den Mengen: 


(x), (#!), (X"), (X) 
jede der drei ersten der nichstfolgenden, also auch die erste der letzten 
eindeutig umkehrbar zugeordnet werden kann, daB also die reelle Menge (2) 
und die komplexe Menge (X) dquivalent sind. 
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§ 104. Umkehrbar eindeutige Beziehung zwischen quadratischen 

irrationalzahlen und periodischen regelmiBigen Kettenbriichen, 

insbesondere zwischen _,, perfekten quadratischen Irrational- 

zahlen und rein periodischen regelmiBigen Kettenbriichen, — 

Konjugierte irrationalzahien und inverse Perioden — Kettenbriiche 
fir Quadratwurzeln aus rationalen Zahlen, 


1, Die Anwendung des in Nr. 4 des vorigen Paragraphen bespro- 
chenen Entwicklungsprozesses auf die (in einem alsbald genau zu um- 
schreibenden Sinne) einfachste Gattung von Irrationalzahlen fihrt auch 
auf die einfachste Gattung von unendlichen regelmdpigen Kettenbriichen, 
namlich die periodischen, analog wie bei der Darstellung der rationalen 
Zahlen durch unendliche Systembriiche die periodischen Systembriiche zum 
Vorschein kamen (s. § 17, Nr. 3, 8.101 und § 20, Nr. 1, 8. 117). Da- 
bei bezeichnen wir (wie ja schon aus dem Hinweis auf die Analogie 
mit den periodischen Systembriichen hervorgeht) einen unendlichen 
regelmaBigen Kettenbruch: 8, -+ Z| als periodisch mit der p-ghedrigen 
Periode B., Bes B,,,1 (wo k> 0, p = 1), wenn von einer be- 
stimmten Stelle » = & ab die Folge der Teilnenper Be 8, eee) eh 
(die sich im Falle p=1 auf ‘das eine Glied 6, reduziert) bestandig 
wrederkehrt, sodaB also: ; 


(1a) Be 8 ee es Zain sei yy 
anders geschrieben: le 
A=k, k+1,--.% — 
ay Prt uy = B, Ge i, AU aN Me ” 
Ist k = 0, beginnt also die Periode schon mit dem Anfangseliede By 
_(welches offenbar in diesem Falle stets = 1 sein muB), so heiBt der 
Kettenbruch rein periodisch und soll dann gelegentlich mit: 


1 ea ae 
pe ey Scaclaonels 
Bo B, | 


bezeichnet werden. In jedem anderen Falle heiBt er unrem periodisch, 


und als entsprechende Bezeichnung dient alsdann die folgende: 


pi a ta a | 
NU eer niireibs A 


2. Unter den oben als cinfachste Gattung bezeichneten Irrational- 
zahlen verstehen wir naturgem&B die’ nichst den rationalen Zahlen 
miedrigste Ordnung yon algebraischen Zahlen, also die algebraischen 
Zalen zweiter Ordnung, d.h. auf Grund der in § 25, Nr.5, S. 156, 
gegebenen Definition die gewdhnlich als quadratische Irrationalzahlen 
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bezeichneten reellen irrationalen Wurzeln einer quadratischen Gleichung 
mit ganzzahligen Koeffizienten, Gibt man dieser letzteren die Form: 
(2) Na?—2Ma+A=0, 
wo N, M, A ganze Zablen ohne gemeinsamen Teiler bedeuten (wahrend 
N, 2M, A allenfalls den gemeinsamen Teiler 2 haben kénnen) und N, A 


ausdriicklich als von Null verschieden anzunehmen sind, so besitat sie 
nach § 70, Nr. 5, Gl. (23), S. 542, die beiden Wurzeln: 


pe, gf YE wor A MP NA 


und diese Wurzeln sind beide reell und irrational, wenn A positiv und 
nicht das Quadrat einer ganzen Zahl ist.') Dabei mag unter V& hier 
und im folgenden stets der positive Wert dieser Quadratwurzel ver- 
standen werden. 

Sieht man in den Ausdriicken (3) fiir die quadratischen Irrational- 
zahlen & und £' auBer M, N auch A (statt A) als gegeben an (und zwar 
wiederum als nicht quadratische ganze Zahl), so gentigen & und. &' 
wiederum der Gleichung (2), wenn gesetzt wird: 

A— M? 


(4) —N=-y 


Dabei wird offenbar A im allgemeinen keine ganze Zabl sein, was 
aber auf den Charakter der Gleichung (2) und ihrer Wurzeln § und &' offen- 
bar keinerlei EinfluB hat, da es ja ohne weiteres freisteht, den etwaigen 

Nenner von A durch Multiplikation fortzuschaffen. Statt dessen kann 


man aber auch von vornherein £ und &' durch passende Abinderung 
A—M? 
| N 

Angenommen niimlich, man habe zunachst: 


yon M, N, A so umformen, dab ganzzahlig ausfallt, 


so folgt: 


. __ yM’+V774) _M+VA 
S yN’ N ? 
wenn gesetzt wird: 


M=yM), N=yN', A=7Q, 


also: 
A—M? __ N= Ms? 
Ni RON he 
1) Da aus (3) folgt: i 
, M’—A A 
BSNS ca Kye 
A 


so haben & und &’ gletehes Vorzeichen, wenn: N > 0, entgegengeseiztes Vorzeichen, 


A 
wenn: N < 0. 
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und es wird daher a ganzzahlig, wenn gesetzt wird: y = wo 
d= 1 den gréBten Gemeinteiler von N’ und A’ — M!® bedeutet, 
Beachtet_ man noch, da8 die in (3) mit &’ bezeichnete Zahl auch 

folgendermafen geschrieben werden kann: ? 

1 _ VA+(M) 

Pe uemes raga 
so folgt, daB jede quadratische Irrationalzahl (also laut Definition jede 
reelle irrationale Wurzel einer quadratischen Gleichung mit ganzzahligen 
Koeffizienten) in die Form gesetzt werden kann: | 
di VA+M 
(9) N 


? 


, as : f A — M? 
wo A eine positive, nicht quadratische ganze Zahl; M,N, nN ganze 


Zahlen beliebigen Vorzeichens (und zwar M mit iinschlug, N mit Aus- 
schlujs der Null). Wir wollen einen solchen Ausdruck von der Form (5) 
als die Normalform einer quadratischen Irrationalzahl betrachten und 
als normierte quadratische Irrationalitit bezeichnen. Zwei quadratische 
lrrationalzahlen § und &', deren Normalformen sich nur durch das 
Vorzeichen von YA unterscheiden: 


(6) go VAM Apc red at a VA—M 


N 


(die somit nach Gl. (2) und (3) die Wurzeln eimer quadratischen Glei- 
chung mit ganzzahligen Koeffizienten sind), also schlieBlich zwei Zahlen 
von der Form: 

(7) tip. y A, a—BYA, 

wo @ und £ beliebige rationale Zahlen sind, sollen konjugiert heiBen. 
Die Veranlassung zur Hinftihrung dieser sonst von uns nur fir kom- 
pleze Zahlenpaare a! + Bri, «' — B'% (wo also a, B' beliebig reell) ge- 
brauchten Bezeichnungsweise entspringt aus der Tatsache, daB die 
wrrationale Quadratwurzel VA und die Begriffe ,,rational“ und »rrational 
in dem vorliegenden Zusammenhange eine ganz analoge Rolle spielen, 
Wie im anderen Falle die imagindre Quadratwurzel Y—1 und die Be- 
griffe ,reell und ,imagindr“. So sind Summe und Produkt zweler im 
Sinne der Ausdrticke (7) konjugierter quadratischer Irrationalzahlen 
offenbar stets rational, ihre Differenz stets irrational (sogar , rein“ 
irrational, fmlich von der Form: 26VA). Ferner kann eine Be- 
ziehung von der Form: 

(8) a+BpVYA=0 

nur bestehen, wenn: 


a = 0, Bb =0, 


e 
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da ja anderenfalls aus (8) die unmégliche Beziehung: VAa=— ie  hey- 
vorgehen wiirde, und es zieht daher die Beziehung (8) stets auch die 


' folgende nach sich: ‘ie 
(9) a—BpyA= 
und umgekehrt. | a 
Bezeichnet man ferner mit g(a«+ 6 VA) eine ganze rationale 
Funktion von a+ BYA mit ganzzahligen Koeffizienten und beachtet, 


daB: ne ae Bara sis ene 
(VS) =A", WA)" =A". V4, 


so folgt, daB g(a + B VA) stets in die Form gesetzt werden kann: 

(10) g(@+BYA)=A+BY4, 

wo A, B wiederum rationale Zahlen bedeuten. Und da andererseits: 
(Vay = at, (VA) = ANA, 

so folgt weiter, dab: 

(un (@— BY) =A—BYS, 


wo A, B wieder dieselben rationalen Zahlen vorstellen wie in Gl. (10), 
und daB daher: 


(12) g@+BVA)-g@—B6 V A) = A*— BPA, also eine rationale Zahl. 


Hiernach hat man, wenn die Symbole g,, g, ebenfalls ganze rationale 
Funktionen mit rationalen Koeffizienten bedeuten: 
g («+6 VA) 9 («+ BVA) ” Ie (c—B YA) A'--.B! A 
E Se SS) as Ee = | B Ao 
g,(@+BVA) 9g. (¢+BVA)* g.(e—BVA) cin 
wo A’, B! rational, und entsprechend: 


up (o—B VA) __ ROD 2 A APS 

g, («—B VA) wae 
und daraus folgt schlieBlich, daB (bei analoger Bedeutung der Symbole 
G,, G.) eine Beziehung von der Form: 


(13) g.(a+-B VA) _ G,(@+BVA) 

92 (e+ 8 VA) G, (e+ B VA) 
stets auch die folgende nach sich zieht: 
14 I («—B VA)__ G,(«—BVA) 
(14) ee ee 

g,(@—B VA) G,(@—B VA) 

und umgekehrt, soda8 es also freisteht, in einer Beziehung von der 
Form (13) oder (14) YA durch — YA zu ersetzen. 


om 


t 
o 


‘ ; s- i ‘ > 
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3. Es erscheint fiir die weiteren Entwicklungen zweckmaBig, eine 
bestimmte Kategorie von quadratischen irrationalitéten ausdriicklich 
hervorzuheben und mit einem besonderen Namen zu belegen. Wir 
wollen eine normierte quadratische Irrationalitat € als perfekt bezeich- 
nen, wenn sie gréBer als 1 ist, und ihre Konjugierte £' zwischen 0 
und — 1 liegt‘), wenn also: | 


(15) pa VOM, pa Veo on 

Da hieraus durch Addition und Subtraktion sich ergibt: 

ey eS ee oe 

so folgt aus der ersten dieser Ungleichungen, dab: 

(17) O<N<2Ya, 

sodann aus der zweiten mit Rticksicht auf die Beziehung — £'> 0: 
(18) O<M</YVA. 


Hiernach lassen sich die Bedingungen (15) offenbar auch durch die 
folgenden ersetzen: 
(19) — 0<VA—M<N<YA+M 
mit dem Zusatze, daB N’ ein Teiler von A—M? sein muB, da ja die 
Irrationalitat € ausdriicklich als eine normierte vorausgesetzt wurde. 
Aus diesen Bedingungen ist aber unmittelbar ersichtlich, daB die 
Anzahl der zu jeder einzelnen nicht quadratischen natiirlichen Zahl A 
gehérigen werfekten Irrationalititen eine begrenzte ist. Um eine obere 
Schranke fiir diese Anzahl zu gewinnen, wollen wir zuniichst die An- 
zahl S derjenigen Wertepaare M, N bestimmen, welche den Bedingungen (19) 
(ohne die Zusaizbedingung) gentigen. Mit Riicksicht darauf, daB. M, 
N ganze Zahlen vorstellen, hat man nach (19), wenn die gréBte in 
YA enthaltene ganze Zahl mit £ bezeichnet wird: 


(20) 1<M<E, E+1—M<N<E4M 
und daher 
Hits: 4M] = be E<SN<E-+41, also Anzahl: 2 
Ss Mise D> Bed ti sciN oie Ne 2, iS 4 


pM Ese USN SaB 


1) Gleichzeitig mit & ist also auch — z perfekt. Denn setzt man — v ==] 


und bezeichnet die Konjugierte von n mit n’, so hat man 7 > 1 und n’ =—+ Pinte 
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sodaB fiir die Gesamtzahl aller dieser Wertepaare M, N sich ergibt: 
Seer ea: . teyS(i+a+e- +E) e+e): ++) 
=—E-(E+1). 
Da aber von diesen Wertepaaren M, N uur diejenigen in Betracht 
kommen, bei denen N ein Teiler von A—M? ist, so folgt, daB die 
Anzahl der betreffenden perfekten Irrationalitiiten sicher kleiner’) und, 
wie sogleich an einem numerischen Beispiel verdeutlicht sh soll, 
sogar erheblich kleiner ist als £ -(E + 1). 
Beispiel. Hs sei A= 32, also: E=5. Man hat zunichst: 


Fir M=1:N=5, 6 3 A — M?= 31 
, M=2: N=4, 5, 6, 7 A — M? = 28 
RM = 3: N-18,'45:5, 0; 7518 A. — M? = 23 
, M=4:.N=2, 8, 4, 5, 6, 7, 8, 9 A—M? = 16 
, M=5: N=1; 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9,10. A—M?= 7. 


Mit Riicksicht auf die in der letzten Kolonne angefiihrten Werte von 
A. —Mé? sind also von diesen E-(E +1) = 30 Wertepaaren M, N nur 
die folgenden 7 brauchbar: 


(M=2, N=4, 7) (M=4, N=2, 4, 8) (M=5, N=1, 7). 
Die mit 732 behafteten perfekten Irrationalitiiten lauten also: 


V824+2 Y32+2 Y32+4 V32+4 Ys2+4 Y32+5 Y32+ 
4 ’ 7 ? a) ? a 4 5, Baty) ary Bie y* % Frit alin Nek MER G 


4. Wir beweisen jetzt zunichst den folgenden Hilfssatz: 


eGR Eo ae eine normierte quadratische Irrationalitat, 
die gripte unterhalb & gears ganze Zahl?) und setet man: 


B=B+_> 


i) Fa8t man z. B. den Wert M=E ins Auge, so hat man: 
A—M?< (E+ 1)?—E?=2E+1, 
also: A—M?<2E, 
Da andererseits 2E—1i und 2€ relativ prim zueinander sind, so kann also A— E? 
keinesfalls gleichzeitig die beiden Teiler N=2E—1 und N=2E haben. 


Andererseits erkennt man unmittelbar, daB die Irrationalitit VATE stots 
eine perfekte ist. Denn man hat: ‘ 


~ 
KATE 2b r, ahh se Ble 8 


Ks’ gibt also zu rb A mindestens eine perfekte irrationalitit. 

2) Man hat also B=[€], d.h. @ gleich der gréBten in § enthaltenen ganzen 
Z@hl (vgl. § 52, Nr. 3, 8. 356; daselbst, Zeile 7 von unten, ist das Wort ,,wiederum“: 
zu streichen), wenn £0; dagegen |6|=[|§|+1] und @<0, wenn <0. 
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so ist &, eine normierte quadratische Irrationalitdt von der i: 


VO+ e M, 1 und >1. Ist schon — > 1, also B > 1, und iiberdies die 


vo—m 


ut Ps konjugierte Irrationalitat tlc 0+), also >0, so. ist 


E. perfekt. 


Beweis. Aus: 


24 VAG ( yom! ) 
(21) . Pir g wo: Oe 
folgt: 
ae 1_YA=(@N—M__A—(6N—M)t_ 
oe 51 , N(VA + (BN—M)) 
Lie 
VOM et 
wenn gesetzt wird: 
(23) M,=BN—M 
(24) N= Sh ay — BENE BM. 
Da po aut Grund der Voraussetzung eine ganze Zahl, so gilt 


Ae M? 


das gleiche von N,, 
her £; = ene : 


normiert, tiberdies ie (22) Fi peda 


Durch ities der Beziehung (21) in Gl, (22) ergibt sich so- — 


dann: 
N, 


VA+M, 
also durch Vertauschung von YA mit — YA und Multiplikation mit 
dem Faktor — 1: 


ue VA+M 
= AG heat ae 


; N, bor M 
(25) VA—M, A 
Wird jetzt angenommen, daB 6 > 1, Use 0, so folgt weiter: 
oe | 
yA—M, 
also: 
VA—M, | > 0 
oe Ni ie 1, 


und da bereits nach (22) feststeht, daB &, eee >1, so ist, wie 
behauptet, & eine perfekte quadratische Irrationalitat, 


1) Diese Bedingungen sind insbesondere erfillt, wenn & selbst perfekt ist, da 
ja in diesem Falle: €>1, —1<&’ <0. 
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5 Haup tsatz. 


Der regelmdpige Kettenbruch, welcher eime quadratische Ly- 
rationaleahl darstellt, ist stets periodisch. Umgekehrt stellt 
jeder periodische regelmapige Kettenbruch eine quadratische Ir- 
rationalzahl dar. 


Beweis. Hs sei: $. 
A+M, 
(27) _VA+M, 


aca No 
eine auf die Normalform gebrachte quadratische Irrationalzahl, Bo 0 


die gréBte unterhalb £ gelegene ganze Zahl, und es werde gesetzt: 
1 
(28) So = By + z” 


so ist nach dem Hilfssatze der vorigen Nummer & eine normuierte 
quadratische Irrationalitét > 1, und zwar (8. Gl. (22)—(24)): 


_ VA+M, 2 
(29) ss ae Nive. es 4 eine ganze Zahl. 


Wendet man das gleiche Verfahren auf &, an, so wird: 
: at 
(30) 6: = By + a 


wobei jetzt 6, >1, im tibrigen § wieder eine normerte quadratische 
Irrationalitat > 1. Die Fortsetzung dieses Prozesses liefert -also eine 
unbegrenzt fortsetzbare Folge normierter quadratischer !rrationalitaten, 
welche fiir v >0 den Rekursionsformeln geniigen: 


G =, +2 —>1 
y+1 


ae M, ae B,N, i M, 
-) 1. Se boas wo: | A; A—M).y . 
Soe a Nees |Nju.= a (ganzuablig) 


und auf Grund des Satzes tiber die Darstellbarkeit jeder Irrationalzahl 
durch einen unendlichen regelmiBigen Kettenbruch (§ 103, Nr. 4, 8.778) 
ergibt sich: 


(32) & = B, + Be 4 


1) Allgemein Lat man offenbar fiir 14=0, 1, 2, -----:: 


1 D 
mamta 


Pringsheim, Vorlesungen I, 3. 51 
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Um die Periodizitaét dieses unendlichen Kettenbruches nachzuweisen, 


gehen wir von der Beziehung aus: . 
ats. Dd eee 
(33) $0 = Bo Fg + } 8, 18a, 56a 


A, : 
wo also wieder mit _-(v=0,1,2,.---. ) die Niherungsbriiche jenes 


pace cnen Kattounetohes bezeichnet werden. Lost man GI. (33) nach 
ES 4, auf, so ergibt sich: 


BA se Son Koes A ) 
2 ce Lee eer at PION agen et ea Cx ( 2 Rigas oe 
(34) | ; eae B, é, —A, B é, at K. Wo: K B 


und, wenn man jetzt die in & und & - m5 enthaltene VA durch — VA 
beer sodaB also &,, & »1 i die kongugierten Irrationalititen £’ 
tibergehen: 


¢ 
0? Sob 
By 4 55 — K, 


; SEE eas es ators 
(35) Soe oes Bi eK Be 
Da (wegen aes hoe We K = & und &) = Eo): 
Rice 
lint ee a 
Y-> 56 K,, 
Eo— Ky—1 
also von einem bestimmten Index v ab: woK > 9, mithin (wegen 
SO y 


Bee be > 0) s. y+1~ 0 ausfallt, so folgt, nachdem bereits feststeht, daB 
durehvreg: 5,41 > 1, aus dem Hilfssatze der vorigen Nummer, da8 dann 
alle & ae PGE nandesten fiir 24> 2 perfekt ausfallen. Da es aber nach 
Nr. 3 dieses Paragraphen iiberhaupt nur eine begrenzie Anzahl ver- 
schiedener perfekter &| gibt, so muB irgendeins dieser é an spaterer 
Stelle wiederkehren. Ist dann etwa £ das erste derjenigen E', welches 
spater einmal wiederkehrt'), und m as p der erste Index, fiir den eine 


solehe Wiederkehr statifindet, so sind, falls » > 1, 


bail) eels Sean 


siimtlich von &  verschieden, dagegen ist: 


a: 
“m+ p m? 


1) Es wird sich spiiter noch zeigen, da8 der betreffende Index y= m kein 
anderer ist als derjenige des ersten &,, welches perfekt ausfallt, mit anderen 
Worten, daB die Periode sofort beginnt, wenn £ perfekt geworden ist, 


2) Im Falle »=1 hat man: 
Sea ewats 
also schlieBlich einen Kettenbruch mit der eingliedrigen Periode aa 
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also auch: 
ewan PF En tt? Laced chap a Em ep i? Fmt 2 p + Sritn ae Sn ust. 
und schlieBlich: 


Baty On? Pmtots —Pmor °° Bn4ep—1 = Bug p—1 
Piss — si = 6 usf., 

d.h. der betreffende unendliche Kettenbruch besitzt, vom Index v =m 
anfangend, die Periode 8B, B, sy °' Ba p—v Womit der erste Teil 
des oben ausgesprochenen Satzes bewiesen ist. Der Vollstandigkeit 
halber sei noch bemerkt, da die p-gliedrige Periode nicht in Teilperioden 
mit einer kleineren Gliederzahl, etwa p'< p (wo p’ ein Teiler von p), 
zerfallen kann. Denn aus der Annahme: 


B,, are Bint? re Bay’ 


Baws ara ral Peer in year ase ahaa: 
at mae 7a Deg rk as Bt sy—1 a 
wiirde (vgl. S. 787, FuBnote 1) folgen: 
ne feet 
Geen) (P<), fees 

was der Voraussetzung widerspricht. Hine analoge SchluBweise zeigt 
tibrigens, daB & Pre ee 4-1 nicht nur, wie vorausgesetzt wurde, 
von € , sondern auch wntereinander darehwer verschieden sind.) 

Gehen wir nun umgekehrt von der Betrachtung eines als periodisch, 
und zwar zunichst als rein periodisch vorausgesetzten Bruches mit der 
p-gliedrigen Periode B,, B,, ---, aus: 


p—1 


(36) Bo + || = bo. 
so folgt zunichst, daw: ; 


1 sade aia | &A,—1 + A,_s 
(37) f= Aybigt tg otEe= a 
und daher: SER els 
(38) Bets —- (As cal Bas) E— A,_.= 9, 


1) Da es nach Nr. 8 dieses Paragraphen ,,erheblich* weniger als E (E+-1) 
(wo E=[y/a]) verschiedene &, gibt, so gilt das Entsprechende fiir die Maximalzahl 
der Periodenglieder. 

Ubrigens lift sich leicht auch eine obere Schranke fiir die GréBe der perio- . 
dischen Teilnenner 6, angeben. Aus (31) folgt namlich: 

NB, wy M+ M4 1’ 
und da fiir perfekte &, und ep 443 
Misa Myvi SGN 5 1 
so findet man: 5 
B SE, 


gh etd 


51* 
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sodaB also, da ja auf Grund der Kettenbruchdarstellung (36) die Jr- 


vationalitat von & bereits feststeht, &, in der Tat als quadratische Ir- 


rationalzahl sich ergibt. 

« Handelt es sich sodann um einen unrein peroischn Kettenbruch 
mit den nicht-periodischen Bestandteilen B,, B,, -- +B, (4 = 0) und der 
p-gliedrigen Periode Ps ae eh oe en (p= 1), sodaB also ins- 
besondere: 


l m {ree 
Sepa — En (wo wiederum: B, = E i ae 5 {ur 1 pie 0, 1, 2, ac ), 
so findet man: 
Liga s 


ae bial to) {| 
oa ee Lot 4 
d dah : “i vine Pat © * TBs | Sept 
un aner: 
(39) ps Eppa Ap tAp_1 Sepa Aetp t Arp p—1 
me 0a 


&,41B8, +B,4 Gua Bia p t Pe tpt 
Hieraus folgt durch Auflésung dieser Gleichungen nach &, , ,: 
By yeah Apt _ Bet p—180 + Ang p—1 


(40) | Sain peo A, B. 4 pto—Agip 

und somit schlieBlich: 

(41) N&j —2Méz, + A= 0, 

wenn gesetzt wird: 
N=6B,B,. 1 — B,_18,4, 

(42) 2M= A,B ea A,B. 4, are Ana pBp—4 BB Aut p—1 B, 
Ne Apo a cot 


wobei im Falle k = 0: 


zu setzen Ist. 
Es stellt also auch jeder wnrein periodische regelmaBige Ketten- 
bruch eine quadratische Irrationalzahl dar. 


6. Der zweite Teil des soeben bewiesenen Hauptsatzes enthalt keine 
Aussage dartiber, welche der beiden Wurzeln der quadratischen Glei- 


chung (38) bzw. (41) durch den betreffenden periodischen Kettenbruch ~ 


dargestellt wird. Fiir den Fall eines rein periodischen regelmaBigen 
Kettenbruches erledigt sich diese Frage unmittelbar durch den Um- 
stand, daB die quadratische Gleichung (38), da der erste und der letzte 
Koeffizient mit entgegengesetztem Vorzeichen behaftet sind, zwei Wurzeln 
verschiedenen Vorzeichens besitzt (s. FuBnote 1, S. 781). Und da der 
Wert & des rein periodischen Kettenbruches gréBer als 6B, >1, also 


a ee 
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positiv ist, so stellt er die in diesem Falle einzige positive Wurzel jener 
Ses Gleichung dar, namlich: 


(48) & gg — (A182 t V(A,1—B,_-»)* + 4A,_,B,_1}") 


Ist der fragliche Kettenbruch: f, -+- - = £ unrein periodisch mit 


den nicht- periodischen Bestandteilen Bas Bip -.+B, (k= 0) und der 
p-gliedrigen Periode B,,,, B49) °°" Bray 80 Hit man (s. Gl. (39)): 


Fee A, +A, 1 
(44) ae Bes aE 


wo &. a den Wert des rein periodischen Kettenbruches: , ie +| F ; ne 


bedeutet. Um diesen letzteren zu bestimmen, hat man lediglich in 
G1. (43) dieA,, B, (als abgekiirzte Bezeichnungen fire Aaa Bs hc) durch 


A B zu ersetzen, und man findet somit: 


k+1,7? ~k+1,¥ 


1 
by fii 965,41, (eos, Peta eeeet 


+V Aces ip By s.t4 pages) aA Ls, rote: ta) 
sodaB schlieBlich &, durch die peniehoneen (44), (45) vollig eindentig 


bestimmt ist. 

Wir kntipfen hieran noch die fiir das Folgende wichtige Bemer- 
kung, da® die quadratische Gleichung (41), welche den Wert eines wn- 
rein periodischen regelmaBigen Kettenbruches bestimmt, im Falle k > 1, 
B, > 0, d.h. wenn der Kettenbruch mindestens ewet nicht - periodische 
Glieder enthalt, deren erstes (wie eo ipso alle iibrigen) wesentlich posite 
ist, stets zwei Wurzeln gleichen Vorzeichens besitzt, mit anderen Worten, 
da8 ein solcher Kettenbruch eine quadratische Irrationalzah] darstellt, 
die mit ihrer Konjugierten gleich bezeichnet ist. 

Sei zunichst k =1, also nach (42): 

Bahan A AL 


= (6,8, + 1)A, ~ BulBeasN HAS) 
= BA, (8, — B43) +3 ~ =} (wo: B, +B, 44) 


so erkennt man, wegen: B,A, > 0, 0<5 <1) 0< Stat <1, daB A 
das Vorzeichen der ganzen Zahl B, — B hat. ig 


1) Die Quadratwurzel (wie bisher dure) weg) in positivem Sinne zu verstehen, 
2) Vgl. § 91, Nr. 1, binter Gl. (2), S. 691. 
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Andererseits ergibt sich: 


N=B,B,—B,B,,, 


5 ae — Bp2 18, - Bay 

=fB !/ 5 Bo—1 

mn AB, vee nae B, | 

Bo—-1 
A By 

6, — 6, 41 bat, mithin w o> O ist und die quadratische Gleichung (41) 

zwei Wurzeln gleichen Vorzeichens besitzt. 


Ist k > 2, so folgt aus (42), wenn man in dem Ausdrucke A fir - 
A, and A, 5 die tiblichen Rekursionsformeln einfiihrt: 


hee ene a Ay Ap hy Eat A, Gu Ae oe ote Aes ss 
SiN (B,, oh By Ey 8 Ae Rs Ag eg. 


{ gre Veer ce —2] 
as } rears pe eee eee 
a pea (6, B54») 4 A, A,’ | 


sodaB also, wegen: Be >0,0< <1, auch N das Vorzeichen von 


—1 k-++p—1 
und analog: 
B.. B,. | 
N=B B | ke \ Le ee 
k—1~k+p—1 (B, 6,4.) Bo Bea p41) 


Da die A, B, durchweg positiv sind und gleichzeitig mit » zu- 
nehmen, so ergibt sich wiederum, daB A und N beide das Vorzeichen 
von B, — B, 4, haben, also £ > 0 ist und die Wurzeln der quadratischen 
Gleichung (41) gleich bezeichnet sind.) 


7. Mit Beniitzung der letzten Bemerkung beweisen wir den folgen- 
den, eine wichtige Erginzung zu dem Hauptsatze von Nr. 5 liefern- 
den Satz: 

Hine perfekte quadratische Irrationalitdt héfert stets einen 
reim periodischen regelmdpigen Kettenbruch und umgekehrt stellt 
em rein periodischer regelmapiger Kettenbruch stets den Wert 
emer perfekten quadratischen Irrationalitét dar. 


Beweis. Bedeutet & eine perfekte quadratische Irrationalitat und 
setzi man: 


: » Renal es ‘ 
Ep = By + 3 (wo: B= wegen: E. Bed Bk 


— 1 es i: 


1) Diese SchluBweise gilt fiir k > 2 auch noch dann, wenn #, < 0, mit Ausnahme 
des einen Falles: K=2, 8, =—1, 8, =1, in welchem A,,=A,=0 wird.” Da, 
gegen versagt sie, falls = 1, tibrigens auch, falls 4 = 0-— im letzteren Falle so- 


gar fir0 <p, SB, (wegen: A=, Ap 1—A, = (6, —B,)A,_1—Ap_9, N= By 
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go kOnnte dieser Kettenbruch auf Grund des Schlufergebnisses der 
vorigen Nummer hichstens ein nicht-periodisches Glied B, enthalten, 
da ja die Konjugierte von & negativ ist. Hs beginnt also die Periode 
mindestens mit 8, und man hat daher, wenn dieselbe p-gliedrig ist: 
(46) B,., = By» also auch: &,, = &, fiir vy > 1, 
auch ist jedes & nach dem Hilfssatz von Nr. 4 perfekt. 

Um nachzuweisen, daB die Periode schon mit 6, beginnt, dai also 
6, = B,, bemerke man, daB aus: 


Ey = By + 7s wo: By = [&] = 1, 


durch Vertauschung der in £ und : enthaltenen YA mit — VA 
resultiert: 


(47) & = Bo i 


wo wiederum unter &, & die zu &, & konjugierten Irrationalitiiten zu 
verstehen sind. Analog findet man: 


ell 7 pal ease 
(48) Pa arate 


Da aber nach Gl. (46): & 
folgt aus Gl. (47), (48): 


a é und daher auch: sae = §, 90 
Bp By= E, — & 

und da &, und §, perfeki, also §& und 50 beide negativ und numerisch 

kleiner als 1 sind, so folgt schlieBlich: 


(49) B., crag 6, 


d.h. der fragliche Kettenbruch ist in der Tat rein periodisch. 
Geht man umgekehrt von dem p-gliedrigen rein periodischen Ketten- 


bruche f, tea aus und bezeichnet seinen Wert mit &, so hat man 


fir g =, 2, 3, ---*-: 
(50) Eo oi Sup" 

Da aber andererseits die Entwicklung von é, in einen regelmaBigen 
Kettenbruch nur auf eine einzige Weise moglich ist, so zeigt der Be- 
weis des Hauptsatzes von Nr. 5, daB &. fiir hinlanglich groBe wu perfekt 
ausfallen muf. Mithin ist auch & der Wert einer perfekten Irrationalitit. 


8. Zwischen den Perioden der regelmaBigen Kettenbriiche fiir eine 
perfekte quadratische areca 5 und ihrer negativ und reziprok 
genommenen Konjugierten ——; p (welche j ja Jae em perfekt ist*')) findet 


1) S. FuBnote 1, S. 584. 
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eine merkwiirdige Beziehung ‘statt, welche den Inhalt des folgenden 
Gea bivinection © Satzes bildet: 


Die regelmipigen Kettenbriiche Le die beiden perfekten 
quadratischen Irrationalitdten &, und —-— 6 deren jede die nega- 


tiv und reziprok genommene Konjugierte ie, anderen ast) besitzen 
inverse Perioden, d.h. hat man: 


- . fl A EE scsi 8 
(51 a) Ey mo j 09 B, 3 rt 

so ast: 
x 1 1 1 
( se Sal Pa Shinai fives 
(O1b) g |B, hoe ; B, | 


Umgekehrt stellen zwei vein periodische Kettenbriiche mit 


moerser Periode zwei perfekte quadratische Irrationalitdten dar, 


deren jede die negativ und reziprok genommene Konjugierte der 
anderen ist.) 


Beweis. Da nach Gl. (51a) die Periode des Kettenbruches fiir £ 
als p-gliedrig angenommen wurde, so hat man: 
B= 6, 
und daher mit Beibehaltung der bisher bentitzten Bezeichnungen: 
} 1 1 1 
2) Ate GOB tg Ce 


1 
E | = Boy a Be 


Pp 


also in etwas abgeanderter Form und umgekehrter Reihenfolge: 


1 1 
Oe bab be 
1 : 1 
EAE eT Ra& 
und durch Ubergang zu den konjugierten Werten: 
1: i , 1 
(54) Cay p—1 bp —1) cs Fon te Sa ies soa tx 
Anes 1 Sa / See Riera 4 
Bae nti 


1) Der Satz la8t sich auch auf nicht-perfekte konjugierte Irrationalitaten bzw. 
unrein periodische Kettenbitiche tibertragen, was jedoch als minder wichtig er- 
scheinend hier nicht durchgefiihrt werden soll. (Der Be weis beruht auf der in 
§ 103, Nr.1, FuBnote 1, 8.774, angefiilrten V praligemicitierdie des ldentitatssatzes 
fiir regelmabige Ketteubriicte.) 


noe ee } 
Na AAR a 
Te tae tera 
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Durch sukzessives Hinsetzen folgt hieraus: 


eae ES Poa ae EH Re 
ee pegae ay tT Te 


f p—l bE ee — (8,-3s— asa 
(55) = B > aa eee Disc} 
oR Pipe= s |B Po =~Su 
und da 
Ree al 


so ergibt sich, wie behauptet: 


or 


oo Sige 
| ae 
Da8 umgekehrt zwei Kettenbriiche von der Form (51a), (51b) 


tiberhaupt die Werte zweier perfehter quadratischer Irrationalititen &), 
my darstellen, folgt ja nach dem Satze von Nr. 7 aus ihrer reenen Perio- 


dizitit, und daB diese letzteren dann in der Beziehung 9, = ~% (oder 
oe 70 
auch in der damit gleichzeitig bestehenden, namlich durch Ubergang 
zu den konjugierten Werten daraus hervorgehenden: é, = —=) stehen — 
it) 


miissen, ergibt sich als unmittelbare Folge des soeben gewonnenen 
Resultats. 

Zusatz. Bei einem Kettenbruche mit eingliedriger oder mit sym- 
metrischer Periode: (By, B,, °° +, By) Bo)*) fallt offenbar die inverse Periode 
mit der urspriinglichen zusammen. Er stellt daher, wenn er zugleich 
rein periodisch ist, nach dem eben bewiesenen Satze gleichzeitig den 
Wert einer gewissen perfekten quadratischen Irrationalitat —, und den 


. e . . ° . 1 
negativen *reziproken Wert ihrer Konjugierten, also —~; dar, und es 
70 


besteht somit in diesem Falle die Beziehung: 


(56) E,= — anders geschrieben: — &)§ = 1. 
Im Falle der eingliedrigen Periode 6 hat man insbesondere: 


= B+— 
d. h.: ‘ 
eae ea 1 = 0, 


“1) Dabei lauten die mittelsten Gli-der: 
Bias B 
oder aber: 
Bins Brow Bins 


je nachdem die Anzahl der Periodeiglieder gerade (== 2m) oder ungerade 


enor! 
fig: 
re Brey 
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und da &, die (einzige) positive Wurzel dieser Gleichung sein muB, SO 


ergibt sich: 
(57) t, =~ (Vp' + 4 + p), 


also: 
/ 1 ? 
La E em 2 ( p: op 4 B) und: — E950 = 1. 
Der ‘fir p= 1 ‘resultierende einfachste aller periodischen Ketten- 
briiche: 1 +7 + > --+++++ hat also den Wert: ; (V5 + 1): 


¥. Die Ergebnisse der beiden letzten Nummern erméglichen es, : 


genauere Aussagen tiber das Bildungsgesetz desjenigen regelmaBigen 
Kettenbruches zu machen, welcher die Quadratwurzel aus einer nicht 
quadratischen rationalen Zahl 9 > 1 darstellt. Bedeutet By die grdBte 
in Vo enthaltene ganze Zahl, so ist offenbar Yo + 6, eine perfekte 
quadratische Irrationalitét, wenn 9 eine ganze Zahl.*) Aber auch, wenn 
@ gebrochen, etwa o 3 besitzt Yo + B, denselben Wert wie eine 
bestimmte perfekte Irrationalitit, niimlich: i ah - Infolgedessen ist 
also Yo + 8, durch einen rein periodischen Kettenbruch darstellbar, 
und zwar einen solchen mit dem Anfangsgliede 28, (da ja 28, die 
gréBte in 7/9 + B, enthaltene ganze Zahl), etwa: 


a tREneeeene er ee eee 


ey ee i oe 2 
8) Ve+h=(2h, 5? 3 z | @2 0) 


Hiir die negativ und reziprok gewonnene Konjugierte von Yo + Bos 
also fiir 


; ergibt sich alsdann nach dem Satze der vorigen Nummer 
rape 2 
die Kettenbruchdarstellung: 


a nS . 


faa Bee ee 
Ve— By I vic: ety B, i Th 
und hieraus durch Ubergang zum reziproken Werte: 
= of i ee | 

9 ee ee SO ae 

: ) Vo By 0, ae fy B.? 7 | 
Die Gleichungen (58) und (59) liefern also fiir Yo zuniichst- die 

folgenden zwei Kettenbriiche: 


1) Vgl. den SchluB der FuBnote 1, 8, 785. 
2) Im Falle p=2 reduziert sich also die Periode auf die beiden Glieder 
2f,, 6; im Falle p=1 auf das eine Glied 2 ae 
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. B Tt 1 1 1 
ze POS arate mah ee eek 
6 it meas Bs Bit | 
Vox ee oc ee 
a Bl 
ad Byes felre P, 2B, 
Da aber diese beiden Kettenbriiche identisch sein miissen, SO 
folet, daB: 
5° Be, ora B,; Bes a B,, sx -*), 


sodaB sich fiir Vo schlieBlich der folgende Kettenbruch ergibt: 

. = eee TS 1 
(60) Vo=| Bos 6 pet Pandit GRare erp | 

Die (unmittelbar hinter dem Anfangsgliede beginnende) Periode 
besteht also aus einem symmetrischen Teil (welcher eventuell sich auf 
ein einzelnes Glied reduzieren oder auch ganz fehlen kann*)) und dem 
Teilnenner 2 By. 

Umgekehrt stellt ein Kettenbruch von der Form (60) stets die 
Quadratwurzel aus einer rationalen Zahl gréfer als 1 dar. Denn, be- 


zeichnet man seinen Wert mit &, so folgt zunaichst durch Subtraktion 


von B 0° me ghee ye ure Lat gayvind Cron back 


ep eee is 
oe ERI ay ICY meet ae age Rane TM 


und durch Ubergang zum reziproken Werte: 


1 Aer be open e Uhie Bir ae Ly 
61) Sita a cia iy pt Rey pee cic. 
( } 5 Pp Bs, pe” Bs B, 2 Bod 
Bezeichnet man wieder mit &’ die Konjugierte von &, so ist ea 
die Konjugierte von ay also fB,—& deren negativer reziproker 


Wert, und fiir diesen ergibt sich nach dem Satze der vorigen Nummer > 
der aus dem Kettenbruche (61) durch Inversion der Periode hervor- 
~ gehende, also: 


1) Ist p wngerade, so schlieBt diese Folge mit der Beziehung: 


Poti Pot 
, 2 a oe 
wihrend im Falle eines geraden p die letzte der betreffenden Gleichungen lantet: 
f,  =6 


4-1 o4+1 
und sodann noch B, als vereinzeltes Mittelglied des symmetrischen Teils der 
Periode auftritt. 2 . 


2) Vgl. die Fu8note 2 auf der vorigen Seite, 
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und wenn man jetzt noch £, auf beiden Seiten subtrahiert und be- 
achtet, daB alsdann der Kettenbruch unrein periodisch wird und infolge- 
dessen das friihere Anfangsglied 28, der zweiten Periode nunmehr als 
SchluBglied der-ersten Periode erscheint, so folgt: 


Hep. apelgt) 10, 3 

02) é = [Bo Hd a MRE RS, 76 
Dieser Kettenbruch ist aber genau derselbe wie derjenige auf der 
rechten Seite von G1.(60), dessen Wert mit £ bezeichnet wurde, und man 


findet somit: €=—£!, also: £4+#'=0, 


was nur mdglich ist, wenn die beiden konjugierten quadratischen Ir- 
rationalitéten & und &' keinen rationalen Bestandteil besitzen, also von 


der Form sind'): —— a Ver Da hierbei insbesondere E>1 war, 
so hat man also schlieBlich: & = 9, wo 9 eine rationale nicht-quadra- 
tische Zahl gréBer als 1 bedeutet. 


Somit ergibt sich der folgende Satz: 


Der regelmdpige Kettenbruch fiir die Quadratwurzel aus einer 
nicht-quadratischen rationalen Zahl, die groper als 1, hat die Form: 


ee ee Leo L i 
Le 
(wobec der symmetrische Teil der Periode sich eventuell auf ein 
emziges Glied reduzieren oder auch ganz fehlen kann). Um- 
gekehrt ist der Wert eines solchen Kettenbruches stets gleich der 


Quadratwurzel aus einer oberhalb 1 gelegenen, nicht-quadratischen 
rationalen Zahl. 


Wenn der symmetrische Teil des fraglichen Kettenbruches ging- 
lich fehlt, wenn also: 


1 4 
so hat man: a 3A, ae mn te , 
und daher: $+ By = 28) + raat ae ee 
As: a2 tee : 
se e=VB+i=[a, +} 
z. B.: 
yaait est ee Yo=et ait oe oe 


1) Vgl. Nr. 1 dieses Paragraphen, Gl. (3), 8. 781. 
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Wir wollen auch noch den Fall niher betrachten, daB jener sym- 
metrische Teil der Periode sich auf ein einzelnes Glied reduziert, daB also: 


é=| 0? ae ag 
Wegen: § + By = [2 5 hat man alsdann: 


1 Goh tHE + BR, +28, 
E= Bo + 1g teas BE + 6 B41 


and daher: here 
(64) g— V6? + “k= = Naa Bn’ sail 


Der Radikand wird ae und nur dann eine ganze Zahl, wenn £, 
ein Teiler von 28,. Insbesondere findet man fiir 6, = = Bo und #, = 1: 


VB2 +2 =(Bs, 1, ih Vp2+ 28) = [Bos = Me al 


§ 105. Eine notwendige Bedingung fiir ten algebraischen Charakter 


einer Irrationalzahl. — Herstellung von regelmiBigen Ketten- 
priichen und von Systembriichen, welche transzendente Zahlen 
darstellen. 


1. Bezeichnet man mit £ eine beliebige positive Irrationalzahl, mit 
“ic —(), 1, 2, -----) die Naherungsbriiche des gleichwertigen regel- 


Bien Kettenbruches, so besteht fiir jedes » die Ungleichung (s. § 103 
Nr. 1, Ungl. (4), 8. (TCM 


(1) B— 


Diese Formel gibt fiir dic sare cemessene) Abweichung gewisser 
rationaler Briiche von der Irrationalzahl & eine nur vom Nenner des 
betreffenden Bruches abhingige obere Schranke, sie fixiert also ein ge- 
wisses MindestmaB der Anndherung, welches durch jene Briiche noch 
iiberschritten wird. Wahrend dieser Tatbestand sich auf alle médglichen 
Irrationalzahlen erstreckt, so existiert bei den algebraischen Irrational- 
zahlen auch eine ahnliche untere Schranke fiir die Abweichung jedes be- 
liebigen rationalen Bruches, mit anderen Worten ein gewisses Héchst- 
map der Anndherung, welches von keinem einzigen rationalen Bruche 


erreicht wird. Es gilt namlich der folgende (, Liouvillesche®) Satz: 


<r 


et 


Ist & eine positive algebraische Irrationalzahl n‘’ Ordnung, 
so laBt sich eine Zahl y >1 angeben dergestalt, dap stets: 
oo eet, 
7B 


wenn c, B ganz beliebige natiirliche Zahlen bedeuten. 


(2) 
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- Beweis. Es mégen zunichst o, 6 nattirliche Zahlen von der Be- 
schaffenkeit bedeuten, da’: 


(3) ) §—4/ <1, 
also: , 
(4) lg eed und somit: 7 oete 


Auf Grund der in § 25, Nr. 5, S. 156, gegebenen Definition ist 
¢ Wurzel einer Gleichung n‘e" Grades (wo n> 2, da £ irrational) mit 
ganzzahligen Koeffizienten, etwa: 


6) g@=aie +1 4 tae ee 


n—T1T 

aber keiner Gleichung niedrigeren Grades dieser Gattung. Aus dem 
letzteren Umstande folgt, daB diese Gleichung keine elnzige rationale 
Lésung 9 haben kann. Denn ware g (9) = 0, so miiBte £ der Gleichung © 
(n —1)*" Grades gentigen: 

Gi) 2 O71) 

L—e@7- 2—@ , | 
welche, wie die Ausftihrung der angedeuteten Division zeigt (vgl. § 25, 
Nr. 4, 8.154), durchweg rationale Zahlen zu Koeffizienten hat und — 
durch Fortschaffung der Nenner ohne weiteres auch in eine solche mit 
ganzeahligen Koeffizienten umgewandelt werden kann. 


Daraus folgt insbesondere, daB g (4): von Null verschieden sein 


muB. Da nun: B : 
d (F) as = (4, a’ + ae eo Br---+ A, ap ae 1p") : 3 " 


und der Klammerausdruck als von Null verschiedene ganze fahl 

mindestens den absoluten Betrag 1 besitzen muB, so ergibt sich, daB: 
| of 1 

/ ge | Sarid > Baa 


ae 


Andererseits hat man wegen g (£) = 0: 


I(G)=-(9 @-9 (5)) 


=—(—$) aE (esti (ttt (4) +(%)), é 
also mit Berticksichtigung von (4): 


(7). (4) <|t— 4]. Sola j-@+ayt 
| | 
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Setzt man sodann: 
n 


(8) > ba AE i= y (wo: y>1 wegen fA), 


1 


so folgt aus (7), dab: 
Ge etn 
Ea >5 9a) 
sodaB sich schlieBlich mit ae von Ungl. (6), wie behauptet, ergibt: 
(2) y B” 


Hierbei war freilich zunichst vorausgesetzt, daB |g — a\< berta: 


Ungl. (3)). Sind nun aber « und # so beschaften, daf go + > 1, so 
ist ja wegen: y > 1 und B > 1 die Ungleichung (2) schon ohne weiteres 
erfaillt.’) 


2. Die Ungleichung (2) liefert, wie ihre Herleitung zeigt, ledig- 
lich eine notwendige Bedingung fiir den algebraischen Charakter der 
mit § bezeichneten Irrationalzahl. Ihre wesentliche Bedeutung tritt 
schirfer hervor, wenn man sie zu einer hinreichenden Bedingung 
fiir den transzendenten*) Charakter der Zahi € umgestaltet, nimlich: 


Ist die posite Zahl & so beschaffen, dab, wie groB auch 
eime natiirliche Zahl n und eine positive Zahl I angenommen 
werden moge, stets natiirliche Zahlen «, 6B vorhanden sind derart, 
dap: 


(10) | oe v7 | < Te" 


so kann § keine algebraische Zahl noch so hoher Ordnung sein, 
ist also eme transzendente Zahl. 


3. Das eoraehend Ergebnis kann dazu dienen, um Beispiele fiir 
transzendente Zahlen in Form regelmaBiger Kettenbriiche zu gewinnen. 
Versteht man unter 6B, (vy =1,2,8,---) eine unbegrenzte Folge noch 
niher zu bestimmender eator lise Zahlen, unter B, gleichfalls eine 
nattirliche Zahl oder auch die Null und setzt: 


(11) f= B,+ ae 


1) Die Annabme: | £—— |=1 wiirde ja ohne weiteres die gleiche Schlu8- 


folgerung gestatten. Sie kommt aber tiberhaupt nicht in Betracht, da ja é 
irrational sein sollte, 
2) S. § 25, Nr. 8, S. 160. 


802 - Abschnitt 1V. Kap.II. Kettenbriiche aus reellen Zahlen. Nr. 4. 


so folgt aus dem ersten Teile von Ungl. (1), wenn wieder die Nahe- 


rungsbriiche des obigen Kettenbruches mit ," bezeichnet werden, fiir 


D. 
jedes v: 
| A, | : 
oo te = £8. (wegen: Boas am B,, ,8, as Bo, > B,, ,B,). 
Hs bedeute ferner p, (vy = 1, 2, 3,----- ) eine unbegrenzte Folge mie- 


mals abnehmender natiirlicher Zahlen mit dem Grenzwerte oo, also: 


(13) 0 = Ps S| SP eee , in), a 


(4. B. p=; p= [/v]; »p,=[lg v]) und es mégen zunichst B,, B, will- 
kiirlich angenommen, dagegen die £, fiir »>2 in folgender Weise 
bestimmt werden. Man setze: 


(8, = BS, wo: B= 8, 
(14) iD = B,, wo: B, = 8,B, + B, 
\6,,,2B%, wo: B= 6B, +B), ust 


Aus der Ungleichung (12) folgt alsdann: 


1 1 


wo » eine beliebige natiirliche Zahl bedeutet. Wird dieses n noch so 
gro8 vorgeschrieben, so wird, wegen: lim p= -+ oo, fiir ein bestimmtes 
-_> 


vy und erst recht fiir jedes gréBere »v der Exponent p+2—n2>1 
ausfallen, und da andererseits auch lim B,=-+ 00, so folgt, dab 


BY *?—” fir hinlinglich groBe » jede Agee: groBe positive Zahl f 
tibersteigt. Der unendliche regelmaBige Kettenbruch, dessen Teil- 
nenner den Beziehungen (14) geniigen, hat also die Higenschaft, daB 
bei beliebig groBem n und f fiir hinlinglich groBe »w stets 


| vy pera 
pel ee << 
Beis eae 


ausfallt, und sein Wert € ist somit eine transzendente Zahl. 


4. Man erkennt leicht, daf man beziiglich der Verwertung der 
- Bedingung (10) zur Herstellung transzendenter Zahlen keineswegs 
ausschlieBlich auf die Beniitzung unendlicher Kettenbriiche angewiesen 
ist. Man kann das gleiche Ziel z. B. auch mit Hilfe von unendlichen 
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Systembriichen erreichen, und zwar in folgender Weise. Es sei (m,) 
eine unbegrenzte Folge natiirlicher Zahlen von der Beschaffenheit, daB: 


Ceyetianes Macs MOR cs ; Tim = 0 (also: lim m, = oo) 


>o My 44 Y> a 
(z. B. m= vl; m= '; m, = [lg v|’+1), B eine natiirliche Zahl gréBer 
als~ 1 und (“m eine pribeotenste Folge natiirlicher Zahlen kleiner als 
6. Dann laBt sich zeigen, daB der unendliche Systembruch: 


(64 4 . a ‘ 
17 am —— +f —= +... tH fees 
( ) é pt pr? p™y ) 
eine transzendente Zahl darstellt. Setzt man: 
18 not casa syria A, 
( ) p™t pm3 p™v as pm 
so folgt: 
A a 
is gens ries My +9 “f 
0 < & pv Bcaibs rie y-+-2 
dm: INS WOR ec CLA 
oa, <pmett Pie +5 ate BF 4, pmb} 


Wird jetzt wieder eine natiirliche Zahl n beliebig groB  vor- 
geschrieben, so hat man: 


Hoey lS (mM, nm, — 1) +m, 


mm, + 1 
== (1 — ) --+ nm : 


Mm, 41 
m se . . e oe 
Wegen lim =() lift sich eine untere Schranke fiir v so 
m 
v> oa Age 
mm, + 1 


fixieren, daf <#, wo # einen beliebig anzunehmenden posi- 


my, 
_tiven echten Bruch bedeutet, und es geht alsdann die Ungleichung (19) 
in die folgende tiber: 


(20) hd cea 
| p™y gi) My +1 ( B™y 
Da bei hinlinglicher VergréBerung von » der Faktor Bo ”"7+1, 
wegen lim m,,,==-+ 00, jede noch so groBe OA Zahl [  iiber- 
Yon 


1) In dezimaler Schreibweise: 


Ess; Oho °° & eee ee 


dagegen: 
| a,=0 fir p= m,. 
Pringsheim, Vorlesungen I, . 


§2 
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“ee so erfiillt die Zahl & wieder die Bedingung des Satzes von 
Nr, 2, ist also transzendent.') 
Ubrigens lassen sich auch leicht andere unendliche Reihen bilden, 


deren Summen gleichfalls transzendente Zahlen sind, z. B. x ae wo 
m, wiederum die friihere Bedeutung hat. 


§ 106. Kettenbriiche mit negativen Teilzihlern (— «) und positiven 


Teilnennern p,. — Niherungsbruch-EKigenschaften und Konver- 


genz im Falle: 8 >1+ 4a. 


1. Ein Kettenbruch mit positiven und negativen Gliedern 14Bt sich 
stets auf die Form bringen *): 


By (ot hae Bp ae 
° | B,, | ae b B, 1 


f 


wo f, eine beliebige reelle Zahl, dagegen a, B, fiir v>1 wesentlich 
positive Zahlen bedeuten und je nach Bedarf ¢- =-+1 zu setzen ist, 
Da das additive Anfangsglied 6, die Natur des endlichen bzw. unend- 
lichen Kettenbruches nicht wesentlich beeinflu8t und auBerdem: 


co Gy, & a 

Sata 

B,, gun B, 6, 2 

so kénnen wir ohne merkliche Beschrankung der Allgemeinheit 6, = 0 


und ¢,=-+1 annehmen, also unseren weiteren Betrachtungen einen 
Kettenbruch von der Form: 


ea, Ea, 
Ca hr le 
Pe By 4, 


ge legen. Des weiteren soll angenommen werden , daB die 
» B, den Bedingungen gentigen: 


(1) 851; BSleerl ose 


1) Da beim Beweise des Satzes von Nr. 1 und der daraus gezogenen Fol- 
gerung von Nr. 2 die Lehre von den Kettenbrtichen in keiner Weise beniitzt wird, 
so hitten wir den Inhalt von Nr. 1 und 2 nebst der in Nr. 4 gemachten An- 
wendung auf die Herstellung transzendenter Zahlen mit Hilfe yon unendlichen 
Systembriichen schon unmittelbar an § 25. anschlieSen kénnen. Immerhin ge- 
hért der Satz von Nr. 1 seinem Charakter nach doch so wesentlich dem mit der 
Lehre von den Kettenbriichen zusammenhangenden Gedankenkreise an, daB es 
zweckmaBig erschien, ihn erst an der vorliegenden Stelle einzufiigen. 

2) 8S. § 94, Nr. 4, S. 711, letzte Zeile. 


ae 
: 
Be 
3 


oy 
cag 
Ly 
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~ Werden die Zahler und Nenner der Naherungsbriiche wieder mit 


A,, B, bezeichnet, so hat man: 
(2) B,=1, B, =A, und fir »>2: B= 6,B,_, + 2,¢,B, 


a a" 


Aus der Rekursionsformel folgt sodann fiir » = 2undB ,>0: 


B.—B,_,=(6,—1)B,_,—4,B,_, (gleich nur fiir «, = — 1) 
(3) = (B, ar 1B B,_.) 
oon 8 wenn zugleich:B) |» >B_ a, 


Da aber B, > B) > 0, so ergibt sich durch vollstandige Induktion 
die Giiltigkeit dieser Beziehungen fiir jedes » > 2. Die B, sind also 
fiir jedes v positiv und mit v monoton zunehmend. 

Die gleichen Higenschaften gelten tibrigens auch fiir die A,, da 
diese ja fiir » => 2 derselben Rekursionsformel gentigen, und wegen 
A, =0, A, = a, auch die erforderlichen Anfangsbedingungen: A, > A, => 0 
erfiillt sind. As 

Hiernach sind also auch alle Naherungebriche C= ~ fiir v>1 
wohldefinierte positive Zahlen. F 

Setzt man in der zweiten und dritten der Ungleichungen (3), 
a 

B—B, ,=(8,—1)-(B,_,—B,_,) > 0 (wobei das Gletchhertszeichen 
nur im Falle ¢ =—1, 6, =1+a, gilt) der Reihe nach v= 1, 
n—1,---3, 2, so folgt: 


Bere Ry oy = (By ek) (BBL) 0 
| Bei n—2 = = (Bs = 1) (B,_ ‘pel, n— -s) re 0 

bso. B, = (By me BAe ot -B,) my 0 
| B, —B, >(6, —1)-(B, —B,) >0, 


und wenn man diese Ungleichungen miteinander, sowie mit der 
Gleichung: 
B,—B)=6,—1 


multipliziert, so ergibt sich nach Weglassung der beiden Seiten ge- 
meinsamen (durchweg von Null verschiedenen) Faktoren: 


(5) B.—B,,=(6,—1) (6,—1)---(8,—1) fir n= 2, 
tibrigens mit dem Gleichheitszeichen auch giiltig fiir »=1, wihrend 
fiir n >1 das Gleichheitszeichen nur dann gilt, wenn dasselbe in den 


zur Herleitung bentitzten Beziehungen (4) ausnahmslos Geltung hat, 
wenn also: 


(6) é=—1, B,=1+a, fir v= 2,3,---n 
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Ersetzt man in der Beziehung (5) » sukzessive durch (n— 1), 
(n—2),--+2, 1 und addiert zu ihr die so resultierenden Beziehungen 
mit Hinzufiigung der Gleichung: 


so findet man: B= 1, a 


(7) B= 1+(8,—1)+(6,—1)(6,—1) + ---+(B,—1)(6,—1) (8); 


und zwar in dem Sinne, daB stets: 


(8a) BB > 1+ > (,— 1) (&—1) ---(—-D) 


mit eimziger Ausnahme des durch die Bedingungen (6) charakterisierten 
Falles, in welchem also der betreffende Kettenbruch lautet: 


a 04 * 
1 Vv 
et 
E 1 a g 


und die Beziehung (7) die Form annimmt: 


B= 1+ (6, —1) + (8, — 1)-0 +--+ (8,— 1) +05 a «+ +e 


7 


; —1 > 
(8b) = {+ = © Oy WOn 20) a Beas ge SS? 


: 1 


2. Wir fassen jetzt zunichst den Fall ins Auge, daB fiir v > 2 
durchweg e = — 1, also: 
i (KOS rs a ri By rs z (wo:8,>1und6 >1+¢ >1firyv>2), 

i 2 R 

Aus der Differenzenformel (VII) von § 92, Nr. 2, S 697, ergibt 
sich alsdann (wenn daselbst geseizt wird: a, = ,, dagegen fiir » Ber 
a,=— oe): 

: Cte aout ey : 

(10) K — KS = RE > 0, also: K, > Ken 


V—— Lav 
Da die (nach dem Ergebnis von Nr. 1 durchweg positiven) Naherungs- 
briiche K, im vorliegenden Falle bestindig zunehmen, nicht, wie bei 
Kettenbriichen mit positiven Gliedern, teils wachsend und teils fallend, 
also von beiden Seiten dem Werte K, bzw. lim K, sich nahern, so 


The 


liefern sie kein ausreichendes Mittel, um den Grad der Annéherung, welche 
durch irgendein bestimmtes K, erzielt wird, abschatzen zu k6nnen. Zur Kr- 
reichung dieses Zweckes fiihren wir noch eine zweite Folge von Briichen 
K’, sogenannten Nebenndherungsbriichen ein, welche im Gegensatz zu 
den K, dem Werte des Kettenbruches sich fallend néhern. Wir defi- 
nieren als den v**" Nebenndherungsbruch des vorgelegten (bzw. unbegrenzt 


Qo! a | 


(11) (Kal. Bal oom 
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Fiir vy >2 hat man alsdann: 


erin (B, oar Up faviea | 7 ty Pd A, SeaaNG — I > 0 
(12) BeBe —c,B, TB ape 


y ~y—2 v—1 
und diese Formel gilt schlieBlich auch fiir » = 1 wegen: 
1 pee NS pe AA) - 
1 By t  By—Bo 
Um zu zeigen, daB die K’ mit wachsendem »v niemals zunehmen, 
bilden wir fiir v > 1: 
K’ ml, K’ oe, Ayer ASS 5 esi Ayaa7 Ay wn ty, ‘ 
v y-+1 Ren Ay By41i—B, (ost) pees) (B,44—B,) 


wo: 


re Ue Soe (ae 8 (Bory ot B,) nary (Bo Bae) Cae Ps A,). 


Fiihrt man fiir B A 
ein, so wird: 


die entsprechenden Rekursionsausdriicke 


pt1) 9 yt 


— (A, ng Ain) dicho te. 1) B, a3 fe ae 

ai (oe Bees) ((Baises 1) A, iy ore yi) 
und da die mit A,B, A,B, behafteten aie sich wegheben, so 
folot weiter: 

Eves eer yet A, Boe te (Bupa 1) An 18, 1 (Bik 1) A, Byes 
a5 ae eke! oo (Bee toy rie 1) ae Dae aie AME By) 

sodaB sich schlieBlich mit Hilfe der Differenzenformel (V1) von § 92, 
Nr. 2, 8. 696, ergibt: 


/ , , (IS oa a 44-1) et Oy * v 

(a8) Sri rae—e, 7,8) 2 
also: y % 
(14) Keeeks (v= bya; 3,°°°), 


wobei das Gleichheitszeichen dann und nur dann gilt, wenn 
Byy,=%1,11. Die Nebenniherungsbriiche K’ sind also nach GL (12) 
durchweg positiv und mit wachsendem » niemals zunehmend. 

Zur Vergleichung der K’ mit den K, hat man nach Gi, (12): 


4 5 B,—B8,_ v } 
XH, Hye & 
15 =p a > 0 
( ) B, B,— v—1) 


und daher fiir jedes » > 1: 
(16) K'>K, (mit definitivem AussehluB der Gleichheit). 
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Da insbesondere: 
a a 


4 = K, — ae 
so lABt sich der Inhalt der Ungleichungen (10), (14), (15) in ‘Tolgender 


Weise iibersichtlich zusammenfassen: 


(17) ese K<: <K << Kk < Ke SK 
1 2 


Dabei gilt die ganze Folge der zulissigen Gleichheitszeichen, wenn die 
«,, B, fiir » > 2 durchweg der Bedingung (6) geniigen, wenn also: 


(18) B,=1-+ a, fir »=2,3,---m. 
In diesem Falle hat man also: 

(19) CS on 

wahrend in jedem Falle: 

(20) Go eae 


3. Aus den Ungleichungen (17) geht unmittelbar hervor, daB ein 
unendlicher Kettenbruch von der Form: Ee —# |. dessen Teilzéhler 
1 vt2 


und Teilnenner den Bedingungen (1) gentigen, stets konvergiert, und 
zwar, da ja bei Weglassung von Anfangsgliedern seine charakteristischen 
Gliedereigenschaften (abgesehen von dem fiir die Konvergenz belang- - 
losen Anfangsvorzeichen) erhalten bleiben, unbedingt konvergiert. Wird 
sein Wert lim K, mit K bezeichnet, so witirde aus (20) zuniachst nur 


n-> CO 
geschlossen werden kénnen, dab: 
(21) Me ee te 
ee B, = : ee ase 3 
Aus den Ungleichungen (17) folgt indessen, daf fiir das Auftreten des 
ersten Gleichheitszeichens-jede Méglichkeit ausgeschlossen ist, daB da- 
gegen das zweite dann und nur dann gilt, wenn gleichzeitig: 


sy 


Was die erste dieser beiden Beziehungen betrifft, so diirfte man beim 
bloBen Anblick der beiden Kettenbriiche: 


se * 


(22) lim K,= lim K’, K/ = 4 a, 
or 


via 
n->o ere 


1) Wiirde in der one me 
Fe AY td Cad, 


auch nur ein einziges Ungleichhettsceichen gelten, so kénnte ja néemals: 
lim K/ oe werden. 


ys eat a*.2) 
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Pes le 
=a es (ee ar 
2 sige aan Spt at 
OF; Ps ae a eae 


leicht geneigt sein, die Ubereinstimmung jener beiden Grenzwerte (deren 
Existenz ja bereits auBer Hrage steht) als etwas Selbstverstandliches 
anzusehen, da ja fiir ™——> oo entsprechende Glieder beliebig hohen 
Ranges bei beiden Kettenbriichen durchaus identisch sind. DaB aber 
diese Aunahme nicht zutrifft, wird sofort deutlich, wenn man beachtet, 
daB die Beziehung: lim K, = lim K* mit Riicksicht auf Gl. (12) soviel 


n> @ ee al?) 


besagt wie die folgende: 
Bn Need 


Sears B, 4 


. A, ° 
(23) lim 5- = lim 


rR-Pwo “HN RYO 
und da8, unter Voraussetzung der Existenz des rechis stehenden Grenz- 
wertes, die Giiltigkeit dieser Beziehung auf Grund des verallgemeinerten 
Cauchyschen Grenzwertsatzes (s.§ 37, Nr. 3, Gl. (13), 8. 230) nur ge- 
sichert ist, falls B. mit  (monoton) ins Unendliche wachst'), daB da- 
gegen die Gleichheit jener beiden Grenzwerte im allgemeinen aufhért, 
wenn B, (also auch A.) fiir 2 —+ oo einem endlichen Grenzwerte zu- 
strebt*), und da® andererseits in dem vorliegenden Zusammenhange 
dieser Fall auch wirklich, und zwar sogar in erheblichem Umfange ein- 
treten kann. Aus der Rekursionsformel: 
Bo =P. Oi 
folgt namlich: ; 
Bu paBe, 


» 


1) Das naimliche Resultat wiirde sich auch aus Gl. (15) ergeben. Danach 
hat man mit Beniitzung von Ungl. (5): 


/ 1 Op Sage i 
eS ery met yre 
= Bi. (B, a ns +++ (B,—1) Sr eaye 
also: 
lim K,, = lim K’, wenn limB, = co. 
u->w Nn->R na->n 
2) In diesem Falle wiirde nimlich die Beziehung (28) die Form annehmen: 
lim A, 
a->D im Mee UG sate 
lim B,, NFR B., Bho 


n >2 

die offenbar etwas generell Unmdgliches besagt. Denn bedeutet C eine ganz be- 
liebige (auch komplexe) Zahl, so bleibt die rechte Seite der obigen Gleichung un- 
geandert, wenn man A, durch A, + C ersetzt, withrend die linke je nach Wahl 
von C jeden beliebigen Wert annehimen und nur ,ausnahmsweise“, nimlich fiir eine 
ganz spezielle Wahl von C mit der rechten tibereinstimmen wiirde. (Einfachstes 
Beispiel: A,=B,+C.) Ob diese , ausnahmsweise Ubereinstimmung in dem vor- 
Hegenden Falle Nenials stattfindet, bleibt dahingestellt. 


810 Abschnitt IV. Kap. II. Kettenbriiche aus reellen Zahlen. Nr. 4. 


und durch wiederholte Anwendung dieser Ungleichung fiir »=vn, — 
n—i, ---2 mit Berticksichtigung von B, = {,: E 


(24) Bi< BB oo i 8B, B,= (1 ae (pi x as (oe. 1)) Toa dl a cee 1)). 


Dieses Produkt besitzt aber fiir m—-+ oo einen endlichen Grenzwert, 
wenn die Reihe > (8,— 1) konvergiert (nach § 81, Nr. 1, 8. 621), so- 


1 
da8 also in diesem Falle auch lim B endlich ausfallt. Da andererseits 
aus Ungl. (7) folgt, daB: Bs! 


(25) stim BB, => 1+ > (8, - 1) ee 


so ergibt sich: 
Die Konvergenz der Rethe > (B,—1) bildet eme hin- 
‘ bar 


reichende, diejenige der Rerhe > (6, —1) (6,—1)---(6,—1) 


1 
eine notwendige Bedingung fiir die Endlichket von lim B.. 
RPK 


4. Kebren wir nach dieser allgemeinen Hrérterung wieder zu dem 
besonderen Falle der Bedingungen (22) zuriick, so steht zunichst fest, 
daB die zweite dieser Bedingungen nach Gl. (18) und (19) dann und 
nur dann erfiillt ist, wenn durchweg: B,=1-+ «,(v> 2). Ist dies der 
Fall, so gilt Gl. (8b), und es wird daher: 


| . eae n aa, 
(26) Bo le ee 
i 
also lim B= oo und somit nach dem Ergebnis der vorigen Nummer: 
A> 
(27) lim K, = lim K/ d.h.== gt 
nO n->o oa 


wenn die Reihe Sia,a,---«, divergiert. 

Um. auch den Wert des Kettenbruches unter Beibehaltung der 
Bedingung: 68,=1+ 4, (v>2) fir den Fall der Konvergenz dieser 
Reihe zu bestimmen, kann man der Rekursionsformel fiir die A, 2u- 
nichst die Beziehung entnehmen: 


A Ane: = ay (A, es A) 


i 
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und findet daraus durch wiederholte Anwendung fiir v=, (n— 1), 


...8,2 mit Beriicksichtigung von: A,=«,, Ay= 0 (im ibrigen ganz 
analog wie bei der Herleitung von (5) aus (4)): 


A —A cL, 


n SOND ee i Sik as 


also schlieBlich (wiederum analog wie beim Ubergange (5) zu (7)): 


(28) A= Oy + Oy hy fo Oy Oy = 0, 
Somit ergibt sich: 
gear 
9 A, 6, mire es 6, ) 
ae So. a re 
1 # a, n 
und, wenn die Reihe > % “,+++a, gegen den Wert o konvergiert, also: 
lim 0. = Co: 1 
n> © 
(30) limeeeee 


n> o z phd), p,—1 


Die vorstehenden Ergebnisse lassen sich schlieBlich zu dem folgenden 
Satze zusammenfassen: 


1) Im Falle lim o, =-+ 00 ergibt sich hieraus wieder, in Ubereinstimmung mit 
Gl, (27): oe a : F 
lim K, —— = 1. 
% n> B, —1 
Ubrigens 148t sich dieses Resultat auch aus der Aquivalenzformel von § 95, Nr. 2, 
Gl. (8b), S. 714, herleiten. Danach hat man: 


1 eee 
einer 


und durch Ubergang zum reziproken Werte: 


— n 1 
1+] | whos 
E-fias it 1 6, 


ce 
1+ a 


Da es freisteht, alle Indizes um 1 zu erhdhen, so folgt, daB auch: 


also, falls limo, =+ co: 
n>@ 


und somit schlfBlich: 
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; Ist: 
B,>1 und B,>1+a,>1 fir v > 2%), 


so ast der wnendliche Kettenbruch: 


i Oa) ee BE es 
iP, Bs IP, 
unbedingt konvergent. Sein Wert liegt zwischen = und a =s ; 


a e es 1 e 1 
mit Ausnahme eines emzigen Falles, in welchem die gweite dieser 
beiden Grenzen erreicht wird, ndmlich wenn: 


B,=1l+ea, (v=2,3,----- ) und: th % +++ == -+ O09. 
t 


Man hat dann also: 


bd ts 


| ey | Mel 
'B, ji a, Le a, 


—— ¢ —m | 


§ 107. Negativ-regelmiBige Kettenbriiche. — Identititssatz. — 
Darstellung rationaler und irrationaler Zahlen dureh negatiyv- 
regelmiBige Kettenbriiche. 


1. Unter einem negativ-regelmdpigen Kettenbruche verstehen wir 
einen solehen von der Form: 


j nr = 1 2) 
Bo + be Z| baw. By) + a ) 
0 B, |, 0 | B, |, 


wo fy eine beliebige ganze Zahl und die B, ftir » > 1 natirliche Zahlen 
= 2 bedeuten. Es ist dies also (abgesehen von dem prinzipiell nicht 
wesentlichen Anfangsgliede 8,) eine spezielle Gattung des im vorigen 
Paragraphen betrachteten, der Bedingung 6B, > 1+ «, gentigenden Ketten- 
bruchtypus Fal bzw. Ea welche im tibrigen #hnliche Higen- 
schaften besitzt wie die von uns schlechthin als regelmdig bezeich- 
neten Kettenbriiche (§ 101, S. 752 und § 103, 8. 773). 

Werden die Zihler und Nenner der Niaherungsbrtiche wieder mit 
A,, B, bezeichnet, so folgt zunachst mit Riicksicht darauf, daB das 
jetzt hinzugefiigte Anfangselied By und der erste Teilzihler (der hier 


1) Hierbei kann also das Vorzeichen von c,, da tiber dasselbe keine aus- 
driickliche Verfiigung getroffen ist, auch negativ gedacht werden. Ist das letztere 
der Fall, so wird offenbar auch der Wert des Kettenbruches: K <@0 und man hat: 


ised Ot, 
ate Ko. 
p.—-1= -e 
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(—1) heiBt, nicht wie zuvor «,, wo a, >0) in den Ausdriicken fiir die B, 
tiberhaupt nicht vorkommt, daB auf diese letzteren ohne weiteres die Kir- 
gebnisse des vorigen Paragraphen angewendet werden kénnen. Man 
hat also auf Grund der dort (8.805) mit (3) bezeichneten Beziehungen 
fiir v >1 durchweg: B,>B, ,>0, sodaB also das Vorkommen sinn- 
loser Naherungsbriiche wieder ausgeschlossen ist. Da im tibrigen die 
B, mit v nur wm ganze Zahlen wachsen, so hat man hier in jedem Falle: 


(1) lim B, = + 00. 
v>o 
Beziiglich der A, tritt gegentiber dem vorigen Paragraphen inso- 
fern eine Anderung ein, als die Anfangsgleichungen (statt A, = 0, 
A, = @,) nunmebr lauten: Ay = fy, A; = 8,8) — 1. 
Aus der Rekursionsformel: 
(2) A, re BAS. rg AGS, oj (B, or Le “i (Ay aNG ake, C = 2) 


folgt alsdann im Falle B, = 0 (wo also: A, =0, A, =—1) und im 
Falle 6, <0 (wo also: Ay =—|f.|<—1, A,=— Bi |B)’ —1< Ay), 

daB die A, durchweg negativ ausfallen und mit » numerisch zunehmen. | 
Ist dagegen 8, >0, d.h. >1 (also: Ay = 8) = 1, A, = 8,8, —1= 28, 
—1>, und daher: A, >A, >0, wobei das Gleichhettszeichen nur in 
dem einzigen Falle 6, =1, B, = 2 gilt), so fallen die A, wieder durch- 
weg positiv aus und, abgesehen von einem einzigen sogleich anzugeben- 
den Ausnahmefall, mit v monoton zunehmend. Man hat nimlich 2zu- 
naichst nach Gl. (2) allemal: A,>A,_,, sofern nur A,_, >A, ,>0, 
-was auf Grund der soeben angegebenen Anfangsbedingungen tatsachlich 
der Fall ist. Dabei tritt aber die Gleichheit A, =A, , dann und nur 
dann ein, wenn gleichzeitig B, = 2 und A, ,=A,_,, also, wie die Fort- 
setzung dieser SchiuBweise ergibt, wenn durchweg: 8, = 6, ,=---=6,=2 


y—1 
und: A, =A, ,=---=A,=Ap, d.h. schlieBlich: A, = B, = 1. 
Im iibrigen sind offenbar alle A,, B, ganze Zahlen und, da die 
Differenzenformel (V1) von § 92, 5. 696, hier die Form annimmt: 
(3) A,B,_ 


foo, Pa — 1 (wegen: a, = a, = =a =—1), 


° . ° : A, e 
relatw prim, die Niherungsbriiche K, = 5 also reduzierte Briiche (gerade- 
so wie bei regelmdBigen Kettenbriichen —- s. $101, Nr.1, 8. 753), 
welche wegen: 


(4) key : ge <0 (also: K< Ks) 


y—1"-y 


mit wachsendem v bestiindig abnehmen (d.h. algebraisch, also im Falle 
K <0 bei wachsendem Absolutwert). Man hitte dies auch unmittelbar 
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aus Nr. 2 des vorigen Paragraphen, Gl. (10) entnehmen kénnen, wenn 
man in Rechnung zieht, daS bei Festhaltung der dort gebranchten Be- 
zeichnung den jetzigen Naherungsbriichen der Wert 6, — K, zukommen 
wiirde. Die analoge Schlu8weise la8t erkennen, daB an die Stelle der 
Ungleichungen (14) und (16) jetzt die folgenden treten (fiir v > 1): 
Karak, KL <K, (mit Ausschlup der Gleichheit), 
sodaB sich im vorliegenden Falle schlieBlich das folgende System von 
Ungleichungen ergibt: 
1 
By 
und zwar mit dem Zusatz, dab die ganze Folge von Gleichheitszeichen 
nur gilt, wenn fiir vy >2 durchweg: B, = 2. 


1 , t v7 / 
(5) Pos peg oe a oe (aK SKK eK << Kk =6,— 


Fiir den unendlichen negativ-regelmiBigen Kettenbruch: Bo + Ea 5 
ia | 


dessen unbedingte Konvergenz nach dem Lehrsatze von Nr. 4 des vorigen 
Paragraphen ja bereits feststeht, ergibt sich aus den Ungleichungen (5), 
daB sein Wert in den Grenzen f, eS und pore liegt und daB 
nur deren erste méglicherweise erreicht werden kann, nimlich dann und 
nur dann, wenn in (5) die sdmtlichen Gleichheitszeichen gelten, wenn 
also ftir vy > 2 durchweg: 6, = 2. DaB dies aber tatsichlich der Fall 
ist, daB also: | lay 
. 1 Pe 1 
(6) : Po i6 le pe 


| = 


folgt wieder aus dem genannten Lehrsatze, kann aber auch unmittelbar 
daraus erkannt werden, daB der Wert des periodischen Kettenbruches: 


sich aus der Gleichung: 


t= » also: 2?—2e7+1=0 


2—2 


bestimmt und daB diese den Wert «= 1 liefert, also: 


ee eae 
(7) Pum raaicecoe 
Setzt man wieder speziell 8, = 0 und gibt dem ersten Teilzahler 
das positive Vorzeichen, so folgt aus Ungl. (20) von Nr. 2 des vorigen 
Paragraphen, 8. 808, fiir n > 2: 


8) a<la ae | <qar (ve A>) 
2 
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und daher um so mehr: 
(9) 0< la? | ee (mit Ausschlup jeder Gileichheit). 
1 aye 


Nach dem Lehrsatze von Nr. 4 des vorigen Paragraphen und 
der zuletzt gemachten Bemerkung gilt diese doppelte Ungleichung auch 
fiir mn —» co mit einziger Ausnahme des Falles: B,=2 fiir v =i, 
in welchem gemi8 Gl.(6) an die Stelle des zweiten Ungleichheitszeichens 
das Gleichheitszeichen tritt. 


9. Mit Hilfe des letzten Ergebnisses liBt sich zeigen, daB fiir 
die negativ-regelmaBigen. Kettenbriiche ein ahnlicher Identitdtssate he- 
steht wie ftir die schlechthin regelmafigen, niimlich: 


Zwei endliche oder zwei unendliche negativ-regelmapige Ketten- 
briiche, welche denselben Wert besitzen, sind identisch. 


Der Beweis stimmt, abgesehen von einem bei wnendlichen Ketten- 
briichen der vorliegenden Art zu beriicksichtigenden Sonderfall, fast 
wortlich mit dem entsprechenden fiir regelmaBige Kettenbriiche tiberein 
Seeeei0t, Nr. 1,.8. 753; § 103, Nr. 1, 5. 774). 


Handelt es sich zunichst um zwei endliche Kettenbriiche, etwa: 


(105) tae ie = Baan aed a wo n >n, 
p p 
1 ty 


¥ 


so folgt zunachst: 


Meee Pete kot 
| (11,) By — By = Ee | +h | ; be B; | la? a 


und da 6}, B, ganze Zahlen, die beiden Bestandteile der rechten Seite 
dagegen nach Ungl. (9) positiv und kleiner als 1 sind, so ist diese 
Gleichung nur méglich, wenn ihre beiden Seiten den Wert 0 haben, 
und man findet somit: 


: ergs | x! 1UMezLIA? 
(12,) By = By, lz al = Lae | ? 
By By 3 B, B, 9 
also aus der zweiten dieser Gleichungen durch Ubergang zu den rezi- 
proken Werten: 


x, pel tte] 
— 2 


und hieraus wiederum durch die zuvor beniitzte SchluBweise: 


(12,) By = Bs, la 7 |= Fe tk 
2 v Js vd. 


a=) 
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In dieser Weise weiter fortfahrend gelangt man zu der Beziehung: 


: ary n’ 
(10) B. oe Le | es eae 
- ¥ jIn+i 
aus der mit Notwendigkeit folgt, daB: 
147 ‘i 
(12,) i= B,,, fa ge 0, d. h. n! sage 
YiSatd 


Damit ist fiir endleche Kettenbriiche der oben ausgesprochene Satz 
bewiesen. 
Geht man nun zweitens von der Voraussetzung aus: 


ae ee St -e+[ a | 


so laBt sich ja die zuvor bentitzte, im wesentlichen nur auf der An- 
wendbarkeit der Ungleichung (9) beruhende SchluBweise unbegrenzt 
Yea falls keiner der beiden unendlichen Kettenbriiche die Periode 


—-— besitzt, sodaB sich also in diesem Falle wieder deren Identitat 
nob Steht dagegen fest, daf ee einer der beiden Kettenbriiche, 
z, B. der zweite, die Periode — — hat und beginnt diese etwa mit dem 
Gliede — 


1 
a Be findet He wie zuvor: 
m--4 


, : Mee 


und da der gweiie dieser Ketlenbrighe den we i hat, so gilt das 
gleiche von dem ersten, was wiederum nur méglich ist, wenn fir 
vy=m-+1 durchweg: B/=2. Die beiden unendlichen Kettenbriiche 
sind also auch in diesem Falle identisch. 

Zusatz. Man bemerke, daB es unrichtig wire, den vorstehenden 
Satz so zu fassen: ,,Zwei gleichwertige negativ-regelmaBige Ketten- 
briiche sind identisch.“ Hs mu8 vielmehr ausdriicklich gesagt werden, 
daB die Kettenbriiche beide als endlich oder beide als unendlich voraus- 
gesetzt sind. Denn hier gibt es ja (im Gegensatz zu den schlechthin 
regelmaBigen Kettenbriichen) wnendliche Kettenbriiche, welche mit end- 
lichen negativ-regelméBigen ylang (aber selbstverstandlich nicht 
identisch) sind. 

Man hat namlich: 


ae ee 
Po a ] pb, | Po 1B; | Bak | Bon adore 


wenn: 


Dabei ist auch der endliche Kettenbruch ein negativ- -pegelinate gery — 
sofern nur: 6. 4,23 Vorausgesetzt wird. 
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3. DaB jeder endliche, etwa n-gliedrige negativ-regelmaBige Ketten- 
bruch eine gebrochene rationale Zahi darstellt, folgt ohne weiteres 
daraus, daB (nach dem oben im AnschluB an Gl. (3) Gesagten) A, und B. 
_ ganzzahlig und zueinander relativ prim sind. Hs la8t sich aber auch 
umgekehrt zeigen, daB jeder (echte oder unechte, positive oder negative) 
rationale Bruch durch einen und nur einen endlichen negativ-regelmapigen 
Kettenbruch dargestellt werden kann. Ist namlich 0, eine ganze Zahl 
beliebigen Vorzeichens, 0, eine nicht in | g,| enthaltene nattirliche Zahl, 
so laBt sich zunichst 9, in die Form setzen'): 
(15,9) Oy = Bo 01 — O2 (also: - nad Sa “ae 
wo f, eine (positive oder negative) ganze Zahl einschlieBlich der Null, 
g, eine dem Intervall 0 < oe, < 9, angehdrige natiirliche Zahl bedeutet. 
Wendet man jetzt auf 0,, 9, den EHuklidischen Algorithmus mit der Ab- 
anderung an, daB man jedesmal den Quotienten um eine Hinheit cu 
gropB (also > 2) und infolgedessen den Rest negativ und numerisch 
kleiner als den Divisor nimmt, so entsteht ein System von Gleichungen 
folgender Art: 


0, = Br — @3, wo: B, = 2, 0 < 03 < 0» 
0, = P,0; — 4; B22, V<a1< 0; 


(15) , 


ety OE ele tee eit | Ope = 62. Gh: ge i 6 


On—1 re Bie; en O41 pone Be 2, 0< On 4:4 < Q,, 
Q,, Ga BnOn+1 B,, ma 2. 


Bringt man diese Gleichungen auf die Form: 


Soa Qs, 0 Q Cn—1 OCn+1 
“1 == B, — ~* pe ot ee eh 
Cs 3 0, 


Q,, 
Qe : Qs Q B,,» 


Qn, On+-1 by 
so ergibt sich durch Ubergang zu den reziproken Werten und suk- 
zessives Hinsetzen in GI. (15,) fiir ce der folgende Kettenbruch: 

- 1 


Brees ee Eli So. aay 
(16) “ina aa) (6, 
1) Man hat im Falle 9, > 0: 
O=7°a +e 


=(y+1) e,—(e,—@'), 
wo: y>0 und: 0<0' <Q, also auch: 0 < e,—e’' <q. 
Ist 9, <0, so folgt zuniachst: 


also: l@i=rve,t+e, 


Oy = (—7) 0, — 8", 
wo wieder: y>0 und 0<9' <Q,. 
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DaB andererseits kein zweiter mit © gleichwertiger endlicher 


Kettenbruch dieser Gattung existiert, folgt unmittelbar aus dem Iden- 
tititssatze der vorigen Nummer. Dagegen lehrt der SchluB des ,,Zu- 


satzes“, daB® 2° auch noch durch einen unendlichen negativ-regelmaBigen 


Kettenbruch mit der Periode —-— darstellbar ist, namlich: 
yar a {12 tae ig 
OS Geet np, i Rte 


(ahnlich, wie ein endlicher Systembruch mit der Basis B auch durch 
einen ee mit der Periode 6—1 ersetzt werden kann: vgl. 
§ 18, Nr. 3, 5. 110; § 20, Nr. 1, S. 117). 


4, Der Wert eines unendlichen negativ-regelmiBigen Kettenbruches, 
der nicht die Periode —+ besitzt, ist stets irrational. Denn, ware er 
rational, so miiBte der wnendliche Kettenbruch mit einem gewissen end- 
lichen negativ-regelmaBigen gleichwertig sein, was nach dem Zusatz 2u 
Nr. 2 nur moéglich ware, wenn er die Periode —+ hitte. 

Umgekehrt la8t sich wiederum zeigen, daB jede Irrationalzahl é, 
durch einen und nur einen unendlichen negativ-regelmaBigen Ketten- 
bruch darstellbar ist. Bedeutet namlich B, die kleinste oberhalb &, 
liegende ganze Zahl (sodaB also: 6, — 1< & < 8), so kann man zu- 
naichst setzen: 


(18,) = B, — 5 , wo: 0 See 1, algo: 2,0 


Ist sodann f, die kleinste oberhalb &, liegende Zahl (also: 6, > 2 
wegen: &, > 1), so folgt weiter: 


(18,) gE = 8B, ae wor 0<-< J, also: 62> i 


53 
In dieser Weise weiter fortfahrend findet man allgemein (fiir » = 1, 


2, 3,°°° °°) 


/ i 3 
(18,) ‘= B, oe BG , v+-1 > 1, 


und durch sukzessives Kinsetzen dieser Beziehungen in Gl. (18,): 


i pop ee 
(19) aT 18, > ee 

Dieser ProzeB kann niemals abbrechen, d. h. es kann nicht fiir 
irgendein bestimmtes »v =n die ia: (18) sich auf die folgende 
reduzieren: ’ 


é,=6, (also: -—— =—- = 0), 
| 
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da in diesem Falle: 


0 —e Bo _—_— iB, _— Bs _— © © 2 iB, 

d.h. & rational wiire, was der Voraussetzung widerspricht. Man er- 
halt also auf diese Weise einen unendlichen Kettenbruch von der Form: 
1 | 1| fn AE 


(20) By — ia, : TE, a hl ie LE UE 
yon dem sich schlieBlich zeigen laBt, daB er gegen den Wert & kon- 


vergiert.1) Werden ‘nimlich seine Niherungsbriiche wieder mit — 


BL 
(r= 0, 1, 2,)----- ) bezeichnet, so folgt aus Gl. (19): 
§, Pyar iyi 
(21) 50 = reas ee (v>1) 
und daher: 
Ay BaP B i —1 


oe eo 76.858, 7 (18,8) & Gh @)). 


mnavers Sac salsa 3S) Be Bin eB ee Bi es Band 


Sy ~yt1 7p y 
lim B= + co hess Gl. (1)), so folgt: 
* ‘ (: A.) 0 
2 | I ee A 
ee) BEA UM Re 


und somit schlieBlich: 


- aaa 


Aus dem Identitatssatze von Nr. 2 ergibt sich dann noch, da die 
obige Darstellung von £ durch einen negativ-regelmadpigen Kettenbruch 
die einzig mégliche dieser Art ist. 

Es findet also eine umkehrbar eindeutige Beziehung zwischen gee 
Menge der reellen Zahlen und derjenigen der wnendlichen negativ-regel- 
miSigen Ketienbriiche statt. Dieselbe konnte offenbar dazu dienen, 
um den bereits mit Hilfe der wnendlichen Systembriiche und regelmiPigen 
Kettenbriiche gelieferten Beweis fiir die Aquivalenz einer gewissen 
reellen und komplexen Zahlenmenge (§ 71, Nr. 3, 4, 5.545ff.; § 103, Nr. 5, 
8. 778) in analoger, jedoch wesentlich vereinfachter Weise zu fiihren, 
da ja die stérende Rolle, welche bei den Sysitembriichen die Nuil als 
Periodenziffer spielt, hier ginzlich wegfallt, ebenso aber auch diejenige 
Weitlanfigkeit, welche bei Anwendung der regelmdfigen Kettenbriiche 
dadurch hervorgerufen wird, daB diese nur irrationale Zahlen darstellen. 


1) Der betreffende Kettenbruch kann also keinesfalls die Periode ue be- 
sitzen, da ja anderenfalls sein Wert wieder rational sein miiBte. Mit anderen 


Worten: der negativ-regelmiBige Kettenbruch fiir eine Irrationalzahl &, muB stets 
unendlich viele Teilnenner 6, > 3 enthalten. 


Pringsheim, Vorlesungen I, 3, 53 
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§ 108. Die Bedingung 6,>1 sh «, als hinreichende fir die Kon- 
vergenz von Kettenbriichen E a mit reellen Gliedern heliebizen _ 


Vorzeichens, — cade der Extension zu teilweiser 
Erweiterung dieser Konvergenzbedingung. 
1. Die in § 106, Nr.3, 8. 808, fiir die Konvergenz der Kettenbriiche 
von der Form: eo a SET re a, > 0, 8, > 0) als hinreichend erkannte 
Bedingung (1), $.804, némlich: 6, >1, 6, >1+ a, (fir vy > 2), erweist 


sich, wie jetzt gezeigt werden soll, auch als hinreichend fir die Kon- 
vergenz von Kettenbriichen mit reellen Gliedern beliebigen Vorzeichens, 


Vv a, 


@ 
also solchen von der Form: j | , WO € ganz nach Belieben eine 


Vv 


der beiden Zahlen + 1 vorstellt, fibrigens aus ZweckmaBigkeitseriinden 
wieder «,=-~1 angenommen werden soll.1) Ferner wollen wir der 
‘ Symmetrie zuliebe an Stelle der Bedingung 6, >1 die bisher nur fiir 
v > 2 festgesetzte Bedingung auch auf den Fall » =1 ausdehnen, so- 
da also von jetzt ab: 

Ge Bo be Le 


Hierin liegt in Wahrheit keine eigentliche Beschrankung der All- 
gemeinheit, da ja, falls 6, nur der Bedingung: 8, > 1, nicht aber der 
Bedingung (1) gentigen sollte, vermittelst der Beziehung: — 


a aa | ce By yh. fa Be 

@) Durie erohr a. 

die Higenschaften des ersten Kettenbruches (auch fiir m—> oo) un- 
mittelbar aus denjenigen des zweiten entnommen werden konnen und 
das Anfangsglied dieses letzteren der fraglichen Bedingung geniigt. 

In § 106, Nr. 1, S. 805, wurde bereits gezeigt, daB unter den ge- 
machten Voraussetzungen die Naherungsbruch-Zahler und -Nenner A 
B, durchweg positive, mit » monoton zunehmende, also die Naherungs- 
briiche K, durchweg wohldefinierte positive Zahlen sind. Ferner ergab 
sich (S. 805/6, Ungl. (5) und (7)): | 


(3) B, +B), = (8,1) (Ba) ee 
(4) B,=1+ $Gi—1)(%—1)-- 6—D, 


1) Der Fall «,=-—1 l48t sich ja auf Grand der Beziehung: 


: n na” 
| ey =| ig ee ey a 
— 1 e 
p v 1 Bre 1 B y 3 
auf denjenigen eines positiven Anfangszihlers zurtickfihren. 


Nr. i. § 108. Die Bedingung f, >1--, als hinreichende fiir die Konvergenz. 894 


wobei das Gletchheitszeichen dann und nur dann gilt, wenn durchweg: 
(Byy: é==—l, B=lt+e, fir v > 2. 


Da die urspriinglich nur fiir » > 2 eingefiihrte Bedingung B,>1+.¢, 
jetzt auch fiir v= 1 gelten soll, — sodaB also: Biomed rite fiir v eal 
so folgt zunaichst aus Ungl. (4), daB: 


—y 
(6a) Bolte, wo: 6 = Sra, a ---a, 

“ 
mit AusschluB der Gleichheit, méglicherweise ausgenommen den durch die 
Gleichungen (5) charakterisierten Fall. Wird zu diesen wiederum noch 
die Beziehung 8, = 1-+ «a, hinzugefiigt, so ergibt sich (iibereinstimmend 
mit Gl. (8b), 5. 806, fiir 8, = 1-+ @,): 

(6b) Be=l1t+e, 
in dem einzigen Ausnahmefalle, welcher nunmehr durch die Bedingungen 


bestimmt wird: 
(7) Sees cbs Pam lth Gory heh Meee 


Wie aus den in § 106, Nr. 4 gefundenen Ergebnissen hervorgeht 
(s. G1. (27) und (30), S. 810/11), hat man in diegem besonderen Falle: 


P ; 
AHS |= -» wenn: lime =6 
(8) hm a 1+ 6 Ee j 
Lda A Ee 1, wenn: lim 6,= +o, 


> D 


Saeki 


mit anderen Worten, der Ketienbruch Ee ? eat Konvergiert gegen 


i+ 


Ee 
den Wert aoe! oder 1, je nachdem die. Reihe y« a 


gegen den Wert o konvergiert oder divergiert. 


Zur Behandlung des allgemeinen Falles gehen wir von der (mit 
Riicksicht auf: A, = 0) bestehenden Identitit aus: 


' nr 
(9) Rens Se het NS 
6, 1 B naw \ B; Bi A 


n 


Y 


welche mit Beniitzung der Differenzenformel (VII) von § 92, Nr. 2, 
5. 697, in die folgende Beziehung tibergeht: 


n yl rt aan 
(10) Pie 1) Soe 
Man findet daher: 
ey a, Pie &, hye Eq & 
(11) kal =lim j= yen Eee. e 2 ape 


te ae 


53° 
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sofern die betreffende unendliche Reihe honvergiert Nun folgt aus 4 


Ungl. (8), daB: 

(12) BY ae Bo as On Uy vi Ce 
wobei das Gileichheitszeichen auszuschiieBen ist, wenn die Bedingungen (7) 
fiir v=1, 2, --- 2 nicht ausnahmslos erfillt sind. Da der besondere 
Fall ihrer fiir jedes noch so groBe n ausnahmslosen Geltung bereits er- 
ledigt ist, so ergibé sich in dem jetzt behandelten allgemeinen Falle: 


| n ne 
vo ru Ely rae bie - é, » &,, is Tyr | CO, &y eee a, : B,—-B, 4 
‘B. cB. 
- | 


und zwar zum mindesten bei hinlanglicher VergréBerung von » mit 
sicherem Ausschlufs der Gleichheit. Und, was wesentlich ist, diese Un- 
gleichheit’ kann bei weiterer VergréBerung von m, insbesondere auch 
fiir »—» co niemals aufgehoben werden, da ja die betreffende Summe 


bzw. unendliche Reihe mindestens ei Glied enthalt, fiir welches die 


Ungleichung besteht: 


(14) Bo Bi ee Ce enti ae a ee pale Wide Rovio 0 
we 


Somit ergibt sich aus Ungl. (13) fir n > oo: 


a 8 


— ; ay ; 1 
(15) hee > an -—,)=1—lim 3, dh. <1 
1 


B,1B —— 7 Vv i-F 0 ~R 


mit Ausschiup der Gleichheit, und zwar unabhingig davon, ob der Grenzwert 
lim B ayaiieh oder unendlich groB ausfallt, also auch unabhangig davon, ob 


-> © 


die Reihe > @, &,---0 konvergiert oder divergiert. Daraus folgt weiter, 


da® die in Gi (11) auttretende Reihe absolut konvergiert und daB in jedem 
Falle ihr Absolutwert kleiner als 1 ist, daB also der betrefiende unend- 
liche Kettenbruch gleichfalls konvergiert und, da die Naherungsbriiche, 
wie bemerkt, durchweg positiv sind, sein Wert zwischen 0 und 1 liegt. 

Zugleich erkennt man, da® die Konvergenz des Kettenbruches eine 
unbedingte ist, da ja die vorstehenden Schliisse auch auf jeden durch 


Weglassung von Anfangsgliedern aus dem gegebenen hervorgehenden — 


Kettenbruch sich ohne weiteres tibertragen lassen. 

Hiernach gewinnt man den folgenden Satz, welcher fee wesent- 
lichsten Teil des am Schlusse von § 106, S. 812, ausgesprochenen als 
speziellen Fall enthalt: : 


Nr. 2. $108. Erweiterung der Konvergenzbedingung p,>1+4, durch Extension. §23 


Ist: 
Geer i,e>0,8  ,= tl, pelte,>1 (fir y= 1), 


. a, vr ye - . 
so ist der Kettenbruch ae | unbedingt konvergent und sein 
v . 
Wert liegt zwischen 0 und 1, auBer wenn durchweg: 


eat, pat ee 1s (fire > 2), 


und tiberdies die Reithe > Ot, @, +++ & divergiert, in welchem 


1 
Falle der Kettenbruch den Wert 1 hat.*) 


2. Es verdient hervorgehoben zu werden, dafi Kettenbriiche der 
eben betrachteten Art durch Extension sich in solehe mit lauter posi- 
tiven Teilzdhlern und nicht-negativen Teilnennern iiberfiihren lassen. Ist 
etwa m der kleinste Index, fiir welchen ¢ .,=-—1 (m>1), sodab 
also: 


eet 


3 | $ | { ” 
em mn | emt1%m+1|. ~m!} Cn +1 


ae erry ear Ale: 


so hat man bei Anwendung der Hxtensionsformel (19) von § 96, Nr. 3, 
5S. 723, wenn man der daselbst mit a’ bezeichneten Zahl den Wert 1 
beilegt, diese zwei Glieder durch die folgenden drei zu ersetzen: 


2 | 1| Sm +1 6.,, Pees m ? 
17b le a es 4. 9 WO: 
D [Pm Pinta om 44 Peg eee a 


m—1 


A 
Dabei bestimmt sich der Wert [ des auf diese Weise zwischen a 
m-—1 


A 
und 7 eingeschalteten Naherungsbruches aus der Gleichung: 


B_HF—A, A,—A 


m m is Wh of pol mo m—t1 " 
(18) —— =], d. h. es ist: [ = BB 


m—t1 m—t1 m m—1 


Ist nun ¢ 42—=+1, so wird bei weiterer Fortsetzung dieses lediglich 
zur Beseitigung negativer Glieder dienlichen Extensionsverfahrens das 


1) Das obige Konvergenzkriterium ist lediglich ein spezieller Fall eines all- 
gemeineren auf Kettenbriiche mit beliebigen komplexen Gliedern sich beziehen- 
den (s. § 113, Nr. 4, Zusatz). Das gleiche gilt iibrigens von dem Konvergenz- 
kriterium fiir Kettenbriiche der ersten Hauptform mit positiven Gliedern (§ 102, 
Nr. 2, Satz II, S. 764; vgl. § 111 Nr. 3, S. $53). Es erschien indessen zweck- 
miiBig, diese spezielleren Satze, mit eigenen entsprechend vereinfachten Beweisen 
versehen, voranzuschicken, statt sie erst spaiterhin aus den angezeigten allgemeineren 
abzuleiten, teils des leichteren Verstiindnisses halber, teils wegen der daran an- 
zukntipfenden, ausschlieBlich auf rcelle Zahlen beziiglichen Betrachtungen. 
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Glied ant: da ihm bereits ein positives Glied folgt, nicht mehr 
mi “m+ ib 
in Anspruch genommen. Ist dagegen ¢, is 7 tale: 
: Om em Cn | Ria Cnt 1 | Cn tg) 
1 Smt | fm 2 %m tal Ben Lr rt era 
( by (Pinte etmek d Bn+-3 (Brn dea Pn +3 


so liefert das gleiche Eixtensionsverfahren an Stelle dieser zwei Glieder 
die folgenden drei: 


oe | {p Se —1>0 
+2 | 1 4 aah 4 
m- ae m -+- ne 


(19b) (Be she hse hoe we 


————__—_——_——— 3 
mand | Pin 4-2 —%n 4-3 


und ue eingeschaltete Niherungsbruch hat wiederum den ee. 


—A 
Wert mie -- Da jetzt auf das Glied oe ein positives 
Bi em m4-1° mae 


folgt, so ist es bei Fortsetzung dieses Verfahrens gegen jede weitere 
Veranderung gesichert. Im iibrigen ist ersichtlich, daB man dem Ketten- 


bruche oe vermittelst hinlanglicher bzw. unbegrenzter Fortsetzung 


des beschriebenen Prozesses einen extendierten zuordnen kann, der auBer 


AS 
den samitlichen Naherungsbriichen B, “noch eine abe Peony 
Anzahl eingeschalteter Naher ungsbriiche von der For t 


ies ee 
und dessen Teilbriiche folgende Formen aufweisen: 


wo: 8, —-1>0, 6,—a,>0, 6,—«,—1>0. Und zwar erscheint als 
Teilnenner: 7 | 


| (a) ae wenn: eee “i 1, eras = + 1, 
\ (b) Pos ive 0, ” Coat i 1 ap aa ras 1, 
(20) | (c) Boe cy ee B44= +4 

(d) pio o> ag Las 0, » é., Sai aes i et 1G sr de 


3. Der extendierte Kettenbruch enthalt Glieder mit dem Teilnenner 
Null (und zwar eventuell in unbegrenzter Anzahl), wenn tiberhaupt der 
Fall (20d) eintritt, d.h. wenn in dem urspriinglichen Kettenbruche Fol- 


gen von mindestens zwei negativen Gliedern | ae 
und wenn tiberdies 6 = 1+ a, ist. Der Charakter ee extendierten 
Kettenbruches wiirde daher felis prinzipielle Anderung erleiden, wenn 
auch im Falle (20c) die analoge Méglichkeit (nimlich: 6,— , = 0) 
vorlage, wenn man also 6, falls « »417= 1, lediglich der Bedingung: 
B, = «, unterwiirfe. Dies fiihrt aber unmittelbar zu der folgenden Hr- 
weiterung des zuvor gewonnenen Ergebnisses: 


vorkommen, 
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Ist : 


. B, a, 
(21) é,= 1, Spa B>1+a, wenn ¢« _-1} @22, 


so laBt sich der Kettenbruch Kye = uae durch Eatension in 


emen anderen (K.) = Fa mit lauter positiven Teilzdhlern 
1 


Be 
(ndmlich «, und 1) und positiven bzw. nicht negativen Teilnennern 
(ndmlich 8B, B,—1, 1, bew. B,—a@,, B,—«,—1) iiberfiihren 
(s. im iibrigen die niheren Bestimmungen (20), mit der Modi- 
fikation, da8 im Falle (c) jetzt B,—« >0Q zu setzen ist).') 


In bezug auf das Bildungsgesetz des exiendierten Kettenbruches sei 
noch folgendes hervorgehoben. Die einem beliebigen Gliede von (K, ) 
vorangehenden Glieder haben auf dessen Hrsatzform in (K‘,) keinerlei 


HinfluB. Ein positives Glied sel erscheint im extendierten Kettenbruche 


: Lanai 
- entweder wunverdndert oder dureh aot ol re ersetzt. Der ersie Fall 
tritt ein, wenn «, 41 +1, der zweite, wenn ¢,, ,= — 1, also: B, > 1+ «, 


und daher: 8. —1>0. In diesem zweiten Falle erzeugt also das»Glied 


,| 


ve. in (K,,) zwei konsekutive Glieder mit wesentlich positivem Nenner. 


Be weitere Verfolgung des ersten Falles. ergibt, daB das in (K,) auf 


z “ folgende (wegen « y1= + 1) positive Glied ey in (KZ) wieder 
entweder wnverdndert erscheint oder durch ky -|- ft | ersetzt wird, 
1 


wobei dann wieder p y4i7 1 >0. Also auch hier folgt in Anas auf 


das (mit me identische) Hrsatzglied von ra wiederum noch ein weiteres 
Glied mit wesentlich positivem Nenner. Es entspricht mithin in jedem 
falle einem positiven Gliede von (K,,) in dem extendierten Kettenbruche 
(K.) em Glied mit wesenilich positivem Nenner, dem noch ein weiteres 
Glied mit wesentlich positivem Nenner folgt. 

Da ja ¢,=-+1 vorausgesetzt wurde, also (K,) mit einem positiven 
Gliede beginnt, so ergibt sich insbesondere, daB die beiden ersten Teil- 
nenner yon (K_,) stets wesentlich positiv sind. .Infolgedessen sind nach 
§ 100, Nr. 4, S.'751, die Naherungsbruch-Zahler und -Nenner A’, By 


rs 
1) Als Ersatz fiir ein negatives Glied — “| erscheint entweder: ——— 
a, 1 | es | B,— &, 
(Bye way + soe naimlich je nachdem s,,,—-+1 oder S44=—1. 
ie | 


oder: 


\ 
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von (K‘,) durchweg positive (iibrigens mit wachsendem Index monoton 
zunehmende) Zahlen, und das gleiche gilt daher von den A, B , welche 
ja simtlich unter den A’, B’ vorkommen. 


4. Um aus der Beschaffenheit von (K;,) einen SchluB auf die 
etwaige Konvergenz von (K,) zu ziehen, beachte man, daB ganz all- 
gemein die Konvergenz eines beliebigen, durch Extension aus urgendeinem 
anderen hervorgegangenen Kettenbruches stets die Konvergenz und 
Gleichwertigkeit des erzeugenden Kettenbruches nach sich ziehen mus, 
da ja die samtlichen N&herungsbriiche des letzteren als V'cilfolge in der 
Naherungsbruchfolge des extendierten Kettenbruches enthalten sind. 
Das analoge gilt offenbar, falls der extendierte Kettenbruch auper- 
wesentlich divergiert. Dagegen kann jene Teilfolge sehr wohl einen 
endlichen Grenzwert (bzw. die Folge der reziproken Werte den Grenz- 
wert Null) besitzen, ehne daBS der (noch um die eingeschalicten 
Naherungsbriiche bereicherten) Gesamtfolge diese Kigenschaft zukommt. 
Hiernach kann also insbesondere, auch wenn der extendierte Kettenbruch 
wesentlich divergiert (also oszilliert), der erzeugende immerhin noch 
konvergieren (bzw. auperwesentlich divergieren), und zwar muB sein Wert 
dann stets unter den Héufungszahlen der Gesamtfolge (bzw. die Null 
unter den Haufungszahlen der reziprok genommenen Gilieder der Ge- 
samtfoige) enthalten sein. 

Uber diese allgemeingiiltige Feststellung hinaus, nach welcher die 
Konvergenz des extendierten. Kettenbruches als eine hinreichende Be- 
dingung fiir diejenige des erzeugenden erscheint, lassen sich in dem 
vorliegeuden Falle noch die folgenden spezielleren Aussagen machen. 
Nach § 102, Nr. 5, 8.769, kann der evtendierte Kettenbruch als ein 
solcher, dessen zwei erste Teilnenner wesentlich posit, wahrend die 
tibrigen zam mindesten nichi-negativ sind, nur konvergieren oder zwischen 
zwei endlichen Zahlen K und K in der Weise osaillieren, daB fiir die 
Naherungsbriiche andere Hiufungszahlen auBer diesen beiden Haupi- 
lumites nicht vorhanden sind. Mithin bleiben fir den erzeugenden 
Kettenbruch nur die beiden Méglichkeiten, daB seine Naherungsbrtiche | 
gleichfalls jene zwei Limites (und keine anderen) oder nur eimen von — 
ihnen besitzen, er selbst kann also gleichfalls nur zwischen jenen beiden — 
Zahlen K und K oszillieren oder gegen eme derselben konvergieren. Hs — 
wird sich aber sogar noch zeigen, daf, abgesehen von einem besonderen — 
Falle, der urspriingliche und der extendierte Kettenbruch stets gleich- 
zeitig konvergieren baw. gleichzeitig oszilieren, sodaB dann schlieBlich die — 
Konvergenz des extendierten Kettenbruches auch als notwendige Be- 
dingung fiir diejenige des urspriinglichen erscheint. | 4 


‘ 


Nr. 5. $108. Erweiterung der Konvergenzbedingung f, > 1 -> ,. durch Extension. 827 


5. Wir gehen zunichst von der Voraussetzung aus, dab der den 
Bedingungen (21) gentigende Kettenbruch unendlich viele positive Glieder 
enthalt. Sind von einer gewissen Stelle v > m ab alle Teilzihler 
positiv, 80 hért ja das Extensionsverfahren bei dieser Stelle vollstindig 
auf, der extendierte Kettenbruch verliuft also von da ab durchaus 
identisch mit dem urspriinglichen, das nimliche gilt dann auch fiir die 
_ Naherungsbriiche, und somit konvergieren bzw. divergieren beide Ketten- 
briiche stets gleichzeitig. Im tibrigen ist fiir die Konvergenz beider 
Kettenbriiche dann notwendig und hinreichend, daB der Kettenbruch 


2) 


| konvergiert, da ja in diesem Falle der eatendierte Kettenbruch 


hichstens auBerwesentlich divergieren kénnte, was aber nach Satz (V1) 
von § 102, Nr. 5, 8. 771, endgiiltig ausgeschlossen ist. 

Zur Behandlung des allgemeinen Falles, daS der Kettenbruch 
unendlich viele Glieder beiderlei Vorzeichens enthilt, schicken wir die 
folgende Bemerkung voraus. 

Es seien y, 0, y', 6! beliebige positive Zahlen*) von der Be- 
schaffenheit, daB: 


Bey ae 
so folgt durch Multiplikation dieser Ungleichung mit 6 baw. 0": 


) 


ee eee 

Neen ae 

Te a ieee BOs an 

) GeO ls 
Multipliziert man die erste dieser Beziehungen mit einer beliebigen 
positiven Zahl o, die zweite mit einer ebensolchen 9’, so ergibt sich 


durch Addition: ¥ 
(9d + 9'0')- 2 < ey + o'7'< (00 + 018!) 5 
und daher: 
: y Loyte'y’ oxy 
i) Fey SEALE pale Ea 


Angenommen nun, der unendlich viele Glieder beiderle: Vorzeichens 


eo 


enthaltende Kettenbruch a konvergiere gegen einen gewissen Wert K. 
Yy ty 


Dann ist nur zu zeigen, daB auBer den Naherungsbriichen cS auch die 


v 


fiir 


Pires Ege 
infolge der Extension eingeschalteten Niherungsbriiche 5 a : 
— vy PL 

We 1) Die folgende Svhlu8weise gilt auch noch im Falle 7=0, in welchem 
tibrigens die Richtigkeit des Endresultates (23) auch unmittelbar ersichtlich ist. 
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vy —» oo gleichfalls gegen den Wert K konvergieren. Versteht man 
unter v einen der (unendlich vielen) Indizes, bei denen ein Zeichen- 
wechsel vom positiven zum negativen stattfindet, sodaB also: 

= 1, 2,1 und daher: f= 1 
so findet man durch Anwendung der Rekursionsformeln fiir oy 


Any oy (OP, DA, oe eye i j 
(24) Bon Pots wee (wo: 6. —1>0), 


und man erkennt daher mit Bentitzung der Ungleichung (28), daB der 


te es | 


Wert des rechtsstehenden Ausdruckes, also auch derjenige von | 
 esee 


A 
"=" liegt. Andererseits kann man aber auf Grund der — 


AaK. 
zwischen ao und 4 
y—-2 y—1 


gemachten Voraussetzungen durch hinlingliche VergréBerung von v bei be- 


liebig klein vorgeschriebenem s > 0 erzielen, daB 5 und Te beide 
V2 Pad 


zwischen K-—e und K + ¢ liegen. Dag gleiche gilt dann also ins- 

Ay. ae ss Sr | 
besondere auch von Bree Bean 
Naherungsbriiche des extendierten Kettenbruches (K,,) sind (s. GI. (18)), 
auch von jedem folgenden Niherungsbruche des letzteren (vgl. § 102, Nr. 5, 
Ungl. (19), S. 769): somit konvergiert (K‘,) gleichfalls gegen den Wert K. 
Miernach sind also die Kettenbriiche (K,) und (Ki) gleichzeitig kon- 
vergent baw. divergent. 

Kis bleibt schlieBlich noch der Fall zu betrachten, daB der Ketten- 
bruch (K,,) (dessen Anfangsglied ja allemal als positiv vorausgesetzt — 
wurde) nur eine endliche Anzahl von wositiven Gliedern enthalt, sodaB 
also von einer gewissen Stelle ab durchweg: é,=—1 ist. Sei dann 
etwa ¢ a der letzte positive Teilzihler, so hat man auf Grund der in 
‘Betracht kommenden Bedingung (21): 6, >1-f «, fiir »>m, und der 


Kettenbruch : E =| ist daher nach dem Satze von § 106, Nr. 4,8.812, | 
m-+-i 


und, da dies zwei konsekutive 


B, 


. ; ° oe : Cn+1 
konvergent, sein Wert negativ und numerisch héchstens gleich F 
igh a 
Wird derselbe mit — 9, 4, bezeichnet, so findet man fiir m > 21). mit | 
Hilfe des ,,Hauptsatzes“ von § 99, Nr. 2, 5.744: 

{ I J | 
25 Ge Sea EM red Rice fn 
( ) ise | B,. a v | Pop's Pin Oey 

bebe (Ce emaal naa 


Sorcery ta 


ae (Pra Ont i) Bie Be 


<1,4 
yt 


1) Im Falle m=1 ist ja 6, >1+ea, fiir »> 1, und der Kettenbruch: 


OM, com 2 i 
E B, | 


Nr.6. $108. Erweiterung der Konvergenzbedingung 6, > 1-+-«, durch Extension. 829 


falls dieser Ausdruck eine bestimmte Zahl vorstellt, was aber sicher der- 
Fall ist, da ja: B,—o,,.,>0 und: BB, 2 > 0 (8. Nr. 3 am Ende). 
Unter der gemachten Voraussetzung ist also der gegebene Kettenbruch 
in jedem Falle konvergent, das Verhalten des extendierten Kettenbruches 
hat darauf keinerlei' HinfluB. Dagegen kann dieser letztere hier unter 
gewissen Umstinden divergieren (oszillieren), nimlich dann, wenn die 


N aherungsbruch-Nenner des Kettenbruches: Fa = Fe = | einen 


p eed 
orn ge m+-1 
endlichen Grenzwert besitzen (vgl. § 106, Nr. 3, S. 809), also auch lim B 


endlich ausfallt. In diesem Falle besteht ja, wie die a. a. O. angestellten 
" Betrachtungen zeigen, im allgemeinen keine Ubereinstimmung zwischen 


A 
dem Grenzwerte der Néherungsbriiche a und demjenigen der Neben- 


A,—A 
niherungsbriiche oes cae welche letztere hier als eingeschaltete Néhe- 
v y—1 


rungsbriiche des extendierten Kettenbruches erscheinen, sodaB also dieser 
letztere oszilliert. 
Hiernach ergibt sich jetzt der folgende Satz: 


Enthalt der den Bedingungen (21), namlich: 


eeeah 2 


> 
B,>1+4,, wenn: s,,,=— | (v > 1) 


g=+1,6,,=+1 


ay ae 
geniigende Kettienbruch ia unendlich viele positive Gleder, 
y 1 
so besteht die notwendige und hinreichende Bedingung fur 
seine Konvergenz in der Konvergenz des (nach der Vorschrifi von 
Nr. 2) extendierten Kettenbruches. Enthilt er dagegen von eimer 
gewissen Stelle ab nur noch negative Glieder, so konverg tert 
er ohne irgendwelche weitere Beschriinkung in’ jedem Falie, 
wihrend die Konvergenz des extendierten Kettenbruches nur, ge- 
sichert ist, falls lim B= + oe. 
n> ® 
6. Das Vorstehende lift sich noch durch die folgende Aussage ver- 
vollstandigen: 
Ist der den Bedingungen (21) geniigende Kettenbruch tiber- 
haupt konvergent, so konvergiert er unbedingt. Sein Wert K 
liegt zwischen 0 und 1, auBer wenn durchweg: 


(26) y= 1, bB=1te, &2)) 
und auperdem : > ++@ == + 00, 


1 
m welchem Falle K = 1 wird. 
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Beweis. Enthiilt der Kettenbruch (K,,) unendlich viele positive 
Glieder, so konvergiert er stets gleichzeitig mit dem extendierten Ketten- 


? 


bruche (Ki) == i - Dieser letztere konvergiert aber sicher unbedingt. 


ak 


Denn wesentliche Divergenz irgendeines durch Weglassung von Anfangs-_ 


Baal 


bic) 
ghiedern daraus hervorgehenden Kettenbruches Fe | ist ja (nach. § 98, | 


Nant 


Nr. 5, 8. 739) von vornherein ausgeschlossen. Aber auch aupferwesentliche 
Divergenz ist unméglich, da ja die nach Satz (V!) von § 102, Nr. 5 5, 


8.771, hierzu erforderliche Bedingung: O= 6 = Biya Pmepa 


niemals erfiillt sein kann: denn da (K,,) unendlich viele positive Glieder ent- : 
halten sollte, so gibt es in (K,) oat Grund einer in Nr. 3 gemachten | 
Bemerkung unendlich viele Folgen von mindestens zwei Gliedern mit 
wesentlich positiven Teilnennern. Aus der unbedingten Konvergenz yon — 
(K,) folgt aber auch diejenige von (K,). Denn der einem Kettenbruche — 


TABS Ms ava Bed 4 
von der Form: an ad Ea a i “ | zugeordnete extendierte Ket-— 


Pp, Bde 


a Dari 


tenbruch ist ja, wenn «, =-+1, mit dem entsprechenden, bereits als 
konvergent erkannten Rostketionbr uch von (K’,) vollkommen identisch und — 


zeigt im Halle « = -—1 nur in bezug na das erste Glied eine Ab-— 


weichung, welche indessen die Konvergenz nicht beeintrachtigen kann, 
da ja alle Divergenzméglichkeiten aus denselben Griinden wie oben wieder 


ausgeschlossen sind. Da tiberdies der Wert K’ von (Ki) nach § 102 . 
Nr.5, Satz (VIL), 8.772, der Beziehung gentigt: 0< kK’ < : (und zwar mit — 


definitivem Ausschlu8 der Gleichheit, da: B; > 0, 6; > 0 ist und wegen des . 
Vorhandenseins unendlich vieler positiver B, nicht fiir 4 >1 durchweg 


4 


wenn & = — 1) schlieBlich, wie behauptet: 
(27) j= ha, 


und die entsprechende Ungleichung ergibt sich durch analoge SchluB- 
welse auch fiir sees durch Weglassung von Anfangsgliedern entstandenen — 


Kettenbruch: ie a (m > 1), 


Enthalt der atloutiradh (K,) von einer gewissen Stelle ab, etwa : 
fiir v>m-+-1, nur noch negative Gheder, sodaB also fiir ieee die 
Bedingung: B,=1-+ «, besteht, so ist zunichst nach dem Satze von — 


§ 106, Nr. 4, 8. 812, der Kettenbruch Pal unbedingt konvergent. Er 


mh 


bleibt aber, wie am Schlusse von Nr. 4 gezeigt wurde, auch konvergent, — 


B,,,1, == 0 sein kann), so folgt mit Berticksichtigung von: oe (nim- — 
lich entweder: 6/ = 8, = %, wenn &=-+1, oder: Bf =f,—1><a,, 


Nr. 6. $108. Erweiterung der Konvergenzbedingung (3, pita, durch Extension. §31 


wenn man die Anfangsglieder mit den Indizes 1 <v<m — 1 hinzufigt, 
und da die a.a. O. beniitzte SchluBweise giiltig pleibt, wenn man nur 
einen beliebigen TZeil dieser Gliederfolge mit den ae y=m—l, 


m—2,--- vorn ansetzt, so folgt, daB auch der Kettenbruch ea 
Cae 


wunbedingt konvergiert. Sein Wert K ist dann wieder gleich dem Werte K’ 
des zugehGrigen extendierten Kettenbruches, falls dieser konvergiert, oder 
auch gleich einem der beiden Oszillationswerte K’ und K’, falls er diver- 
_giert (was ja im vorliegenden Halle méglich ist). Nun liegen ja nach Satz 
(VII) von § 102, S.772, K’ bzw. K’ und K’ im allgemeinen wieder zwischen 


0 und a also schlieBlich zwischen 0 und 1. Von den allenfalls még- 


1 
lichen Grenzfillen der Gleichheit ist die Méglichkeit des einen, namlich 
K’= 0 bzw. K’= 0 ausgeschlossen, da die hierfiir erforderliche Bedingung: 


B= 0 fiir u=1,2,3,----- wegen 6, >0 ee vieat ist. Die Bedingungen 
fiir den anderen Grenzfall: K’ = =2 bzw. K’ = A lauten (s. Gl. (26), 
(27), 8.772): cy : 
M28) 6,4,=0(4=1,2,3,----- ) und fiir den Fall der Konvergenz: 
. ee OES Oe et 

Jed Saeer Oy caviar 


1 Bie 2 u 


Der ersten dieser Bedingungen kann nur geniigt werden, wenn der 


Kettenbruch Fa auBer dem Antangsgliede kein weiteres positives 
Lea 
Glied enthalt. Denn wiire schon «, = +1, so wiirde auSer 6; > 0 auch 


6, >0 ausfallen. Und wiire irgendein spiiteres « =-+ 1, so wiirde ja 
das hetreffende Glied - das Auftreten von gwet konsekutiven Gliedern 


f 
mit wesentlich positiven Nennern im extendierten Kettenbruche nach sich 


ziehen, Soll also die erste der Bedingungen (28) erfiillt sein, so ist 
das nur méglich, wenn: (K,,) =| » woraus weiter folet, daf 


[| % 
schon fiir » >1 durchweg Bf, > 1+ «, sein muB. Steht dies aber ein- 
‘mal fest, so wissen wir bereits, daB dieser Kettenbruch dann und nur 
dann den Wert 1 hat, wenn (iibereinstimmend mit (26)): 


B,=1+ a fiir jedes v = 1,2, 3,----- und: Sc, ot, 1. = - OO. 


Man kann sich dann der Vollstindigkeit zuliebe noch davon iiberzeugen, 
daB in diesem Falle die Bedingungen’ (28) wirklich erfiillt sind. Denn 


der Kettenbruch Ee un 


Fi) liefert durch Extension den folgenden: 
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| 1 es | dy Le | A inde aul te 
eit 6 a on | 
sodaB also in der Tat Rone = 0 (fir w= 1, 2, 3,---+-) und auBer- 


dem: B,,= 1, a, ,=@,) %,=1 (fir » > 1), also die in (28) auf- 
tretende Reihe sich auf die weiter unten angegebene reduziert. 
Damit ist aber der ausgesprochene Satz vollstandig bewiesen. 


7. Durch den Satz am Schlusse von Nr. 4 wird die Méglichkeit 
gegeben, himreichende') Bedingungen fiir die Konvergeng eines den For- 


derungen (21) gentigenden Kettenbruches von der Form | 


B, 
Weise zu gewinnen, daf man die friiher fiir Kettenbriiche mit positiven 
baw. nicht-negativen Bestandteilen abgeleiteten Kriterien auf den ez- 


tendrerten Kettenbruch anwendet. Wird der letztere wieder mit Fa 


: z le 
bezeichnet, so ist er nach dem Kriterium (B) von § 102, Nr. 4, Saty 
(V), 8.767, konvergent, wenn die Reihe: y 


> Ve 
Onbd 
oder ein Bestandteil derselben divergiert. Um einen solchen aus den 


verschiedenartig gebildeten Gliedern in méglichst einfacher Form aus- 


Ou 


Bp’ 
(wo also: ¢ =-+ 1) entstanden sind.) Die- 
q : 


selben haben ausschlieBlich die Form: 5 und 7 (vgl. Nr.3, G1.(20a), 


(20 b), 8. 824), und fiir die zur Bildung des fraglichen Kriteriums erforder- 
lichen konsekutiven Gliederpaare ergeben sich dann die folgenden drei 
Méglichkeiten: ; 


ro Oo gis a 
e+e eee 
[1] ptt “y+? Bi oy oe By 44 


zusondern, wollen wir diejenigen ins Auge fassen, welche aus 


fy &, 


iS 


positiven Gliedern 


oe’ a“ a’ oe 
2 4 = = id Me 3 Hib oe Wee: fi 3 
pM hath ma 
rik ME o’ 2 rod ce’ { 
3 oe ad ee ee > @ a, 
ae Anes Bi, B, Gy 1 Bi 4 1 1 ( B, ta ) 


SPP bad 
| in der 


1) Da fiir die Konvergenz eines den Bedingungen (21) geniigenden Ketten- 


bruches mit ‘wnendlich vielen positiven Gliedern die Konvergenz des zugehérigen 
extendierten Kettenbruches nicht nur hinreichend, sondern auch notwendig ist, so 
kénnte man durch Vermittlung des letzteren auch Konvergenzbedingungen auf- 
stellen, welche zugleich notwendig und hinreichend sind. Dieselben fallen jedoch 


wegen der verschiedenartigen Gliederformen des extendierten Kettenbruches viel 


zu kompliziert aus, um irgendwelchen Nutzen zu gewahren. 
2) Es kann sich selbstverstindlich hier nur um solche Kettenbriiche handeln, 
welche unendlich viele positive Glieder enthalten. Denn im entgegengesetzten 


Falle ist ja der betreffende Kettenbruch ohne das Hinzutreten irgendwelcher — 


weiteren Bedingungen bereits als konvergent erkannt. 


im 


°° 


Nr. 7. § 108. Erweiterung der Konvergenzbedingung B, > 1-+-«, durch Extension. 833 


Man findet daher 
im Falle [1]: Fabs shee = p jb El ipa 


Or et 3 Cy eb aes 
ast Gard 
im Falle [2]: diene age ele a p> «. 
a ob of to OU mhian cae ba 


im Falle [3]: fababy ig 2) fy =6 —1>«,, 
ui 


sodaB also die iKeihe i Bibs sicher divergiert, wenn die aus 
Ott pee 
den « mit positivem «, gebildete Reihe > V % divergiert. Man gewinnt 


somit das folgende Konvergenzkriterium: 
(1) Fir die (unbedingte) Konvergenz des Kettenbruches 
ey a, 
f B, | , wo: = +1'), Ba, jedoch: B,>1-+ «a, wenn: 
; ’ | 


$4, = —1, ist hinreichend, dap die Reihe SV %, erstreckt tiber 
alle «, mit positivem «e, divergiert. 


| Zusatz. Andere Kriterienformen Ahnlicher Art kann man selbst- 
verstandlich erhalten, wenn man statt, wie geschehen, ausschlieBlich die 


4 


dT) 
aus positiven Gliedern -”-” “ hervorgegangenen Glieder > zum Ausgangs- 


; F 

punkt zu nehmen, auch die Glieder mit negativem <, in Rechnung zieht. 
Um aber die (ahnlich wie zuvor in den mit [1]—[3] bezeichneten 
Hinzelfallen) zunachst auftretenden verschiedenen Bedingungen durch 
passende Reduktion auf eine gemeinsame Formel zuriickzufiihren, erweist 
es sich als zweckmaBig, das zuvor eingeschlagene Verfahren nicht ein- 
fach in der Weise nachzubilden, daB man nunmehr lediglich an die 
Stelle der Glieder mit positivem ¢, diejenigen mit negativem ¢, treten 
laBt, sondern (ohne Riicksicht darauf, ob ¢,=-+1 oder ¢ = — 1) die- 
_ jemgen Glieder zusammenzufassen, fiir welche entweder ar ae Le Oder 
aber 4,;=—1. Hs ergibt sich dann durch eine dee zuvor an- 
gewendeten analoge SchluSweise als gleichfalls hinreichende Bedingung 
fiir die Konvergenz des fraglichen Kettenbruches die Divergenz von einer 
der beiden Reihen: 


(II) > VB, —o,,  erstreckt tiber alle a,, B,), fir welche ¢,, ,= +1, 
Gi) 278, — «,— lama 1, ” ” ” a) ” ” rae =—] 


6 


1) Die bisher lediglich zur einfacheren Fassung mancher Aussagen fest- 
gehaltene Bedingung «, = +- 1 ist selbstverstindlich fiir die Konvergenz des Ketten- 
bruches ginzlich belanglos und kann daher hier ohne weiteres ‘wegfallen. 


yr 
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8. Der Nutzen der voratohUnten Kriterien ist naturgemB auf die- 


jenigen Falle beschrinkt, in denen der betreffende Kettenbruch unendlich 


viele Glieder beiderle: Vorzeichens enthalt, da wir ja anderenfalls schon 


auf einfacherem Wege hergeleitete und zugleich wirksamere Kriterien 


besitzen. 

Entbalt nimlich der Kettenbruch von einer bestimmten Stelle ab, 
etwa fiir » >m, nur noch Glieder mit positiven Teilzihlern, so hangt 
ja seine Konvergenz, wie in Nr. 5' dieses Paragraphen, 5. 827, bereits 
ausdriicklich festgestellt wurde, lediglich von derjenigen des Ketten- 
bruches i ab, also eines Kettenbruches mit ausschlieBlich positiwen 


Gliedern, sodab wir in diesem Falle sogar, auch ohne auf den 


extendierten Ketienbruch zurtickzugreifen, tiber die motwendigen und — 


hinreichenden Konvergenzbedingungen durch die Sitze (I1) und (III) 
von § 102, 5. 764, vollstandig orientiert sind. Zugleich ergibt sich, 
wegen § >a, als besonders einfache Form einer himreichenden Kon- 
vergenzbedingung nach Satz (Va) des § 102, S. 768, die Divergenz 
der Reihe > 6, — also eine Bedingung, die wesentlich weniger ver- 
jangt als jede der oben mit ({)—-(III) bezeichneten. 

Noch einfacher lagen die Verhiltnisse, wenn der Kettenbruch 
von einer bestimmten Stelle ab aus lauter negativen Gliedern besteht. 


In diesem [alle konvergiert der Kettenbruch ohne das Hinzutreten — 


irgendwelcher sonstigen Bedingung, wie ja gleichfalls in Nr. 5 unter 
Berufung auf den Satz von § 106, Nr. 4, 8. 812, bereits festgestellt 
wurde. Im tibrigen lieBe sich diese Tatsache ohne Heranziehung jenes 
fritiheren Hrgebnisses auch direkt aus der Natur des extendierten Ketten- 
bruches herleiten. Ist nimlich «, der letzte positive Teilzihler des in 


Frage stehenden Kettenbruches, soda dieser also vom Index m an die © 


foleende Form besitzt: 


Bol Pact ares Rc a 
Pn | Bn +1 m-+-2 
so lauten die entsprechenden (lieder des extendierten Kettenbruches — 
folgendermaBen: 
Sr A ie th tl “mbsf 8 
|B eo ae | Oe ome Tie. a ere yeaa 


und daher seine Niherungsbriiche fiir v > m: 


m Na om An +1 Pin ty Nn Mig aia 
4 flee each AEs" ria 
m m+-1 ste ented) a 
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Hiernach sind also die Naherungsbriiche z des wurspriinglichen 
Kettenbruches in ihrer Higenschait als N dherungsbriiche des extendierten 
Kettenbruches fiir » > m durchweg solche von gerader oder durchweg 
solche von ungerader Ordnung, und sie besitzen daher (da iiberdies der 
ersie Teilnenner des eaxtendierten Kettenbruches von Null verschieden ist) 
nach § 102, Nr. 5, S. 769, fiir »—-+ oo einen bestimmten endlichen 
Grenzwert: der gegebene Kettenbruch. ist also konvergent. 

Dagegen diirfte es schwerlich méglich sein, auf diesem Wege das 
am Schlusse von Nr. 1 dieses Paragraphen, 8. 823, ausgesprochene - 
Kriterium abzuleiten, welches die Konvergenz der Kettenbriiche von der 


Form Fa sichert, sofern nur 6. >1-+ «a, fiir »y>1. In der Tat 
v st 


scheint dieses Kriterium einen allgemeineren, ich mochte sagen, funda- 
mentaleren Charakter zu besitzen, welcher sich sp&terhin noch in der 
Weise bemerkbar machen wird, daB dasselbe nicht nur mutatis mutandis 
auf Kettenbriiche mit beliebigen komplexen Gliedern iibertragbar ist, 
sondern auch eine noch allgemeinere Fassung sehr einfacher Art zu- 
laBt, vermdge deren es von Aquivalenz-Transformationen unabhingig 
wird, d. h. fiir alle Individuen einer Klasse unter sich dquivalenter 
Kettenbriiche die gleiche Wirksamkeit besitzt. 

Immerhin J48t sich mit Hilfe des Extensionsprinzips noch eine 
gewisse Hirweiterung des fraglichen Kriteriums erzielen. Steht niimlich 
nur so viel fest, daB die Bedingung: 6, >1--«, erst fiir v > m aus- 
nahmslos erfillt ist, wihrend fiir » << m lediglich: B= a, und nur 
dann: 6, >1-+«,, wenn ¢,,,=-—1, so fiihrt die genaue Wieder- 
holung derjenigen SchluBweise, welche in Nr. 5 zur Behandlung des 
‘Falles ¢ =—1 (fir v>m-+1) angewendet wurde (s. insbesondere 
Gl (25)), za dem Ergebnis, da8 auch schon diese Bedingungen fiir die 


Konvergenz des Kettenbruches pe i hinreichend sind. 


f, 


§ 109. Uber die Irrationalitit gewisser Kettenbriiche. 
(Der verallgemeinerte Legendresche Irrationalitiitssatz.) 


1, Es wurde friiher (§ 108, Nr. 3, 8.776 und § 107, Nr. 4, S. 818) 
gezeigt, daB der Wert eines regelmdBigen und, mit einer einzigen Aus- 
nahme, auch derjenige eines negativ-regelmaBigen unendlichen Kettenbruches 
wrational ist. Dieses Ergebnis (einschlieBlich des erwihnten Ausnahme- 
failes) laBt sich zunichst in folgender Weise verallgemeinern: 


Pringsheim, Vorlesungen I, 3, 54 
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Es sei der Kettenbruch | , wo fiir v>1:8 nach 
‘barat b 


Belieben =-+ 1 oder =—1 und a, B, natirliche Zahlen be- 
deuten, unbedingt konvergent, und es werde gesetzt: 
ey 4° (x) 
ald = K MT bee ee 
(1) et] aK” @= 0,1, 9) 
(sodap also K = K, wenn der Wert des gesamten Kettenbruches, 
wie bisher, mit K bezeichnet wird). Besteht sodann die Beziehung: 
(2) oe | K” 4 Hire = 0, 1,99, ae 
in dem Sinne, dab mindestens fiir cin n das Gleichhetts- 
zeichen gilt, und ist m der kleinste Index, fiir welchen: 
(3) | Kim) | stl ie 
so ist: 
(4) ee 
msbesondere also: K = &,, wenn m=0, dagegen K ein mit dem 
Vorzeichen von &, behafteter rationaler echter Bruch, wenn m > 1. 
Ist hingégen fiir n=0, 1, 2, ----- ausnahmstos : 
(5) 0<|K”|<1 (mit AusschluB der Gleichheit), 
so ist jedes K™ (n= O71 ee ) eime irrationale Zahl 
mit dem Vorzerchen von &, age 
Beweis. Man hat fiir jedes n > 0: 
/ (a) “ni 8 nti 
(6) K Beart kone 
De non: B,,,21, |K"'?| <1) also: 60 
(infolge der Voraussetzung |x”) <1):/6 ,.+K°T) |+a@ , +0 
— i Pett n-+-1 ; 
so folgt, daB: 
(7) Pt Se he > 0 40 
und daB daher jedes K”’ mit dem Vorzeichen von é,4, behaftet ist. : 
Besteht nun die Voraussetzung (3): 


fir n=m, m+1, m+ 2, ----- 


| K'™) | mes 1; 
so hat man nach dem eben Gesagten: 
(8) KS a En4-1? 


und es nimmt somit Gl. (6) fir =m die Form an: 


Wee Cm tt A 
Bait Kora) 


sodaB also: 
Met 0 
K Tey ae LL ee Boy 
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d. h. K*” ist eine ganze Zahl, und da infolge der Voraussetzung (2): 
0 <|K"t*| <1, 80 ergibt sich: 


(8,) | Key |= 1 und somit: Ky = 8 iy 
Durch Fortsetzung dieser SchluBweise findet man, daB allgemein: 
(8) | K”) oft Ee K@ da ake fies a m, 


in Worten: Gilt die erste dieser Beziehungen fiir irgendein bestimmtes 
n= m, so gelten berde fiir jedes n > m. 

Ist nun m= 0, so gelten also die Beziehungen (8) fiir jedes x» > 0 
und man hat insbesondere: K = ¢,. 

Ist dagegen m > 0, so ist ja auf Grund der gemachten Annahme: 


Ko | +-1, also auf Grund der Voraussetzung (2): 
| err 3 | <1 und, wegen: Kea ee. 


kK” ein rationaler echter Bruch mit dem Vorzeichen von é_. Das analoge 
ailt dann wieder fiir jedes K” mit kleinerem Index x, also schlieBlich fiir: 
tm — 1. 

Damit ist also der auf die Voraussetzung (3) beziigliche Teil des 
ausgesprochenen Satzes bewiesen. 

Es bestehe nun zweitens die Voraussetzung (5): 


0<|K”|<1 fir n=0, 1, 2, -----. 

Um zu zeigen, daB dann K”” irrational, werde vorliufig angenommen, 
es treffe dies fiir K°’ =K micht zu, sodaB also K ein rationaler echter 
Bruch, der dann, wegen: 

&; 
8, baka 
das Vorzeichen von ¢, haben muB, also etwa: 


ey ahi io 


K=<«,-2, wo , 6 relativ prim und: y <0 —1. 


Man hitte somit: 
fsa ticat ONE 
0 K() 
und daher: Pick 
Ko) ai, “,0—B,¥ ( 

7 


wo o,0—,y eine ganze Zahl). 


Da andererseits | K™ |<1 und K” (auf Grund der zuvor bei K 
bentitzten SchluBweise) das Vorzeichen von ¢, haben mu8, so wire K” 
von der Form: 


1) 
K" — ¢,. oo wo », eine natiirliche Zahl und y», < » — 1 


54 * 
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Daraus wiirde dann analog sich ergeben, daB: 


‘ 


Sie Fei a WO. = lL aotee 
1 
und bei weiterer Yortsetzung dieser SchluBweise: 


, 


] 
841 pe? Woy, <7, , 1S ee 
) 


we Runt 


sodaB also spditestens fiir v= y sich ergeben wiirde: K°) = 0, was der 
Voraussetzung widerspricht. Mithin ist K eine Jrrationalzahl (mit dem 
Vorzeichen von ¢,), und das analoge gilt dann offenbar fir K” bei 
jedem beliebigen Werte von » (da ja aus der Rationalitit von K” die- 
jenige von K folgen wiirde). 


2. Unterwirft man die natiirlichen Zahlen o,, 6, den im yorigen 
Paragraphen, 8S. 825, mit (21) bezeichneten Bedingungen: 


ve | (v > 1) 
B,>1+e,, wenn: ¢ = -— 1] se 


? yl 


Eg, & y oi ae . . : . 
so ist & | unbedingt konvergent, namlich ohne weiteres, wenn von irgend- 
Vv 


t 
a 


einer Stelle ab durchweg: ¢, =—1 (nach dem Satze von Nr. 5, 8.829), und im 
Falle unendlich vieler En, — + 1 wegen der Divergenz der Reihe S V%n, 
(mach Nr. 7, (I), 5. 833). Ferner ist fiir jedes ~ (nach dem Satze von 
Nr. 6, 8. 829): 

Ou Ke ea 


auber wenn von einer gewissen Stelle ab, etwa fiir » > m+ 1: 


aE RT i, 6, are 1 “7 ,,*), 


y 


in welchem Falle fiir » = Mm. 
KY Pr eS 1 


wird. Wendet man auf diesen Kettenbruch den zuvor bewiesenen Satz 
an, so ergibt sich also der folgende: 


1) Die sonst noch erforderliche, a, a. O. angefiihrte Bedingung: 
ce 


> a, &> Lda tog &,==+ 00 


i 
ist ja wegen «, >1 (v=1,2,8,----- ) schon an und fiir sich erfiillt. 


Nr, 3. § 109, Uber die Jrrationalitit gewisser Kettenbriiche, 839 


é ,&,, "G e seas 
Der Kettenbruch: Ea , wo die «, B natiivliche Zahlen 
B,, : i J 
bedeuten wnd: 
p, = @ df 
£Q° —— i leach 
9) ae B,=1+ a, wenn: MTP a hua (wz 1), 


hat emen irrationalen, numerisch zwischen 0 und 1 gelegenen 
Wert mit dem Vorzeichen von «,, auBer wenn fir v>m+i1 
durchweg: 7 
(10) Suittstels YRp = yt ects | 
In diesem Falle ist sein Wert ein rationaler echter Bruch 
mit dem Vorzeichen von s,, wenn m>O, bzw. gleich —1, 
wenn m= 0, | | 
Ist durchweg é&,=-+1, so gentigt also die Bedingung: 6 > «, 
fiir die Gtiltigkeit des Satzes. Da zu dessen Herleitung (vermitielst 
des in Nr. 1 bewiesenen Satzes) lediglich die wnbedingte Konvergenz 
des betreffenden Ketienbruches und die Beziehung 0 < Ke <1 er- 
forderlich ist, so wiirde fiir den Beweis unter Beschrinkung auf den 
Fall «,=--1 schon die aus § 102, Nr. 4, Satz (V) oder (Va), 8. 7967/8, 


9 


Be ~ 
i} tig 
zu entnehmende Kenntnis der unbedingten Konvergenz von | und 
1 


‘ LB, 
die Beziehnng 0 < K” =< set gentigen. Danach hat z. B. der Ketten- 


ee n-+-1 
bruch: re einen irationalen Wert (der tibrigens = se , ist).’) 

Will man sich ferner beim Beweise des obigen Satzes fiir beliebige 
é,= +1 auf die Voraussetzung 6, >1-+ a, (vy > 1) beschrinken *)) so 
gentigt offenbar die Heranziehung des Satzes von § 108, Nr. 1, S. $23, 
an Stelle der merklich umstindlicheren Betrachtungen von Nr. 4—6 des 
betreffenden Paragraphen. 

Q 


3. Ist der Kettenbruch © | so beschafien, dab ea wn- 
i m-+-1 


P, y 

bedingt konvergiert und einen irrationalen Wert hat (was also ins- 
besondere der Fall ware, wenn fiir vy=>m-+-1 die Bedingungen (9), 
aber nicht von irgendeiner Stelle ab die Bedingungen des Ausnahme- 
falls (10) erfiillt sind), wihrend die é,, B, ftir v < m beliebige rationale 
Zahlen sein mégen, so ist er gleichfalls: unbedingt konvergent und sein 
Wert trrational. Denn mit Beibehaltung der zuvor gebrauchten Be- 
zeichnung (s. Gi. (1)) hat man zunichst: 


ieaas By, Sin 
= — 

By im Bt Km 
1) 8. § 97, Nr. 4, Beispiel 3, S. 739. 


2) Das ist: diejenige Form der Voraussetzung, unter welcher der betreffende 
Satz gewohnlich schlechthin als » Legendre scher Irrationalitdtssatz bezeichnet wird. 
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wo K” irrational, sodaB B+ K™ sicher von Null verschieden, der 


Ea i 
Kettenbruch ee also konvergent und sein Wert K™—? wieder 


irrational. Das gleiche gilt dann auf Grund derselben SchluBweise von 


ka usf, — schlieBlich auch von Ey ; sodaB also dieser Ketten- 
vy -m—t1 eer, 


bruch unbedingt konvergiert und einen irrationalen Wert besitzt. 


Ist dagegen der Wert K™ des Kettenbruches Ee rational, 
v sm-+1 


so kann offenbar der Kettenbruch Bal auch aupBerwesentlich diver- 


gieren. Andererseits ist sein Wert picher: rational, falls er konvergiert, 
nimlich gleich dem Werte des endlichen Kettenbruches: 


: | i 
tes eu Of | € a 
oe is Malm | Mila bad mi 


| B, Puen Pari Km) 


falls dieser letztere nicht sinnlos ausfallt. 


Kapitel II. 


Kettenbriiche aus komplexen Zahlen. 


§ 110. Uber zweckmiBige Formulierung allgemeiner Konvergenz- 
und Divergenzkriterien fiir unendliche Kettenbriiche. —Zusammen- 
stellung der wichtigsten Grundformeln fiir Kettenbriiche 
der ersten Hauptform. 

1. Ehe wir dazu iibergehen, die bisher abgeleiteten Konvergenz- 
und Divergenzkriterien nach Méglichkeit auf Kettenbriiche mit kom- 
plexen Gliedern zu iibertragen, schicken wir zur Kennzeichnung, des 
uns dabei leitenden Gesichtspunktes die folgende Bemerkung voraus. 


Vergleicht man die in § 102 angegebenen, auf Kettenbrtiche | ay mit 


lauter positiven Gliedern beziiglichen Kriterien mit den Kriterien fiir 
Kettenbrtiche mit Gliedern negativen ($106) oder beliebig wechselnden 


é , 
Vorzeichens : | 3 
Vv 


auf ihre Tragweite ein sehr wesentlicher Unterschied. Die Kriterien der 
erstgenannten Art, und zwar die notwendigen und hinreichenden Kon- 
vergenzbedingungen (Satz III, 8.764) hiingen ab von dem Verhalten der 
Ausdriicke: 


i STM ce ae Eat “au 
Oy hy >> My, 2H? &, Uy Oo 1 eu 44 


ge Si 


al , woe = +1, (§ 108, 109), so zeigt sich in bezug 
: | 
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die hinreichenden (Satz IV, V, 8. 765/7) von dem Verhalten der Ausdriicke: 


SM Bolen) Bolas 
e, y-+1 eye 


und diese bleiben vollstaindig wnverdndert, wenn man 
e, durch ¢” .¢ a, (wo: ¢ = 1) 
B, durch cB, 


ersetzt, mit anderen Worten, wenn man statt des Kettenbruches: bal 


B 
Cy 
irgendeinen (nach $94, Nr.1, G1.(10), 8.706) ihm diquivalenten: Sees) 
vir i 

in Betracht zieht. Die betreffenden Kriterien besitzen also fiir alle dqui- 
valenten Kettenbriiche die gleiche Wirksamkeit. 

Dagegen beruhen ja die Kriterien der zweiten Kategorie auf dem 
Verhalten der Differenzen : 


pore. 


und da diese bei Anwendung der obigen Aquivalenztransformation tiber- 
gehen in: 


c, {B, C4 ,,), 


also infolge der Willkiirlichkeit von ¢c, _,, ¢, jeden beliebigen Wert an- 
nehmen‘kénnen, so mu8 ein solches Kriterium, auch wenn es fiir irgend- 
einen bestimmten Kettenbruch sich als wirksam erweist, bei unendlich 
vielen damit aquivalenten Kettenbriichen vollstaindig versagen, obschon 
doch alle diese Kettenbriiche (nach § 97, Nr. 2, S. 728) gleichen Kon- 
vergenzcharakter besitzen. 

Wie leicht ersichtlich, riihrt die Uberlegenheit jener anderen Kriterien 
davon her, da8 ihnen ein entsprechendes Kriterium fiir einen Ketten- 
bruch der ersten Hauptform: a | zugrunde lag und daB es lediglich 


1 


der Umformung mit Hilfe der Transformationsformeln (§ 94, Nr. 4, G1. (23), 
S. 710): 


Oy Oy 


‘Agi we 1) 


Oy yg ss Beaters ma 
bedurfte, um jenes Kriterium sofort auf alle mit dem genannten Ketten- 


bruche dquivaleniten Kettenbrtiche le | zu iibertragen. Zur Hrzielung 
v 1 ‘ 
méglichst allgemeiner Kriterienbildungen wird es sich daher empfehlen, 


im folgenden ein analoges Verfahren einzuschlagen und dabei naturgemaB 


auch die zweite Hauptform | zu beriicksichtigen, die ja tiberdies den 
1 
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Vorteil bietet, mit den ihr dquivalenten Kettenbriichen Fal in sehr 
viel einfacherer Weise, namlich durch op Beziehungen (a.a.O. G1. Sat 


ty = Fy = Hae (vy Se) 
zusammenzubangen. 

2. Hs sei jetzt: b = 6+ 6’: w~=0,1,2,.---- }, Wo B, B; reelle 
Zahlen einschlieBlich der Null Jes Warten sodann die Naherungs- 
briiche des Kettenbruches 5 mit ~ Sis “(v= 01, 2 } bezeichnet, 

Tay 


so nehmen die Nekursionsformeln oe ‘ie A’, B die Form an: 


(la) A =6,,,4 24 (1b) Bai, ia bc. 5 Ba (vy = 1) 


dd Ck ae v—1) 
mit den tiblichen Anfangsgleichungen: 
Ae Ae, b= 1, B, = 6,,. 
und man hat (s.§ 92, Nr. 2, Gl. (VJ), S. te 
(2) AB ers yi Le 


Hirsetzt man in den SEs, y einmal durch 2» — 1, das 
andere Mal durch 2», so folgt fiir » > 1: 


| (As, ae ghar, b, ah, Reg Be 2 (B, eC ae B, ae b, LB, a 
(8a) ; 24 2 a 1 | (3b) ee | 24 2y—1 
Be As a Deas 2yf1 Dig i oe 


und aus jeder dieser vier Gleichungen durch Substitution von v = x, 
m—1,--+,2,1 und Addition (mit Berticksichtigung der Meet rone 
aes 4 oF B,, B,): 


via vt 
{. “a | 
a: ue Wade ye ‘ Jai, ie ce Dy Bay 0 
1 
(4a) co (4b) : 
i a Sa ae ag >, Dae 
1 0 


Diese Hormeln gelten zuniichst fiir x > 1, die auf den Index 2n+14 


beztiglichen bleiben aber, wie unmittelbar ersichtlich, auch noch fiir 
n=0 giiltig. 


Setzt man in (4a) speziell » =1, so ergibt sich durch Uberpang d 


zu den absoluten Betrigen: 
LA a | bs i Baul zr ae 


1) Das letzte Grleichheitszeichen bezieht sich auf den immerhin mog- 
lichen Fall: Bly MG 
HL tee 
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Es werde jetzt angenommen, man habe analog fiir irgendein » > 4: 


n-—2 


( 

| 4, si< bf a +121). 
(I) pine joule 
[4 


als PJ] a+\s,) ); 


so folgt daraus mit Bentitzung der Rekursionsformel (1a): 


n—1 n—2 
ee | allt bP ate )+ PE a+, , 


also um so mehr: 


|A,1S14,4, 


(5a) [4,1 < IL] (1+ 6,|) (mit Ausschlu8 der Gleichheit). 


Da aber die zur Herleitung dieser Ungleichung bentitzten zwei Voraus- 
setzungen fiir m = 4 bereits als richtig erwiesen sind, so gilt zunichst 
die Formel (5a) fiir n = 4, sodaB also: 


bs 
A,i< [pf a+4,)). 


Angeriommen nun, man habe, nach Analogie der jetzt fiir |.A,|, | A, 
feststehenden Beziehungen, fiir irgendein » > 5: 


n—2 


if 
pe fo [] (1-+4| b, \) 


(iI) oh, 


Pane | << | (1 + | b1); 
2 


so folgt daraus wiederum mit Benititzung der Rekursionsformel (1a): 


n—I1 n—2 


eee A. 1 <1 8)|- El at| b, + ffa+ b, 1), 


wobei das letzte Gleichheitszeichen nur gilt, wenn zu den Gleichheitszeichen 
in (IT) noch die Bedingungb =0 hinzukommt, und es ergibt sich um so mehr: 


n—1L n—-—1 


(5a') |.A |</b, Pla+s, [Tat an <ffarn, b,|), 


wobei das Gleichheitszeichen nur gilt, wenn Mss noch b, ,=0. Da die 
Bedingungen (II) fiir n = 5 ne sind, so hat man also zuniichst: 
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und zwar gilt das Gleichheitszeichen nur dann (vgl. FuBnote 1, 8.842), wenn 
6,=6,=6,=6,=0. Da jetzt fir »=6 wieder die Bedingungen (1) 
gelten, so ergibt sich fiir | A,|, wie oben, die Giiltigkeit der Formel (5a). 
Fiir |.A,| folgt dann wieder die Formel (5a’), wobei aber das Gleich- 
heitszeichen nur gilt, wenn b,=6,=---=6,=0. So fortschlieBend 
findet man allgemein: Fiir gerade Indizes n gilt ausnahmslos die Un- 
gleichung (5a), fiir wngerade die Formel (5a'), jedoch gilt fiir irgend- 
ein A, ., nur dann das Gleichheitszeichen, wenn b,= 6, = --- =b 
In der Tat wird in diesem Falle: 
Qu -f1 


} 
Ag = t= PP a+l?,\) | 


ee NY 
a soe tpraunt 


Ebenso findet man: 
| By] = [by | <1 +], | | 
|B, | <1+)6,B, |< (1+) |) A+ [6 ).9 


Wird dann wiederum angenommen, man habe fiir irgendein n > 3 bzw. 
mn >A: 


(u == 1,2, ---m). 


f n— 2 r— 2 ; 
(12,.\<Pfoato| [isis hfatep 
(if) ‘ oe f baw. | ; eo : 
Lies Fa+i0 | |B... |< PEG ie i, 
1 ; 1 


so folgt analog, wie oben: 


n 


(5b) Bis Pfa+ia)a | 
1 ' 

wobei das Gleichheitszeichen nur fiir gerade n méglich ist, und zwar fiir 

irgendein » = 2m (und dann ¢o ipso auch fiir n = 2, 4, --- 2m—2) nur 


dann, wenn: b,= b,= +--+ = 6,,=0. Man findet in diesem Falle: 
_2u 
By, =1=}[-] a+.) 
1 
2u—1 


Bei iia 0 a bla “i | 6, |). 
1 


1) Das Gleichhetiszeichen nur fiir den Fall b, =b, = 0. 
2) Vgl. § 102, Nr.2, Ungl. (9), 8. 762. 
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3. Bezeichnet man mit B die zu B, konjugierté Zahl, sodaB also: 


BB. =| B,|?, 
and multipliziert die auf die Form: 
Bray a Den Ep 6,448, 


gebrachte Rekursionsiormel (1b) mit B., so folgt: 


(6) By, B, ee Byes y ka ba | B, je 
Setzt man sodann: 
(7) BB. = 6. cra 6.2, also: BYBS : — 6, at 6/1, 


sodaB also: 
(2)6,=R(BB_.)=R(BB,_,), 6, =RGBB_,) = RGB,B,_,), 


so ergibt sich durch Multiplikation der Gleichungen (7): 


=|6, | 


(9) \B,B , 7? =o? +67, also: | BB, une PS het 


—— | } 
Dureh Einsetzen der Beziehungen (7) in Gl. (6) geht diese in die 
folgende tiber: 

Olu + Gy 14? nee (6, Re; 6,2) ian (By. aks B5v74) , | B, fj 
welche durch Trennung des Reellen und Imaginiren die zwei Be- 
ziehungen liefert: 


(10) Ces —_— G, = B,.1|2, ag CA +- c= Gea Bake 


Substituiert man in der ersten und der mit (— i iit multiplizierten 

zweiten dieser Gleichungen v = 1, 2,--- (n — 1), so folgt durch Addition 

(mit Beriicksichtigung von: o, = 6, = B,| B,|*, of = By = B, | By|?): 
net | i ome 


(11)o,= Pe, |B. |, (—1)"-0/= SG ie BL, {| B.|'@e> 1).9 
0 0 


1) Sind die b, reel (also b, = B,), 80 gilt das gleiche von den B,, die somit 

sich selbst konjugiert sind, Man hat daher nach Gl, (7): 
B,B,_,= 6, (6; = 9), 

soda die erste der Beziehungen (11) die Form annimmt: 


n-—1 


B,_; =>? 6,448 
0 


in Ubereinstimmung mit GL (12) von § 102, Nr. 2, S. 763, wenn man daselbst » 
durch n —1 ersetzt. 
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§ 111. Divergenz- und Konvergenzkriterien fir Kettenbriiche 
der ersten Hauptform. 

1. Die in $102, 8. 761ff., enthaltenen Aussagen iiber die Divergenz 
von Kettenbriichen mit positiven Teilzdhlern und nicht-negativen  Teil- 
nennern sind im wesentlichen auch auf Kettenbriiche mit komplexen 
Gliedern tibertragbar und lassen sich zuniichst, soweit sie sich auf 
Kettenbriiche der ersten Hauptform beziehen, zu dem folgenden Satze 
zusammenfassen: 

(I) Der Kettenbruch & ist. divergent, und zwar mit 
v. 1 : 
Ausnahme eines besonderen Falles wesentlich divergent, 
1) wenn durchweg: b,,41= 0 w=, 1, 2,----- )s | 
2) wenn die Reihe: >'|b,| konvergiert. 
Und zwar werden im Falle 1) alle Niherungsbriiche mit 
ungeradem Index sinnlos;*) doch redusiert sich die Divergenz auf 


2 ey 3 
eme auperwesentliche, wenn vb, '==+ 00. Im Falle 2) exi- 
} ve 


erie E 
stiert (auch wenn gleichzeitig die Bedingung 1) erfullt ist) stets einer 


‘ ‘ Rae 
der beiden Grenawerte?) : lim zp? lim Be ce 
j n> wD "In R-> wo ~~ In-+-4 
der andere ist entweder eine davon verschiedene bestimmte Zahi oder 


der Grenzwert des reziprok genommenen Bruches ist gleich Null. 


2n 


als bestimmte Zahl, 


Beweis. Besteht die Voraussetzung 1, ist also: 
Dye Og ete Ee Oy ee, 


so folgt aus der zweiten der Gleichungen (4a) baw. (4b) des vorigen 
Paragraphen, da’: 


(1) 4,417 1, B 0, 


2n-+-1 


. ‘ ou Ay y 1 ‘ 
und es haben somit alle N&herungsbrtiche on die Horm 9? Wenn fiir 
Qyti 


vy = 0 durchweg: b, , 4,=0. Z4ugleich ergibt sich in diesem Falle aus 


: ie 
1) Dies gilt auch fiir Kettenbriiche von der allgemeineren Horm la: | . 
Denn man hat: 1 
Baya i, ey 1.3Boy_ 4, 
und hieraus folgt durch volistiindige Induktion: 
| By yay ail wa 
wegen: 
Be BeOS =O, > 
2) Ist gleichzeitig die Bedingung 1) erfiillt, so steht yon vornherein fest, 


x 


A 
daB nur die Folge ( -) einen bestimmten Grenzwert besitzen kann. 
ney 0s 


. 
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(2) | -> OF BL 


Danach reduziert sich offenbar die sonst wesentliche Divergenz des 


Kettenbruchs auf eine auSerweseniliche'), wenn: > b 


=-+ oo, da in 


> 


a B B 
diesem Falle: im = = 0 (neben: rinatiek 0 nacit Ge (1))- 
; “2y-+- 


n>o ~2n 


Besteht andererseits die Voraussetzung 2), d.h. ist die Reihe 
>) \6,| konvergent, so gilt das gleiche von dem unendlichen Produkte 
F7(A+/6,|), sodaB also die | A,|, | B,| auf Grund der Ungleichungen 
(5a, b) des vorigen Paragraphen unter einer endlichen Schranke bleiben. 
Infolgedessen sind dann gleichzeitig mit der Reihe PAs Be die a.a. O. 
in den Gleichungen (4a, b) auftretenden Reihen: 


BD Ae Og A 24? PAN EPS ab b, 4B. 


absolut konvergent, sodaB man setzen kann: 


{ « 
lim A, ,, on a Dal As at As: 
N> BH 
im 4, ye it > 10.) Ags = Aw 
twee fs 


(3) 
lim B, = 1 + 30,5, = 2% 


Vi oe al °/8) 


(1) 
fone = pes = B”, 


n>@ 


(i aa a A A ea 


wo A”, A”. B”, B™ pestimmte Zahlen vorstellen. 
Da sodann aus der fiir jedes » > 0 geltenden Beziehung (s. Gi. (2) 
des vorigen Paragraphen): 
Asn ii as ae A, By y41 ae 
fiir n—->oo folgt: 


(4) . A Bo — A® B® = i 


so konnen B® und B” niemals gleichzeitig Null sein, und es stellt 
(0) 4Q) 


somit mindestens ems der Bruchsymbole —~_; 


A 
70)’ p(t) 
egress Sh i Bu OB 
der Grenzwerte: lim ae lim —"*! eine bestimmte Zahl vor. 
Nn>o fn n>w ~“2n+1 


> also mindestens emer 


.1) Genau wie im entsprechenden Falle fiir reelle, nicht-negative b,: vgl. § 102, 
Nr. 6, Satz (VD, 8, 771. 


848 Abschnitt IV. Kap.Il. Kettenbriiche aus komplexen Zahlen. Ned 


Sind insbesondere B® und B” beide von Null verschieden, so folgt 
aus Gl. (4), daB: 
a . Aa 1 
(5) BO" pl FO pw to 
Ay, 


P und 


d. h. in diesem Falle existieren die beiden Grenzwerte: lim 
Agnry : Ke 

lim =——— als bestimmte, voneinander verschiedene Zahlen. 
Aro“ 2n+1 | . 


Ist dagegen eine der beiden Zahlen B®, B” gleich Null, z. B. 
BY = 0, so findet man aus Gi. (4): 


2n 


1 
und daher wird: 
B 
7) nen ay, 
nro Aonti 


Dies findet, wie oben gezeigt wurde, insbesondere jedesmal dann statt'), 
wenn fiir » >0 durchweg: 65,4.,= 9, also (mach Gl. (1)): Ai 1. 
B,,1,=9. Da in diesem Falle andererseits nach Gl. (2) fiir jedes n 


n 
: 2s oF 2 , b,9 B,. cis 1, 
1 


so existiert: 
wm 
(8) lim A, | = >> b, i 
n> wo 1 


als bestimmte Zahl schon dann, wenn die Reihe ¥b,, (auf welche sich 
ja bier die Reihe $0, reduziert) nur dberhaupt (d. h. nicht notwendig — 
absolut) konvergiert. Piir den Kettenbruch: 


a cuad 
0 a i, oe 0 ao ae 
hat man also, falls $»b, — A: 


lim mes Phage 
a> © 20 ! 


. Ag yay 9 itis 2 
wahrend alle —"—*— die sinnlose Form — haben. 
Byy44 9 


1) Bei reellen, nicht-negativen b, kann der durch Gl. (7) charakterisierte Fall 
Al 2 
nur eintreten, wenn fiir » > 0 alle —2*T1 simnlos werden (vgl. § 102, Nr.5, 8.769). 
ee 2r+1 
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Zusatz. Der vorstehende Satz laBt sich unmittelbar auch auf 
einen Kettenbruch von der allgemeineren Form ree (mit der einzigen 
Beschrankung: | a,| > 0) iibertragen, indem man aaealien durch Aqui- 
valenz-Transformation auf die erste Hauptform i bringt. Da hier- 
bei (§ 94, Nr. 4, Gi. (23), 8. 710): ; 


/ 1 y oe ae ear a, as z Ge ? ——1 
BS sby und fire > 1.b5= 22, 
a AT. av a a . As a3 
(9) 1 2 °° 4 24 
. h! a 72+ dg, 
' = a Pare Le Were 1? 
2v-+1 GQ, Mg++ +A, 1A yay 2 ¥4- 


so erkennt man unmittelbar, daB die Divergenzbedingung 1) des Satzes 
(1) umverdndert bleibt, wahrend die Penne 2) durch 


| 
die Konvergenz der beiden Reihen: >) 
3 My Oy oie! 
sagen des Bation (I) bleiben im tibrigen auf Grund der Aquivalenz: 


a, Keel al is 
|e | = | &° | ohne weiteres erhalten. 
I 1 


a, aa Dig y—1 


te und 
| Gy a “Ag, 


zu ersetzen ist. a weiteren Aus- 


Oy Og. 6dyy 4 Ge ie chat 


2. Wihrend nach dem Satze (1) aus der Konvergenz der Reihe 
_>|6,| nur so viel gefolgert werden konnte, daB mindestens einer der 
_beiden Grenzwerte lim Aan lim fant als bestimmte Zahl existiert, 

pe Usa lh so Benq 
so sollen jetzt hinreichende Bedingungen dafiir angegeben werden, unter 
denen beide Grenzwerte diese Higenschaft besitzen, nimlich: 


: , ne a Ag, (eas 
(II) Die beiden Naherungsbruch-Folgen: (3), Bye 2) 


des Kettenbruches tar (wo: b,= B, + B\1) konvergieren gegen 
Lert 

zwei bestimmte, voneinander verschiedene Zahlen, wenn zu der 

Konvergenz der Reihe S|b,| und der fir mindestens ernen 

Wert von v gelienden Voraussetzung |b, , ane |>0 noch eme dér 

folgenden Bedingungen hinzutritt: 


(a) Die B, sind, soweit sie von Null verschieden, durchweg 
gleichbezeichnet, und entweder enthalt das. erste nicht ver- 
schwindende b,,_,, ein von Null verschiedenes B,,_. , oder es existieren 
irgend zweikonsekutiveb ,b mit nicht verschwindenden reellen 


A vw? “yt 
Teilen B,, By... 
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(b) Die Zahlen (—1)’-B, sind, soweit sie von Null ver- 
schieden, durchweg gleichbezeichnet'), und- entweder enthdlt das 
erste nicht verschwindende b, ra ein von Null verschiedenes 
B,, 4, oder es eaistieren irgend zwei konsekutive b,, b yy mit micht 
verschwindenden B,, B. or 

Beweis. Hs gelte zunachst die Bedingung (a), die 6, seien also 
gleichbezerchnet. Dann soll gezeigt werden, daB die B zum mindesten 
von einer bestimmten Stelle ab durchweg von Null verschieden sind 
(und zwar, wie mit Riicksicht auf eine spaitere Anwendung ausdrtick- 
lich hervorgehoben werden soll, unabhingig davon, ob S'|b,| konver- 
giert oder divergiert). 

Unter der Voraussetzung (a) laBt sich die erste der Gleichungen 
(11) des vorigen Paragraphen, 8. 845, in die Form setzen: 


n—1 


(10) loh= D6 1B @ =i, 2 oe 


0 


und hieraus wiirde folgen, daB|o,| sicher von Null verschieden ist und 
mit wachsendem n niemals abnimmt, wenn auch nur fiir irgendein 
elnziges v <n—1 gleichzeitig: 


Ley > 0, | B | Pa, 
Ist nun etwa schon | f,| > 0, so hat man: 


6 6, =| By) + | By? =| B,| > 0. 


Ist dagegen b,,,,, wo k > 0, der erste von Null verschiedene Teil- 


nenner mit ungeradem Index und gentigt er tiberdies der Bedingung: 


|B,,4,| > 0, so ergibt sich, wegen: b, =b,=---=b,, ,=0, aus der 
Rekursionsformel: 

On ys eo, fiir y = iL, 2, Bere k — i: 
d. h. 

Bo Ba ‘= B= b,= 0, 


1) Anders ausgesprochen: die Bj, besitzen gleiches, die BJ, 41 das entgegen- 
gesetzte Vorzeichen, soweit sie von Null verschieden sind. Inkorrekt und irre- 
ftihrend wire es dagegen, die fragliche Bedingung so zu fassen: ,,die BY sollen 
alternierende Vorzeichen besitzen‘‘ —- da ja beliebig viele BY = 0 sein kénnen, ins- 
besondere sogar alle B,,, baw. alle B,, 41 bis auf ein eimgiges, soda8 dann also 
von einem ,,alternieren‘t der Vorzeichen nicht einmal cum grano salis die Rede 
sein kann. 


| 


. 
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und andererseits: 
Bi, = B8,,_, fir v=1,.2,---k, 
d. h. 
| BL, = By, =: = B= 1, 
und daher: 
Bona sr Ons 15 hes Bey eer re = 0, 


also schlieBlich nach GI. (10): 
(11) e543} | Pepa |? Osea l? > O. 
Geniigt dagegen das erste von Null verschiedene b, mit ungeradem 


Index nicht der Bedingung: B,|>0, so soll ja nach Voraussetzung 
mindestens einmal der Fall eintreten, daB gleichzeitig: 


[Bri > 0, |B,4 | >. 
Da sodann, wegen: | A,B .—A, ,B | =1, keinesfalls B 


Mm m— 


gleichzeitig Null sein kénnen, so ist von den Ausdriicken: 
1B, 1° |B kes PAPE Nn regio 
mindestens einer von Null verschieden und daher mit Sicherheit: 


(11’) nar! = SelB yal 1B, P> 0. 

0 
In jedem der betrachteten Fille ergibt sich also, daf 6, fiir ein ge- 
wisses y= und somit auch fiir »>m von Null verschieden ausfiallt. 
Da aber nach Gl.(8) des vorigen Paragraphen (8.845): 6, = R (BBs), 
so ist B, , fiir y >, also schlieBlich B fir v>n—1 durchweg 
von Null verschieden. 

Bis hierher wurde die Beschaffenheit der Reihe > |5,| noch in 
keiner Weise in Rechnung gezogen. Ist nun aber >| 5,| konvergeni, 
80 bleiben, wie schon beim Beweise von Satz (1) hervorgehoben wurde, 
die |B,| unter einer endlichen Schranke und es existieren nach 
Gl. (8) die Grenzwerte lim B,, und lim B,,41 als bestimmte Zahlen 


n-> 2 


n> wo 
(zunachst noch mit eventuellem Einschlu8 der Null). Das gleiche gilt 
dann offenbar auch von den konjugierten Grenzwerten lim B,,, lim B 
n-> 


B 


m-—-1? m 


F 2n-+-1 
und es stellt somit auch: we 00 
(12) jim 6,,4.= lim # (B,,41 B,,) 


eine bestimmte Zahl vor.” Da aber |o,| von einem bestimmten v ab von 
Null verschieden ist und mit wachsendem v niemals abnimmt, so ist 


lim o,,,, sicher von Null verschieden. Das nimliche gilt daher von 
R-> @D 


~ 


St B, 4, und lim B,,,, also schlieBlich auch von: Bus B, 4, (da ja 
die Endlichkeit dieser Grenzwerte bereits erwiesen ist). 


Pringsheim, Vorlesungen I, 3. 55 
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Da andererseits nach Satz (I), Gl (3) auch ae n A, ee AS te 


A 
stimmte Zahlen sind, so folgt jetzt das gleiche fiir lim A * und lim => 
nro 2n n> nant i 


wahrend zugleich die Verschiedenheit dieser beiden Mie » genau 
wie in Satz (I), aus der Beziehung lim (4,,,,B,,— B,, OE 1 


( n> 
unmittelbar hervorgeht. Hiermit ist also die oe des ausge- 


sprochenen Satzes (IL) fiir den Fall der Voraussetzung (a) bewiesen, 

Der Fall der Voraussetzung (b) 14Bt sich in vollkommen analoger 
Weise erledigen, wenn man dabei von der zweiten der Gleichungen (11) 
am Schlusse des vorigen Paragraphen ausgeht, welche ja unter der 
Voraussetzung, daB die Zahlen (— 1)’ p’ gleichbezeichnet sind, die Um- 
formung zulaBt: A tie 


}o7| = >>| 8/.,| |B, 
0 


Einfacher kann man jedoch das fragliche Ergebnis unmittelbar aus dem 
zuvor gefundenen mit Hilfe einer Aquivalenz-Transformation ableiten. 
Setzt man namlich in der ee ($94, Nr. 1, 8.707, FuBnote 3): 


r y—1 Cy 4 
ee) oes +E ate a eae oe (6, +B a 


speziell fiir »=0, 1, 2,---: 
¢,=(— Lye alsot ve ote ears 1D Wh P=+1, 


C4 14 


so ergibt sich: 


n 1 n 

oe era PB Le ne ae il 
womit dann in der Tat der dureh die Voraussetzung (b) charakterisierte 

Fall auf den zuvor betrachteten zuriickgefiihrt ist.’) | 

Zusatz. Sind die Bedingungen (a) und (b), soweit sie sich auf 
die Vorzeichen der B,, 6’ beziehen, gleichzeitig erfiillt, so bedarf die 
schon in dem gemeinsamen Teile der Voraussetzung enthaltene Be- 
dingung, da mindestens eimmal: 6, | wy += 0 sein soll, keines weiteren 
Zusatzes, da es ja dann vollig gleichgiiltig ist, welche der Beziehungen: 
B., 1,7 9, B,,.., = 9 fiir das erste nicht verschwindende 6,, . , besteht, 
andererseits aber mindestens eine dieser beiden Beziehungen sicher er- — 
ea hin @ 


1) Setzt man in Aer Formel (13): ¢,=—1 (v= 0, 1, 2,---+), 80 folgt: ; 


pte Lael, 


Mit Bentitzung dieser Bezichung hiatten wir uns schon bei der Behandlung des 
Falles (a) auf die Annahme: #6, > 0 beschranken kénnen. 


! 
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fiillé ist. Daraus folgt insbesondere, daB in diesem Falle die B, zum min- 
desten von einer bestimmten Stelle ab durchweg von Null verschieden sind. 


8. Die in Satz (I) als hinreichend fiir die Divergena des Ketten- 
bruches erkannten Bedingungen lassen sich ohne weiteres auch in 
soleche umformen, die fiir die Konvergenz als notwendige erscheinen, 
nimlich: 

b 


y 


(IIT) Fiir die Konvergenz des Kettenbruches Ea ist 
1 
notwendig, dap mindestens em b, , 4, vom Null verschieden ist 
wnd dap die Reihe > |b,| divergiert. 


Diese notwendigen Konvergenzbedingungen werden zu hinreichenden 
durch das Hinzutreten gewisser Hrgiinzungsbedingungen, welche den 
in Satz (11) mit (a) und (6) bezeichneten dhnlich, jedoch noch etwas 
enger gefaBt sind, namlich: 


(IV) Der Kettenbruch i | ist konvergent, wenn aupfer 


E 1 


den in Satz (Ill) als notwendig bezeichneten Bedingungen noch 
eme der folgenden drei Voraussetzungen erfiillé ist: 
1*) Die B, sind gleichbezeichnet, und fiir die 8° besteht eine 
Beziehung von der Form: 
(15a) |By|<v-|B,| (wo y irgendeine positive Zahl).1) 
1”) Die Zahlen (— 1)’: B’ sind gleichbezeichnet, und fiir die 
B, besteht eine Beziehung von der Form: 


|B,|<7-|B)]. 
2) Die Zahlen B, sind wnter sich gleichbezeichnet, ebenso 
die (—1)"-B’ (dabei kinnen aber die B, und (—1)’- Bp’ ver- 
schiedenes Vorzeichen haben). 


Beweis. Die Voraussetzung 1°) kann, analog wie. in Nr. 2, mit 
Hilfe der Aquivalenzformel (14) auf den Fall 1°) zuriickgefiihrt wer- 
den. Das gleiche gilt aber, wie spiiter gezeigt werden soll, bei passen- 
der Spezialisierung der allgemeinen Aquivalenzformel (13) auch beziig- 
lich der Voraussetzung 2), sodaB es sich also im wesentlichen nur 
um die Behandlung des Falles 1°) handeln wird. 

Da auf Grund der ‘in 19) enthaltenen Bedingung: |6’!<y-|6 | 
stets: |B | >0, sobald: |B; |>0, so folgt, daB das erste nicht ver- 


1) Fiir B, > 0, B= 0: (y= 1, 2, 3,---.. ) resultiert das Konvergenzkriteriam 
von § 102, Nr. 2, Satz (II), S. 764, als spezieller Fall. 
55 * 
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schwindende },,_,, jedenfalls ein von Null verschiedenes By, 1 Snihinltee 
muB, sodaB also die unter (a) angefiihrten Voraussetzungen des 
Satzes (II) erfiillt sind und somit, wie dort gezeigt wurde (S. 850/1), die 
B, zum mindesten von einer bestimmten Stelle ab durchweg von Null 
verschieden ausfallen. Dann liBt sich zunichst zeigen, daB, geradeso 


wie unter den Voraussetzungen des Satzes (II), die Grenawerte lim a 
A n->wo ~ 2n 
und lim —"** als bestimmte Zahlen existieren, und zwar unabhiangig 


a> wo 


davon, eM re Reihe S| b,| konvergiert oder divergrert. Mit Hinzu- 


nahme der lefzteren Voraussetzung wird sich dann ergeben, daf jene 
beiden Grenzwerte zusammenfallen, der Kettenbruch also konvergiert. 

Wird m so angenommen, da fiir » > 2m: |B,| >0, so hat man 
fiir jedes » > m die Identititen: 


| Ayn Am (aes saa 
B,, By, _ 9. 


(16) 


Agn+1 Agm+1 : Agy414 Ag,_1 eu ‘ 
dros fonts: 3 (Sets _ Seal 
H gn+1 2m+1 2y--1 ‘2y—1 


aus denen hervorgeht, daB8 die Existenz und Endlichkeit der beiden 


A 
2” und lim —"** mit der Konvergenz der beiden 


~@Grenzwerte lim 


n> oO Bs, >. Bon +4 
Reihen: 
A, _— shoes As,_1 
17 > Asy y 2) Mee > fe ay ) 
( ) oo Gy eee ) ee Baty Bs, _1 


zusammenfallt. Diese Konvergenz ist aber offenbar gesichert, wenn 
die Reihe: 


ue) Digs 


konvergent ist, da dann jede der beiden Reihen (17) absolut konvergrert. 

Nun folgt aus der verallgemeinerten Differenzenformel (IX) des § 92, 
Nr. 2, S. 697, fir 9 =2, wenn man schlieBlich noch » durch »—1 
ersetzt*): 


(19) 


ne enna 


i 


Arta Auk 2) 
By 8 By 4.1 By 


Yo 


1) Vgl. auch § 100, Nr. 1, FuBnote 2, 8. 747. Ubrigens gewinnt man die 
Beziehung (19) auch aus der gewéhnlichen Differenzenformel (21) des Textes, wenn 
man gu ibr die durch Substitution von »—1 an Stelle von » daraus hervorgehende 
addiert und beriicksichtigt, dab: 

Boag Pea 6,418, 
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sodaB also die Glieder der Reihe (18) mit den entsprechenden der Reihe 
¢ : hae | 

(20) | id By. 1B v-— OF 

identisch sind. Sobald dann deren Konvergenz und somit, nach dem 
_pisher Gesagten, die Ezistenz der fraglichen Grenzwerte erwiesen ist, 
wiirde das Zusammenfallen der letzteren unmittelbar aus der gewéhn- 
lichen Differenzenformel: 


yi A, f 
21) att t= (-1 
( ) Byay B, ( Hs ESA y 
hervorgehen, sobald noch gezeigt werden kann, daB: 
(22) lim B,,, By =o. 
v>@ 


Hiernach reduziert sich a der Beweis fiir die Konvergenz des 
1 
Kettenbruches ee 


b 
oper 
und die Haistenz der Beziehung (22). 
Man hat nun, wie beim Beweise des Satzes (II) gezeigt wurde 


(s. S. 850/1, Gl. (10), (11)): 


n—1 


| auf denjenigen fiir die Konvergenz der Rethe (20) 


(23) lo,}= > 1B,4,1-|B,?>0 etwa fir » > ny. 
U 
Zugleich ergibt sich hieraus, daB: 
(24) aE Bev \o1= ieee |B, E 
und daB |¢,| mit wachsendem m niemals abnimmt, mithin lim j¢,, 


R—> @ 
zum mindesten im weiteren Sinne eavstiert. Ferner sind dann die B_, 


wegen: 6 = R(B Bot) (s. 8. 845, Gl (8)), fiir m >) von Null ver- 
schieden, und man findet daher fiir vy >), wegen: 


(ae | ag eS | oh | Bis I< a y) By as iy 


zunachst: 
Py 41 = poet Pyle Or ae Beas bel ae 
B, 4B, | B41 2,|-|B,B,1| = | 2,418, |-| 2, 8,1! 
und sodann mit Beniitzung von Gl. (24) und § 110, Ungl. (9), S. 845: 
—| 4, 
(25) 5 —|< fate) emetic aa te it) 
By Ctra 1ol Te ads lek 


®D } 


b 
woraus unmittelbar die Konvergenz der Reihe: > a tt thervor 


rr 1 J By 4 By 
geht, da ja die Reihe: Sa ar yeaa) infolge der Monotonie der 
y y-+-1 


° . 0 . 
|o,| bei wachsendem » sicher konvergiert. 
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Wir zeigen nun weiter, | daB die Existenz eines endlichen lim |, | 
re 


nur dann méglich ist, wenn die Reihe: =>|b,| konvergiert (daB sie im 
letzteren Falle auch wirklich allemal stattfindet, wurde ja tibrigens 
beim Beweise des Satzes (II) gezeigt — s. 8. 851, Gl. (12)). 
Die Rekursionsformel fir B,,, abt sich, falls |B, | >0, also 
fiir » >, in die Form setzen: 
B b B 
yl Ns oe 
Bed ney B 
sodaB durch Substitution von: y=2m-+-1,2m+3, ---,2n— 
bzw. von: v=2m-+2,2m--4, - 
und Multiplikation der resultierenden Gleichungen sich ergibt: 


? 
y—t 


1 (wo:2m>n) 


By = Oy Bo 

8n ‘aN! (1 Ws ele “3 2 1 ) 

B, m Af 2v—2 

(26) NG 

Be 41 Osy41B:, 

B he [:] aeuieny Bac ge 
2m+1 m+1 2yv—1 

Wird nun angenommen, daB ae |¢, | endlich ausfallt, so muB, wegen: 


a—t 


a= 271 Baal | B, |? (mach “GL (23)), die Reihe: SH Pal: |B? 
anion, folglich auch, wegen: |b,,,/<(1 +) +) Boa 411 die Reihe: 
hee -|B |? Da aber fir » > n: 

: 


ee if dia < Petal aS (S. 8b Ungl. (9)). 


6,448, 
eee 


vy—1 


Ca ek 


= | no 


mie 


so folgt aus a en der Reihe: |b, 41/°| B, |? auch diejenige 


der Reihe: ee Patt 


, mithin auch diejenige der beiden Teilreihen, 


welche entstehen, wend man dem Index v nur gerade oder nur ungerade 


Zahlenwerte beilegt. Beachtet man noch, daf in den beiden Produkten (26) 
niemals ein Faktor mit dem Werte Null vorkommen kann (da beim 
Kintreten dieses Falles alle B,, baw. B,,, von der betreffenden Stelle 
ab den Wert Null haben wiirden, was den bisherigen Heststellungen 


widerspricht), so folgt, daB jene Produkte fiir %—-+» oo in absolut kon- 


verguerende unendliche Produkte (ohne Nullfaktoren) iibergehen und 


daB daher lim B,, und lim B, | 1g als bestimmte, von Null verschiedene 
> & Ura 3 ice} 


“Zohlen existieren. Da infolgedessen die (bereits fiir jedes einzelne 


g 
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y > iy als von Null verschieden erkannien) |B | fir v >) sogar eine 
von Null verschiedene untere Grenze besitzen miissen, so folgt weiter, 
daB gleichzeitig mit der Reihe: >,0, 41|*|B,/? auch die Reihe: | 9, | 
konvergieren mu. 

Somit ergibt sich schlieBlich, daB die Dineen von _>|b,| stets 
die Beziehung lim |o,|—=-+ 00 nach sich zieht. Da aber nach Ungl. (9), 


n-> 0 
S. 845: |B, B _,|=|on|, so folgt unter Voraussetzung der Divergenz © 


ape 
(28) lim |B B, j|=+o, 


n> wo 
womit also der auf die Voraussetzung 1*) bzw. 1”) beziigliche Teil 
des Satzes (LV) nunmehr bewiesen ist. 

Bei der noch zu erledigenden Behandlung des Falles 2) kounen 
wir, ohne die Allgemeinheit des Hndergebnisses zu beeintrachtigen, 
uns auf die Annahme beschriinken, da die Zahlen (— 1)’ -f’ dasselbe 
Vorzeichen haben wie die 6. Betrachtet man namlich zwei Ketten- 
briiche von der Form: 


leer | [poe] 


oder noch etwas allgemeiner: 


a -.6 44" Pleo oe 
meee und: | 38: avi | j 
so folgt, da® jeder Naherungsbruch des einen Kettenbruches dem ent- 
sprechenden des anderen konjugiert ausfallen muB') und da daher zwei 
derartig konjugierte Kettenbriiche stets gleichzeitig konvergieren bzw. 
divergieren, da8 es also gegebenenfalls vollstindig geniigt, die Kon- 
vergenz des even nachzuweisen. 

Dies vorausgeschickt, seien also jetzt die 6, und (— 1)’ - 8’, soweit 
sie von Null verschieden, durchweg gleichbezeichnet. Wendet man so- 
dann auf den betreffenden Ketienbruch die Aquivalenzformel (13) in 
der Weise an, daB man setzt: 


or Vi Cine 1)"*" 4) (vy =0, 1, 2, -+--- ) 
also: 
80 ergibt sich: 

1 2 ee atl 1 ry 
25 later | ed 1—2 SMR eek Tar trace SR ae ee Ethyl aa rl mM 
(29) 6+ By 2 ‘ 2 ( ) LVi(@,+(—0)"-B) + VEG 4+ yt.) a : 


1) 8. § 70, Nr. 3, S. 587. 
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Sind nun die 6, und (— 1)’: B’, soweit sie von Null verschieden, durch- 
weg gleichbezeichnet, so findet man: 


1B, + (— 1)": BP] = 18, | +18) 
B+ 1t"-B) =(18,|— 


und daher: 
(30) VIG HNTB ISVTE, CO ee 
d.h. die Teilnenner des transformierten Kettenbruches gentigen der fiir 


den Fall 1°) maBgebenden Ravine (15a), wenn daselbst y = 1 geseizt 
wird, Zugleich hat man: 


VE (B, + (— 1)" 8) + VE, + (— 1 T*- Ba 
=|B,+6/i|-|W¥ia+(—v"""-)| =]6,], 


sodaB also der transformierte Kettenbruch den simtlichen fiir die Kon- 
vergenz agente Bedingungen gentigt, mithin auch der gegebene: 


Kettenbruch es. + Bie ral konvergiert.*) 


4, Der Kettenbruch int braucht, falls er auf Grund des vorstehen- 


den Satzes (IV) konvergiert, ich unbedingt zu konvergieren. Zuniichst be- 


merke man, daf fiir den Kettenbruch er die 6 mit geradem Index 


dieselbe Rolle spielen wie fiir den aiepHinglichn die 6, mit ungeradem 
Index. Wenn also unter den b, mit wngeradem oder mit geradem |ndex 
nur eine endliche Anzahl von Null verschiedener sich befindet und wenn 
dann etwa 6, ,=4=0 bzw. b, +-0 das letzte b, dieser Art bedeutet, 


20 “00 
so wird jeder der Kettenbriiche: | bzw. | fiir n > m diver- 
2n-+-1 


y ¥2n+2 


gent. Soll also die Konvergenz des Kettenbruches =| eine unbedingte | 


sein, so ist daftir offenbar notwendig, da3 unter den b, mit ungeradem, — 
wie auch mit geradem \ndex unendlich viele von Null. verschieden sind. 
Diese Bedingung ist dann aber auch hinreichend, falls im tibrigen eine 
der Bedingungsformen des Satzes (IV) erfiillt ist, da diese letzteren 
durch Weglassung von Anfangsgliedern ja nicht beainteaabkigt werden, 


1) Aus dem Umstande, da8 zur Herleitung dieses Ergebnisses das Kriteriam 
14) nur fiir den besonderen, verhiltnismaBig niedrigen Wert y=1 in Anspruch ge- 
nommen wurde, erkennt man, da8 die Bedingung 2) von merklich geringerer Trag- 
weite ist als die Bedingung 14), und daB sie einer der Willkiirlichkeit von y ent- 
sprechenden Erweiterung fabhig sein muB, wie im tibrigen aus dem Folgenden 
(8. den SchluB von Nr, 4) noch des naheren hervorgehen wird. 
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SchlieBlich sei noch hervorgehoben, daB die Brauchbarkeit der Satze 
(I1)—(IV) fiir Kettenbriiche, die nicht von vornherein in der ersten 
Hauptform vorliegen, iuferst beschrankt ist, da ihre Ubertragung auf 


Kettenbriiche der allgemeinen Form rae (s. die Formeln (9), 5. 849) 


Bedingungen liefert, die viel zu verwickelt sind, um irgendwelchen 
praktischen Nutzen zu gewahren — es sei denn, daB die @, von vorn- 
herein ganz besonderen Beschrinkungen unierliegen. Hat man z. B. 
durchweg: @,,,_, = %,,) 80 ergibt sich mit Hilfe der soeben angefiihrten 
Formeln die einfache. Beziehung: 


+i as as) ~ pS Bh A EN ON 

und bei weiterer a tee wenn man badathede »= @ setzt: 
paul ainda antl tated ee Oe 
ig ial SiC mee Pa a) la" be I IO, 


Die letztere Beziehung 14Bt sich tibrigens auch durch die folgende ersetzen: 
a 


tds: cue ail ; eer 
(s2n) (+ | ~ 4" ae lee St tt te 
vy 1 


a 2b a 2b a *b, a 726 
y 1 3 3 


wie unmittelbar aus der Aquivalenzformel (14) hervorgeht, wenn ge- 
setzt wird: 


PrN GERRI ay Ps dda 
Ce eS (=O, 1 Oss +. => 


} 


Bezeichnet man ferner mit e einen beliebigen Hinheitsfaktor und setzt: 


a Sa 
eg Ge e Coudtt © de (u = 0, 1, 2, ak ROLLY }; 
80 gewinnt man an Stelle von (32b) die noch etwas allgemeinere Beziehung: 
a) ay a? | Be re W304 
(82¢) lz. Fh AMPLE EI PE OM A. TNE EOE at fe aa aa 
at le a 2b ea 2 le Ot Oi Ken ac 


Hieraus ergibt sich insbesondere fiir a = 1: 
gan 


HO ape Orr Ord ers Lie ie ICE ee 
(33) he | e—1b, ua led iia ar or le eb, a | 


eine Formel, die zur V by isda des Konvergenzsatzes (IV) dienen 


kann. Danach erweist sich der Kettenbruch 5, als konvergent, wenn 
vy 


zu den notwendigen Konvergenzbedingungen (Ill) noch hinzukommt, 
daB (bei beliebiger Wahl des Kinheitsfaktors e) die Zahlen ¢ ’b,,_ 1, 
eb,, (w= 1, 2,3,----- ) derjenigen Bedingung geniigen, welche. unter 
1*) fiir die 6, gefordert wurde. Der Vollstandigkeit halber sei erwahnt, 


{ 
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daB die 'Tragweite dieses Kriteriums durchsichtiger wird, wenn man die an 
dieser Stelle uns noch nicht zur Verfiigung stehende geometrische Dar- 
stellung der komplexen Zahlen zu Hilfe nimmt. Im tibrigen erkennt 
man unmittelbar, daB die oben durchgefiihrte Behandlung der Bedingungs- 
form 2) (s. GI. (29)) als spezieller Fall (e = yt (1 + 2)) des vorstehenden 
Ergebnisses sich erweist.') 


§$ 112. Konvergenzkriterien fiir Kettenbriiche der zweiten 
Hauptform. 
1. Hauptsatz. 


Der Ketienbruch Fal (bei beliebig komplexen a, emschliep- 


lich der Null) ast pnheninal konvergent, wenn eine unbegrenete 
Folge positiver Zahlen (@,) ¢ existiert, derart, dap: 3,<1 und 


fir v > 2: 

t 0<9, <1 

© 0<ja,|<9, ,@—9)9 
Und zwar ist stets: 

+ a, ti | a, | 

(1) | 7 : i_@, (falls: a, > 0), 
auper wenn durchweg: 

(U') Gp Oe er ee 
und zugleich: 

1 (1 9) ++ (1 — 4,) 
av’ spate Biche U5 


Drie Ue 


o~ 


1) Das gleiche gilt ibrigens auch beziiglich der Zuriickfiihrung der Bedingungs- 
form 1») auf 14) (e=2, s.G1.(14), 8.850) und fir etwaige Anwendung der Aquivalenz- 
formel in FuBnote 1, 8.852 (e = — 1). 

2) Bezeichnet man mit e, (v > 2) beliebige Hinheitsfaktoren und setzt ftir » >? 


speziell: 
a,=e,o, , (1—), 


so folgt also (indem man noch a, = 1 setzt), daB der Kettenbruch 


1 Re pe (La) Fe 
1) cole ia aad —aeme 
4 


unbedingt Konvergiert, und zwar auch noch im Falle @, 1, auBer wenn durch- 
weg ¢, =—-1 und die leihe (I"') divergiert, in welchem Falle auBerwesentliche 
Divergenz eintritt. 
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m welchem Kalle: — 


C2 4 
(1) [Fl i—8, 
wird. Die unbedingte Konvergenz des Kettenbruches bleibt auch 
noch fiir %,= 1 erhalten, auper wenn die besonderen Bedingungen 


(1'), (1") gleichzeitig bestehen: in diesem Falle ist der Ketten- 
bruch auBerwesentlich divergent.) 


Vv 


Beweis. Man hat (wenn die Néaherungsbriiche wieder mit 


bezeichnet werden): a 
(2) Be 1b, == 1 und fir v2; Bo Bb a Be, 
mithin (fiir » > 2): 
|B, | 21 B,_}— 141-1 B,_s | 
(3) ze | By, | ay Oey Chm 5,) -| Bor, | 
und, wenn man auf beiden Seiten dieser Ungleichung #,-|B | sub- 


 trahiert: 


(4) | B, | vy a, | Bea, | = et —#,) (| Baye | 1 Oo), | ke ). 
Diese Rekursionsformel zeigt zunichst, daB stets: 
6) (B|—2,|B ,|>0, wem: |B. ,|—2,,|B,,|20. 


Da aber aus Ungl. (4) fiir » = 2 folgt: 

(6) | B,|—%,|B,|>(1—4,) (| B,| —4,| By|) =(1 — 4) 1 — 4), also = 0, 
so ergibt sich, daB in der Tat Ungl. (5) fiir jedes » > 2 gilt. Man hat also: 
\Bl24, 1B, | & 22) 
und durch fortgesetzte Anwendung dieser Ungleichung bis 4,5: 

id) | B. | > oo -++ %,, also jedenfalls > 0, 


1 2? 
woraus zunichst hervorgeht, daB die Folge der Naherungsbriiche keime 
sinnlosen enthilt. Da das vorstehende Ergebnis véllig unabhingig davon 
ist, ob unter den a, soleche mit dem Werte Null vorkommen, so soll es 
zunichst dazu bentitzt werden, um diesen besonderen Fall ftir v >2 von 
vornherein zu erledigen. Es sei a,,,=0 (wo n=1) der erste baw. 
eimzige Teilzahler dieser Art, dann ist auf Grund der tiblichen Rekursions- 
formeln: 


(8) Anty soa Ys B, 4-1 ic B, = 0 
es i, Cl i a,1)A,, Bie it (1 se a, 1) b,, =i 0 
und somit: | 
i oe 
Pee By 4s Baas B,, 


i) bzw. von der Form a: falls a, = 0 sein sollte. 
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Durch vollstindige Induktion ergibt sich aber, daB dann fdr jedes v > n: 


(9) BoB. | : 
(gleichgiiltig, ob fiir» >m-+1 noch beliebig viele a, =0 vorkommen 
oder nicht), Denn angenommen, es bestehen fiir irgendein u > Be- 
zichungen von der Form: 


A eA OR kB Lo 
. Wo: Kk 
A, kA, LN kB, ; a) fort ; 


wie ja nach (8) fiir ~=-+1 tatsichlich der Pall ist, so folgt zunachst: 
Ai =, tha, , 4, em: ie 


ut? a+ omg 
Da bereits feststeht, dad: B,,,=- 0, so ist auch: k,,,+h,a,,,==9, 
und man findet daher: 
Ay as ene 
BOs 
womit die Richtigkeit der fraglichen Behauptung (9) erwiesen ist. 
Sollte schon a,= 0 sein, so folgt aus den Anfangsgleichungen: 
A,=0, A,=a,=0, 
daB fir jedes v: 
: A= 0, 
also, da ja a, in den B gar nicht vorkommt und daher, wie zuvor, 
durchweg B+ 0, fiir jedes v auch: 


| A, 


y 


Somit ergibt sich aus Gl. (9) and (10) fiir » —~ oo: 
Ist a,= 0 fiir beliebig viele v, wihrend die tibrigen a, den 


Bedingungen (1) geniigen, so ist der Kettenbruch a a konvergent, 
und gwar ist: an 


a 


Fal = 0, wenn: a,= 0 
(11) | 
ey = i? » WENN: B, ,= 0 (w=1), dagegen: a, ==0 fiir yn. 


Enthalt der Kettenbruch unendlich viele Teilzthler a= 0, so ist 
die Konvergenz sicher eine unbedingte, da ja jeder durch Weglassung 
von Anfangsgliedern entstehende Kettenbruch genau denselben Charakter 
hat wie der urspriingliche. Enthalt er nur eine endliche Anzahl .und 
ist a. = 0 der letzte derartige Teilzahler, so bleibt nur noch die un- 


it¢) 
a 
bedingte Konvergenz des Kettenbruches i zu erweisen, was weiter- 
m-+i 


hin noch geschehen wird. 
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2. Die Annahme, da8 unter den a, die Null vorkommt, kann also 
fix die weitere Untersuchung ausscheiden'), und wir diirfen daher von 
jetzt ab ohne Beschriinkung der Allgemeinheit annehmen, daB durchweg: 

|a,|>0 (v>1) und somit: $,<1 fir v> 2, 
tibrigens zunichst auch, entsprechend der Fassung des Hauptteiles 


unseres Satzes: 
8,< 1. 


Man hat alsdann nach Ungl. (6): 

(6) | B,|—2, | B,|>(1—4,) (1— 8) >0 (etateres mit AusschluB der Gleichheit) 
und daher nach Ungl. (4) fiir jedes v > 2: 

(4) ER Rare a, |B, yl ze are 3) (| Boia aridity | B,_s [) > 0, 

also durch Substitution von v= 2, 3,---,#, Multiplikation der resul- 


tierenden Ungleichungen und Weglassung der beiden Seiten gemein- 
samen (durchweg von Null verschiedenen) Faktoren: 


(12) penis | By) eh By) (1—#,)---(1—4,). 

Dabei kommt offenbar das Gleichheitszeichen dann und nur dann zum 
Vorschein, wenn es in jeder der zur Herleitung beniitzten Beziehungen 
(4) ausnahmslos gilt, wenn also fiir v = 2, 3,---, durchweg: 

(4’) B,| Cah v, | dash ety (1 Tae a) (| B —j] | Len Tiny Be sae 1), 

anders geschrieben (iibereinstimmend mit der Fassung (3)): 

(3') B, | ai LBs | ro Pe (1 Wer 3,) Ba, . 

Wir wollen zeigen, daB dies nur méglich ist, wenn fiir vy = 2, 3, ---, 
durchweg die Beziehung (L') besteht, und daB alsdann die B, (vy <n) 


simtlich reell wnd positiv sind. 
Angenommen, es seien fiir irgendein bestimmtes v > 2 die Zahlen 


B,_,, B_, reell und positiv, also: 

(18) LB Big (By By 

go nimmt Gl. (3’) die Form an: 

(14) PB PB ae i i By BS ss 

wahrend andererseits aus der Rekursionsformel (2) folgen wiirde: 
(15) PBB i a) Be. 


1) DaB in dem betreffenden Falle auch die Behauptung (I), namlich: 
co : 

i | a 1%: far 9, <1, 
t 


1—4, 


giltig bleibt, wird sich spaterhin noch ergeben (s. FuBnote 2, S. 867). 


\ 
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Die Vergleichung von (14) und (15) zeigt, daB alsdann: 
fae | a, | Pe a ane (1 — 2), | 


also: 
| la, | > wey (Lies eo) 


ja,|<%,, (1-4), 
so folgt, dab: 


(16) la\/=a,a]8), 


und man erkennt durch nochmalige Vergleichung von (14) und (15), 
daB in (15) nur das Gleichheitszeichen gelten' kann. Dies ist aber 
(wegen: b= B ,+a,B,_.,) nur méglich, wenn a, reell und negativ, 
soda$ mit Beriicksichtigung von (16) sich ergibt: 

(17) a,=—%, ,(1—%,) (jibereinstimmend mit (1’)). 


Zugleich liefert dann die Rekursionsformel (2) in Verbindung mit 
Gl. (14) die Beziehung: 
B= B a De el HY 2) Bok, a, | BY |, 


y—-l v 


Da aber nach (I): 


welche zeigt, daB B jedenfalls reell und nicht negativ ist. Da aber 
bereits feststeht, daB die B durchweg von Null verschieden sind (s. 
Ungl. (7)), so folgt, daB im Mid ees Palle B) wesentlich positiv 
sein mub. 

Wir finden also: Sind fiir irgend ein vy > 2: B ,, B_, positiv und 
besteht die Gleichung (3’), so geniigt a, der (mit Gl. (17) gleichlautenden) — 
Beziehung (I'), und auch B) ist posttiv. Da aber, wegen: B,= B, = 1, 
die bolt ghioh B_,, B,_, gemachte Voraussetzung fir v = 2 erfiillt 
ist, so ergibt sich durch volistiindige Induktion, daB das Bestehen der 
Gleichung (3') fiir v = 2, 3,---, ~ in dem gleichen Umfange die Existenz 
der Beziehung (1’) nach sich zieht und daB dann alle B fir »<m reell 
und positiv ausfallen. ? 

Umgekehrt: Geniigt @, fiir » = 2, 3,---, » der Beziehung (1’), — 
so lautet die Rekursionsformel (2) folgendermafien: | 
(18) B= De, 7 8) Bee | 
und diese wird identisch ib ce Beziehung (3), sobald feststeht, daB — 
alle B, reell und positiv sind. Bringt man aber GI. (18) auf die Poual 

oe, aN Ne age aro he een tay Oi B,_s); 
so folgt durch wiederholte Anwendung (vgl. Ungl. (12)): 
Bo? B= {1 — Oy) (ite) > a) (v= 2, 3,---, 2) 
und daher: B >0Q, falls B,>0, was offenbar zutrifit, da ja 
b= 1 > 0 : : 
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Hiernach. gestattet jetzt das in Ungl. (12) enthaltene Ergebnis die 
folgende priizisere Fassung: 


Gentigen die \a,| fiir v = 2, 3,---, der Bedingung (1) 
(mit dem Zusatze: |a,|>0 fiir v > 1), so hat man, abgesehen 
von einem sogleich anzugebenden Kinzelfall : 

(19a) |B |—3 |B | >(1—-4,) 1—9,) --- (1-8. mit Ausschlup der Gleichheit. 
Nur dann, wenn fiir v= 2, 3,---, die besondere Bedingung (1') 
erfillt ist, tritt an die Stelle der obigen Ungleichung die fol- 
gende Gleichung: 

(19d) B—3d B =(1—4,)(1-—-4,)---(1--8,) (nebst: B= |B | fiir v<n). 


5: Fuhrt man die folgenden Abkiirzungen ein: 
[9,9 ++ = O, 
(1 — 4) (1-9). — 8) = @, 


so gehen die Beziehungen (19a), (19b) durch Multiplikation mit » in 
die folgenden iiber: “” 


(20) 


, 


: , 
et ay |B,_,| > (im allgemeinen Fale) 
Et n 


1 
(21 a) 6, | B. aegae ra) 


n 
/ 


o 
-B .=— (im Lineelfalle). 


1 
oe n—1l @ 


= oa 


1 


(21b) | PR ot 5 


rn—1 
Eirsetzt man # der Reihe nach durch (%—1), (wn — 2)---2, so 
_ folgt durch Addition der resultierenden Beziehungen zu (21a) bzw. (21b) 


1 1 ae” 
See el De. 
3 


) 
3 eal aes y 


bzw. 


6," | By | 1 @, 

é a bes 6. 

iG oaEMy 2. # : 

0, t 
so wird: 
20) 1B I> 8, (im algncinen Fate 
(22b) — B=S8S (im Hinzelfalle), 
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wenn noch gesetzt wird: 


n 6 
ie 8-14 5 
rsh 

also: ; 

8, 

5 ee S o4.= om (n = 2, 3. en ea ) 
(24) ie 
iS,=1 + oi ne 


Nun ist (vgl. §.92, Nr. 2, (VID), 5. 697): 


a, | A, . A, A, rae a, G, °° a, 
25) [T= H+ (=: x a) at OF ag 
und daher: | , 
"}s lar (+385 “) 
B,_,B 


Da aber auf Grund der Voraussetzung (1), wenn wir zunachst den all- 
gemeinen Fall ins Auge fassen: 


(26) 


ie. ese e, 
| dy As --a,| <9, 9,---H,_, (1 — 9) (1—9)--(— 8) =4S5 
und nach Ungl. (22a): 
[Boe By va Ors 0, s s 


v-—1 ~~ v? 


so findet man: 


aoe a, | ne 6, i as v— 
0) Bo. Bt 8, 18, 8s, Pe S78 (6, a1. 29 


y~y—1l~Y¥ 


und da die (positiven) Zahlen S, mit wachsendem » monoton zu- 
nehmen, so folgt, daB die Summe, ‘welche das letzte Glied von Gl. (25) 
bildet, fiir »—->» oo in eine absolut konvergente Reihe iibergeht und 


somit auch der Kettenbruch ee konvergiert. 
1 
Zugleich ee sich aus Ungl. (26) mit Beriicksichtigung von 1 (27): 


< {a (« ne, > (a _ 2 1)) 


(28) = cy) (ie (s. die zweite Gleichung (24) ) 


und daher fiir »— ww: 


[F] |<; tag) 


(29) 


mit AusschluB der Gleichheit, da die fir hiniinglich groBe endliche n 
bestehende Ungleichheit durch den Grenziibergang »—> oo nicht auf- 
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gehoben werden kann.') Man findet also schlieBlich (auch im hs 
lim S_ = + 00), wie behauptet: 


RP co 
Cs) 
a, 
Fal 


(30) 
In dem oben bezeichneten, durch die Bedingung (1’) charakterisierten 
Fingelfalle hat man zunichst: 


Agft, + -,=(—1)" "8,8, +++, _,(1—-82)(1-95) -- (1-8) =(—1)""- 
und nach Gl. (22b): . 


v—1 


1% | 2 
ere ) 


a 


@,_,0 
12%, 


Y 


B= 9, ,9,8 8 


Y¥— 1 ~y? 
sodaB8 an die Stelle der eae He die folgende Gleichung tritt: 


“a, e. 1 


v¥——1 v 
cs ft i pa in OLS. ey TL Oye 


i. geht die Gleichung (25) in die folgende tiber: 


ea Sete 5) a2 (ta) 


und es ergibt sich somit schlieBlich: 


ao a a, ( +) 
Si Fates 1—lim = )- 


n->o Nn 


Dabei ist lim > <= > 0 oder = 0, je nachdem die Reihe: ye, @, i Gl. (23)) 


N—> & S., 


oder auch die durch Weglassung des (von Null verschiedenen) 


Faktors —"' und des Anfangsgliedes daraus hervorgehende Reihe: 


1—?#, 
1— a) (1—4, fo, 
> oe 3, ‘ce emi konvergiert oder divergiert. Im ersteren 
Palle hat man also, geradeso wie friiher: 
a @ 
34 pe aL anh 
34a) el ins 


4) Vgl. 5 108, Nr. 1 die Motivierung von Ungl. (15), S. 822. 

2) Diese Ungleichung bleibt auch giiltig, falls fir irgendwelche »>1 die 
Beziehung a,=0 besteht. Ist etwa a m-+-1= 9 (m> 0) der erste Teilzihler dieser 
Art, so hat man nach (11): Azal 


Pringsheim, Vorlesungen I, 8, 56 
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und nur, wenn jene Reihe divergiert, also die Meedcuac cs oe er- 
fillt ist: 


Tae 
(84h) diner 
Da, die vorstehenden Konvergenzbetrachtungen auch fiir jeden Ketten- 


brach von der Form: Fh. pine m > 0) giiltig bleiben, so ergibt 
sich zugleich, daB die career eine wnbedingte ist. 

Es bleibt noch der Fall: #,= 1 zu erledigen. Hier folgt conkahue 
daB auf Grand der bisherigen Ergebnisse der Kettenbruch bap (un- 


bedingt) Lonvergiert. Daraus wiirde aber auch sofort die Konvergenz 


des gegebenen Kettenbruches a hervorgehen, falls: 
1 


wahrend fiir: 


offenbar auBerwesentliche Divergenz*) eintreten miiBte. Nun ist aber 
nach Ungl. (30) baw. (34a): 
Eee sats d.h.< 1, wegen: |a,| << 9%, (1—%) =1—4%,, 

auBer wenn die besondere Bedingung (I’) fir »>3 und auberdem 
die Bedingung (I") erfiillt ist. Alsdann ergibt sich zunachst nach 


Gl, (34b): 
a, | Bs, . 
iealbya ce 5 


‘e 2) 
Fak =-——1, wenn: a,=— (1s ay, 


mit anderen Worten, wenn die Bedingung (1') auch schon fiir y= 2 
besteht. | | 

Damit ist der in Nr. 1 ausgesprochene Hauptsatz m allen Teilen 
bewiesen. | 


also: 


4. Durch passende Spezialisierung der #, lassen sich aus dem 
Hauptkriterium von Nr. 1 mannigfache Spezialkriterien ableiten, a. 
deren bemerkenswerteste wir die folgenden erwahnen wollen: 


% 


1) Baw. die Form 5, falle a, = 0. 
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a. eo 
Der Kettenbruch le ist unbedingt konvergent, wenn eine 
1 


der folgenden Bedingungsformen erfiillt ist: 


(A) 0<|a,|<5 und fir v>8: 0<|a,|< SF 
Ausgenommen ist der Fall: 
dy = — 5 und fiir jedes v > 3: a,=—> 


in welchem auperwesentliche Divergenz stattfindet. 


2 
(B) Dalat > 
| Uieap. 37 ca et 


wo: 0< 9) <1. 
(D) | a, Pi Gon CY <5 (u => 1) mit dem Zusatze: 145 ,44/>9 (w>0). 


(E) ay la, | <1) 


fey 


Beweis. Zu (A}. Man hat nur zu setzen: 


=1 und fir v>2: #,= 3. 
. wy (1 8,) 2: (4-8) 
Da fir v>2:1—8@ =, 80 ist >} earoe = -+ oo, sodaB 


in dem angefiihrten (der Bedatangs (L') des Hauptsatzes gentigenden) 
Ausnahmefall wirklich Divergenz stattfindet. 


Zu (B). Man setze fir » > 1: 


y+ “y 
re a? also: 1— @, eres 


a 


Da hier: 9, = 2 also <1, so scheidet die Mek a ipagiecg ear ee voll- 


»standig aus. Die Bedingung (B) gibt, wegen: jeep es 


eine etwas héhere obere Schranke, als Bedingung ae — abgesehen 


4 fiir die |a,| 


von |a,|, wofiir ja in (A) der Maximalwert 3 Zulassig war. 
Zu (C). Man setze fiir w > 1: 


» 1 - 


se = Ife,’ Bs = o (wo: 0 <a a, < 1), 


1) Dabei wird tiberdies angenommen, daB die Reihe unendlich viele vow 
Null verschiedene Glieder enthiilt. 


56 * 
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so nimmt ie Bedingung . des Mee pyerivart yi: die aries an: 


ja ay.| See 7) 


1 O11 
a, eek ML PAN koe ez 1). 
iGo 441 ae ier 149/45 ( = ) 


Wahlt man die a insbesondere in der Weise, dab: lim &, = (was 
i a) 
ja nach Fassung a Voraussetzung durchaus zulissig ist), so wird: 


lim |a,, | <1, ee = 0. 
[wo ne pn 


Wahrend also in den Fallen (A) und (B) die obere Schranke ftir die 


,| (abgesehen von |a,| im Falle (A)) nur + oder wenig dartiber 


tf dem Grenzwert i) betrug, so scheiden sich hier die |@,| in zwei 


PUN es BAe ie 


Serien, dergestalt, daB die Glieder der einen beliebig wenig unterhalb 1 
liegen bzw. auch den Grenzwert | besitzen diirfen, wihrend die Glieder 
der anderen dann gegen Null konvergieren. 


Wegen 3, = < 1 ist auch hier das Vorkommen des Divergenz- 


tt 
1s 
falles von vornherein ausgeschlossen, 

Zu (D). Setzt man zunachst fiir w > 1: 


1 
EN ches 


so ergibt sich aus der Bedingung (I) des Hauptsatzes durch Trennung 
der Falle v= 2m und y= zmw-+-1, wenn man dabei noch die Zusatz- 
bedingung |a,,,,|> 0 beriicksichtigt: 


he or ee 


0<|a,, Se (te a 0<[¢, 44) cae : 
und durch Addition dieser beiden Ungleichungen: 
a 1 " 
(D) Vie Ai ag ao ng 
Diese Bedingung allein — nur mit dem Zusatze: |a, ‘ 11129 > ise 


dann aber auch hinreichend fir die Konvergenz des Kettenbruches. 
Versteht man nimlich unter @, an (aes > 1) diejenigen positiven Zahlen, 
welche durch die Bedingung: 


| @ 0 OE ae =, (w= 1)” 


bestimmt sind, so hat man: 0< Oe 4 © i auf Grund der obinaa Be- 
dingung (D), und diese selbst a in die folgende tiber: 


hs << rede al 


Gs, 
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‘Setzt man also wieder: i = so sind die Bedingungen (I) des 
Hauptkriteriums befriedigt, der betreffende Kettenbruch also konvergent. 
Da hier: #, = =) also <1, so ist die Méglichkeit der Divergenz 
wieder ausgeschlossen.') 
Zu (EB). Setzt man: 
0<9,<1 und fir y>2:90< oS %,_,, ferner: lind = 0 


V~} aD 
und nimmt an, daB die a, der Bedingung geniigen: 


Lap stilae 7 8, Ox '2), 
so hat man um so mehr: 
Mea) Gat yes (Lt Or), 
und zwar zum mindesten von einer bestimmten Stelle ab mit Ausschlup 


der Gleichheit, da ja schlieBlich einmal &,_, <1 werden mu. Infolge- 


'dessen ist der Kettenbruch Bea ausnahmslos konvergent. Aus der vor- 


1 os 
letzten Ungleichung folgt durch Summation ftir vp = 2,3,---,” und Uber- 
gang zur Grenze fiir » > oo, mit Beriicksichtigung von ®, <1 und 


lim #, = 0: lg i 
0< a a Es 
= 


Ri» © 
7 1 a 
1) Wenn man, statt von der Festsetzung a, u—1 => a@uszugehen, die Ver- 
fiigungen trifft: | 


#,=1 und fiir wd: + 


1 
Qu my ? 
so ergibt sich statt des Kriteriums (D) durch analoge SchlaBweise das folgende: 


) 1 
04 
| | P35 u—1 Fhe Me 1 a ry (u > 2) 


mit dem Zusatze: | Ay ,|>O- (ue >1). 
Doch tritt hier, wegen: #, =1, der Divergenzfall ein, wenn durchweg a, << 0) 
(» > 2) und die obigen Bedingungen die spezielle Form annehmen: 


wenn auferdem: 


Das Kriterium (D’) einschlieBlich des Divergenzfalles wiirde sich tbrigens 


a sone 
auch ergeben, wenn man das Kriterium (D) zuniichst auf den Kettenbruch Ej 


anwendet, 


« 
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s 


Diese als Folgerung aus den getroffenen Festsetzungen hervorgehende 
Bedingung erweist sich schon als hinreichend fir die Konvergenz des 
Kettenbruches. Denn definiert man jetzt o durch die Beziehung: 


v—1 


rat = >} \a,| >0 (v= 2), 
so folgt zunichst: : 


| a, | at Po ae: d, ee 0, also: 0< a, < oa 


und auBerdem: 


sodaB also die ®, die samilichen urspriinglich gone Vomasenten 
erfiillen. 


§ 113. Ubertragung der Konvergenzkriterien fiir Kettenbriiche 
der zweiten Hauptform auf beliebige Kettenbriiche. 


1. Um die Kriterien des vorigen Paragraphen auf Kettenbriiche 


: a 
von der allgemeineren Form Fl zu tibertragen, hat man nur zu be- 


achten, daB unter der Voraussetzung: b, +0 (fiir v = 1, 2, 3,-----) die 
Aguivalenzformel besteht (vgl. § 94, Nr. 4, Gl. (25), 8. 711): 


i) 


a, : a, e e a, t a, 
oe bee : wenn gesetzt wird: a; 9% > ee (vy > 2). 


Hiernach nimmt das Hauptkriterlum von Nr. 1 des vorigen Para- 
graphen jetzt die folgende Form an: 


Ist |a,| > 0*) und existiert eine unbegrenzie Folge positiver 
Zallen (9), derart, dap: 8, <1 und fiir v = 2: 
0 <# <1 
(Z) 0< 


b fi 


oar 


eee. 


1) Ist a, = 0, so folgt aus Nr. 1 des vorigen Paragraphen, daB der Ketten- 
bruch (abgesehen von dem Einzelfalle, auf den sich die FuBnote der nachsten Seite 
bezieht) konvergtert und den Wert Null hat; ebendanach ergibt sich: 


wenn: d,4,=0 (n> 0), dagegen: a,+-0 fir » <n. 
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ooo) 


a 
so ist der Kettenbruch ie unbedingt konvergent, und zwar ist: 
oo | 


a, co) 

Fal Re 
auger wenn durchweg: 

tg b= 1 8)+0 2) 


yv—l-y . 
und zugleich: 


ay, 
b 
1} 


1 


pom (ey 


(1) 


a 


i] 


(1— 9) (1— 4) -- - (1—4,) 


im welchem Falle die Beziehung besteht: 


1! ny pitt Psaady ind Ge * 
(1’) , a] 1-8, "8, 


v. 


Die unbedingte Konvergenz des Kettenbruches bleibt auch 
noch fiir #,=1 erhalten, auper wenn die besonderen Bedingungen 
(1') und (L') bestehen: in diesem Falle ist der Kettenbruch au Ber - 
wesentlich divergent.*) 


2. Der Vollstandigkeit halber und um den Vergleich mit einigen 
anderen weiter unten noch anzugebenden Kriterien méglichst zu er- 
leichtern, wollen wir auch noch die Ubertragung der Spezialkriterien 
von Nr.4 des vorigen Paragraphen auf Kettenbriiche von der Form 


| ausdriicklich vornehmen (obschon dabei tatsichlich nichts anderes 


v. 


geleistet wird, als daB man auf Grund der oben angefiihrten Aquivalenz- 


formel a, durch a ersetzt), namlich: 
y—1l“y 
a, |” 7 
Der Kettenbruch Ed ist unbedingt konvergent, wenn eine 
Vi k 


der folgenden Bedingungsformen erfiillt ist: 


a, 1 ne a, 1 ee 
(A) 0< b, bs aS 0< PERLE a fir vy = 3. 
Ausgenommen ist der Fall: 
a 1 a 1 
PR aaRe cane: ah, oben E lacks cee ee 
bbs RGN i iy Poel aM eee 


im welchem auperwesentliche Divergenz stattfindet. 


1) bzw. von der Form 3? falls a, = 0. 
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ay v 
®) 0<|-5|Spty C2 
(Cc) 0< an < aka 0< 3-1 el lee bt oy 
op ees, age 1+), rr bo Ogu 41! ge oo eC 
wo: 0< 3 <1. 


42 ih ae | 93 41 
bps Or TO bale 
ra ue MB 


w) Sih 


3. Das Hauptkriterium von Nr.1, sowie jedes der daraus abgeleiteten 
Spezialkriterien (A)—(E) besitzt, wie aus der Herleitung hervorgeht, 
aber auch in der Form jener Kriterien unmittelbar zam Ausdruck kommt’), 
fiir alle unter sich dquivalenten Kettenbriiche die gleiche Wirksamkeit. 
Etwas Derartiges findet im allgemeinen nicht mehr statt, wenn man bei 
Spezialisierung der #, solche Ausdriicke verwendet, welche irgendwie 
von den a,, 6, abhingen. Ein in dem angedeuteten Sinne spezielleres, 
aber wegen seiner einfachen Form, zumal bei noch weiterer Speziali- 
sierung besonders niitzliches Kriterium gewinnt man durch die Annahme: 
ta | Ty 


<5 @21), |4,4:1/>0 @20). 


1) Daraus folgt zB. fir a,=e,v?, 6, =2»-+-1, wo die e, beliebige komplexe 
2 


¢ -700 
a | stets unbedingt kon- 
y+ 


Hinheitsfaktoren bedeuten, da8 der Kettenbruch: i 


vergiert, und zwar selbst in jenem ,,ungiinstigsten“ Falle, in welchem sonst unter 
Umstanden auf8erwesentliche Divergenz eintritt, niimlich wood fiir » > 2 durchweg: 


¢, =— 1 (vgl. im vorigen Paragraphen den Beweis zu (B), S. 869). Zugleich findet 


man in diesem alle (wegen: = (. a) =5) aus Gl. (1’): 
y=1 


[see Med ; 
2y-+ 1 ae CR ae 


v-+i1 z 
und (wegen: en allgemein: 
[ee Le 1 —n?® m 
Ba ae ey ae 
a 
2) Indem ja die a,, b, durchweg nur in der Verbindung F ne auftreten, 
v 


welche Wligh mena bleibt, wenn man . yond 
| a, durch: ¢,__,¢,@,, 


b b, durch: ¢,__,b 


ps 1» c,6, 


v— 
ersetzt. 


SS eet 


a 


cc . 
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wo g, nach (I) den Bedingungen zu geniigen hat: 

(3) Dies, Uo aa (8,13 fox a 2 

wahrend im allgemeinen 0 < 9, < |b, | zu setzen ist und die spezielle 
Annahme: 09, = |0,| die a.a. 0. fiir den Fall #1 gemachten Kin- 


schrankungen erfordert. 
Die Hauptbedingung (I) nimmt alsdann die Form an: 


4, Oy—1 |b, |—e, 
De foot e m,| erie er 
anders geschrieben: | : 
(4) eel so: (v > 2), 


sodaB also, wenn nur diese pe besteht und auBerdem: 
(4a) .>0 (>t) 
die zuvor in Ungl. (3) sites Beschrinkung o,<|b,| fir v> 2 
schon von selbst erfillt ist und nur noch die Bedingung: 
(4b) |b.) 2 
(mit den erforderlichen Hinschrinkungen fiir den Fall |b,|= @,) aus- 
driicklich erwahnt werden muB. 
Sind diese Bedingungen erfiillt und insbesondere: |6,|> 0,, 80 


konvergiert der Kettenbruch Ea und es ergibt sich aus der Be- 
1 


v 


ziehung (1) (mit Beriicksichtigung von: = = rae L ) , daB: 
“1 oo Be tein eee 
(5) ne sf pe NS oe 
b, 1 | b, |— @, 


abgesehen von jenem Ausnahmefalle, welcher bei gleichzeitigem Be- 
stehen der beiden Beziehungen (1'), (1'’) eintritt. Dabei wiirde die 
Beziehung (1') hier zunichst pene lauten: 


ey Peck mciat | 5, 


y—1“v 


und dikes Bedingung ove Pen a Riicksicht auf die Voraus- 
setzung (4) dasselbe wie die beiden folgenden zusammen: 


& 


(6) inet tibiae 0, [by] =i “lhe, (v > 2). 
1—8, | 8, ht Ven, Cy 
Infolgedessen nimmt die Bedingung (I'’), wegen: ately 
la ¥ ’ 
_ ae nach Hinzufiigung des im iibrigen einfluBlosen Faktors = 
y—1 Sv 1 


die Form an: 


(7) Spe el yeep OY 


m! (01 0277+ ey 1)® ey 


i 
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Sind dann diese Bedingungen (6) und (7) erfiillt, so findet man 


nach Gl. (1'): : 
real = *—-)» also: aa 
b, t | b, |— @, b, b, 1 


a, "4 ‘ Baese ; 
Die unbedingte Konvergenz des Kettenbruches 5. | bleibt wiederum 
v 1 : 


See 
|b, |— y 


auch noch im Falle |b,|=, erhalten, auBer wenn die Spezial- 
bedingungen (6) und (7) bestehen. Alsdann wird auf Grund der Be- 


ziehung (8) zunichst: 
| EE EA 
b, 9 |b, |—e, b, 


und, wenn man die beiden Bedingungen (6) fiir v = 2 wieder in die 
eme vorangehende vereinigt: 


Ae woe LBs ods 


b, b, | be | 


schlieBlich: 
a, 

(9) lof =) 
2 


| he 
sodaB der Kettenbruch a | auperwesentlich divergiert, falls |a,| > 0. 

Durch Zusammenfassung der in den Beziehungen (4) —(9) ent- 
haltenen Hrgebnisse gewinnt man dlso das folgende Konvergenz- 


kriterium: 
a,” é : 
Der Kettenbruch Mod ast unbedingt konvergent, wenn 
dine | 


eime Folge positiver Zahlen e, (v=1, 2, 3+---- ) existiert 
derart, dap: 
[4] >, 


F i ee 
- b> + 9, >a. 


1) Setzt man: 


| @ 
ded gag 
Oy_1 


so kann man dem bétreffenden Kriterium auch die folgende Fassung geben: 


_ Eaxistieren zwei Folgen von Zahlen 0, > 0, 6, = 0 (v=1, 2, 8--.-) derart, 
dag: Hy! ay 

b i es ! to 
| ait ibe ies ee 

|a,}=e,_4 6, es. 
Sls bog ‘ie 
so wst der Kettenbruch | | (abgesehen von dem im Texte erwéhnten einzigen 
Vv 


1 
Divergenzfall) unbedingt konvergent. 
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‘ — Dabei ist, falls |a,| > 0: 
| a, | 


a, bg je 
bel |b, |—e,’ 
a 


auper wenn fiir v > 2 durchweg: 


’ 


Us Bae iy fos ee 
(k ) < 3 | yi © “F Q, 


5 b 


y—ly y—1 
und zugleich: 
: 5119545 ° + + 2 Me ee A 
cm Pag TIO IN Digs tear 
in welchem Falle an die Stelle der Ungleichung (f£) die 
Gleichung trit: 
ae 
7, | 
1 


a7? 
“fs hid bs | b, | Os Iso: 
} aemee Bia rere 


Die unbedingte Konvergenz des Kettenbruches bledbt auch 
noch fiir \b,|= 0, erhalten, auBer wenn die besonderen Be- 
dingungen (F') und (F") bestehen: in diesem Falle ast der 
Kettenbruch auBerwesentlich divergent.’) 


4. Das vorstehende Kriterium nimmt besonders einfache Formen 
an, wenn fiir @, eine der folgenden drei Annahmen gemacht wird: 


$4 


o, = 1, Q,=(%orls 0,=V(%14] (v=1, 2, 3-----), 


wobei im gweiten und dritten Falle fir v >2 durchweg: |a,|> 0 
yorauszusetzen ist. Mit dieser Zusatebedingung ergibt sich dann: 


Dies folgt tibrigens auch unmittelbar aus dem Hauptkriterium von § 112, 
Nr. 1, 8. 860, denn aus den obigen bedingungen ergibt sich fiir » = 2: 


a, 


6,14 b, 


Cy—1 6, 


a Eh Aa kD 
A (@,—1 + 6,_1) (Q,+- 6,) 


eco ie i )=0 1—4,) 
@y—1 15,1 0, +5, re BA 


e, 
e, +6, 


wo jetzt fiir » = 1: 
0<t = 


or 


0 
1) bzw. von der Form 9? Wenn @, = 0. 
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: a,a? 
Der Kettenbruch 7 | ist unbedingt konvergent. wenn 
eine der folgenden drei Bedingingsformen erfullt ist: 
(G) il>1,  (b) >a) +4, | 
(H) [5,| > {ay |, PA : 
© hl > Hab IE Vial+vraaal | 
und gwar geniigt sein Wert, falls 'a,|>0, je einer der fol- 
genden Beziehungen: 


(vy > 2), 


: ET |< 
th) Ea I< Ec. 


auper wenn fir v = 2 durchweg: 
a, 


(G') ARE Aas 0, |=|a,|+1 und zugleich: ‘> | 4,45 ++-a,|=-+-00, 


a, 


OO Mltl 9 See 
2 


a, PRTG —_ 1 
(I’) Tay <0,| b|=Vla, Vien | ” ” Paper es = ++ Oo, 
po y ; ? | %y 


in welchen Fallen an die Stelle der Ungleichungen (g)— (i) 
ate folgenden Gleichungen treten: 


ball 6, | L 
(g’) - ae | = eye also: 


ae a | b, | a, oy ay 
oe be | = pte : Fe] =p 
oes 1 a hh es Bee 
(1) Es laa nt b, io) ea 


Die unbedingte Konvergenz des Kettenbruches bleibt 

auch erhalten, falls in den auf |b,| beztiglichen Bedingungen 

—(@)—(D das Gleichheitszeichen steht, auBer wenn die be- 

sonderen Bedingungen (G') bew. (H'), (1') bestehen: alsdann 
ast der Kettenbruch auBerwesentlich divergent.) | 


| ee 
1) bzw. von der Form 9’ Wenn a, = 0, 
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Zusatz. Besteht die zweite der Bedingungen (G) bzw. (H), (1) 
auch noch fiir » = 1, besteht also eine der folgenden drei Bedingungen: 


(Gy) \2,|2|a,/+1 

(H,) [b,|=la.,1+1 (vy >1)"), 

(I) 112 Va) +Via441 

so reduzieren sich die Ungleichungen (g)—(i) auf die einfacheren: 

ih | 

(g;) Ral mth 
ra, 4°| 

(h,) [x | |<tal 


Dine |; @, i era 
a [eT leva 
pu jy 


und gehen in die entsprechenden Gleichungen iiber, wenn die Spezial- 
bedingungen (G') baw. (H'), (1') — und zwar die in der zweiten 
Kolonne stehenden fiir v >1 — erfiillt sind. 


5, Trennt man in dem Kriterium (F) zunichst fiir v > 2 die Falle 
y = 2u—1 und v = 2uy, setzt auferdem: 0, = 1 (fiir u = 1,2,3,----- ); 
so resultieren die Bedingungen: | 


[Oy 4 | = 


| a, u—t | fe Qs u—1 | (u = 2) 


bo pe etal ay > 
Waatera ns, F (aw 2 1). 


—1 


(10) 


LaBt man die erste dieser Ungleichungen auch fiir w=1 be- 
stehen (sodaB also: |b,|> |a,|+0,), so ist damit auch die Anfangs- 
bedingung von (F) erfiillt, falls |a,|>0. Bringt man sodann die 
obigen zwei Ungleichungen auf die Form: 


Ua Pa G41 | = Cay —s 
(11) |b, \— 1 > | 3, | (u = 1), 
: e 7 C3 uw —1 


so folgt durch Multiplikation: 
(| Be —1 || %p—al) (1 8an| — 4) 2 | Se, | 


$a rc 


1) In den Fallen (H,), (I,) mit dem Zusatz |a,|>0. Sind die a,, b, reell, 
in welchem Falle die 6, ohne Beschrinkung der Allgemeinheit als positiv voraus- 
geseizt werden. diirfen, so ist das Kriterium (G,) identisch mit dem Konvergenz- 
 kriterium von § 108, Nr. 1, 8. 823. ; 
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und diese Ungleichung nimmt eine besonders einfache Form an, wenn 


fiir v > 1 durchweg: | a, |= 1, namlich: 
(12) (opt 16, a) a 
also: 
| Osu —1| : | by | ay | Bs 4 | sun | Ca = 0 
und schlieBlich: | 
1 v 
(13) lt eee 2D. 


Diese eine Bedingung reicht aber aus, um die beiden (fiir die un- 


bedingte Konvergenz des Kettenbruches Fal hinreichenden) Bedlnguas 


gen (11) unter der oben gemachten Annahme |a,|=1 zu ersetzen. 
Da nimlich aus (12) mit Notwendigkeit folgt, dab: | 55 1|>41, so 
kann man eine Folge positiver Zahlen Osi, 5 durch die Gieichong de- 
finieren : 
Oe iy bos aed eos (u = 1), 

soda8 sich aus (12) ergibt: 

FN oi Wales es 

oO e yg 


und somit die Bedingungen (11) fiir | a, 
erfiillt sind. 

Somit gewinnt man auf diese Weise das folgende Konvergenz- 
kriterium : 


|= |a, , |= 1 tatsichlich 


2u—1 


Versteht man unter ce, (v= 1, 2, 8, ----- ) beliebige kom- 
plexe Hinheiisfaktoren, so ist der Kettenbruch pe unbedingt 
vy 


konvergent, wenn fiir p> 1: 


(K) CENA 5.8 


1  / 
ale 


2 fo 


a—i 


§ 114. etic ves Kettenbriiche. 


1. Ein Kettenbruch von der Form: 2, +| 5 an heiBt periodisch 


mit der p-gliedrigen Periode: fa) on ny nee (wo: k>0, p= 1), 
1 k 


wenn von einem bestimmten Index » =i + 1 ab die obige Sears von 


Teilbriichen (welche sich im Falle p=1 auf dag einzige Glied + 
reduziert) bestdndig wiederkehrt. Ist b, = 0 und k= 0, handelt es pe: 


~ also um einen Kettenbruch von der Form: Pel mit der Periode: 
Vid. 


a 
mA 
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at ery ie so soll derselbe rein periodisch ohne (additives) Anfangs- 


glied heifen und nach Bedarf durch das Symbol: 
Biiernty noe 
w) ba 


bezeichnet werden. Wird diesem Kettenbruche ein von Null verschiedenes 
Anfangsglied 6, hinzugefiigt und ist b) = b sodaB also die Periodizitat 
schon mit dem Gliede b, beginnt, so soll der betreffende Kettenbruch 
als rein periodisch mit Anfangsglied bezeichnet und gegebenenfalls: 


a, a cy eit. a1 a, 
by i Ka Se a, 5,” Sat Vise pan se 
gesetzt werden.’) In jedem anderen Falle heibt der periodische Ketten- 


bruch unrein periodisch, und als entsprechende Bezeichnung dient als- 
dann die folgende: 


naar stage ak ee 
|, na arsine ea bzw. | by es PORE I — as anc; sete. 
1 p 1 k k--1 k+ 


Da das additive Anfangsglied gar keinen, eine Anzahl der Periode 
vorangehender nicht-periodischer Teilbriiche nur einen begrenzten und 
genau zu umschreibenden Hinflu8 auf die Konvergenz des Kettenbruches 
austibt, so wird es im wesentlichen nur darauf ankommen, die not- 
wendigen und hinreichenden Bedingungen fiir die Konvergenz eines 
rein periodischen Kettenbruches ohne Anfangsglied festzustellen. 


v 


2. Es sei also der unendliche Kettenbruch | | rein pertodisch 
t 


b, 
mit der p-gliedrigen Periode a ose ad sodaB also: 
1 p 
a a 
(2a Poe ee (ys 162,18, + vie. : 
20) pay H123,--) 
anders geschrieben: 
a a A —= 1 A ere Pp 
2b AHR 4 ae? 
(2b) ee ee, 


1) Ist durchweg a, = a, so kann man statt: 


E &. ee! | 
°°” b Gat by 


[as geen 5 | 
pe b, eae 
Es ist das derjenige Typns, welcher im Falle, daB a=1 und die 6, natir- 


liche Zahlen, der Kettenbruch also ein regelmdfiger, friiher schlechthin als rein 
periodisch bezeichnet wurde (§ 104, Nr. 1, 8. 780). 


einfacher schreiben: 


\ 
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Beziiglich der a, soll ein fiir allemal die beschrankende Voraus-_ 
setzung gemacht werden, daB sie durchweg von Null verschieden. 

Ist der Kettenbruch tiberhaupt konvergent und wird sein Wert mit 
« bezeichnet, so hat man nach dem »Hauptsatz“ von § 99, Nr. 2 
(S. 744, GI. 13): 


| 


EGE a Pat ee 
oo i eee 


also, mit Bentitzung von § 92, Nr. 3, Gl. (11), S. 699: 


Ait A,_1 x 


L= =} 
By+ Bos x 


sodaB der Wert x des Kettenbruches jedenfalls eine Wurzel der qua- 
dratischen Gleichung: 2 , , 
(1) epee ae (4,17 Be — Ae 


Pp 


sein muB. Dabei ist diese Gleichung, falls der Kettenbruch konvergiert, 
allemal wirklich eine quadratische, d.h. es ist stets |Bi_,|>0. Man 
hat namlich fir jedes @ =1 und u>1: ee 


eae a,| ae a, | a 

est meepaag a “+ n ae eld P| +. ses! + pe iy@ 

ke 1 [b, up |, [bo 
ig: | ip | ¢@ 


und daher, da beide Kettenbriiche dieselbe reduzierte Form besitzen: 


(3) | Ante Ri B, A, T A, Ay 51 
Boe i B, Be i A, Bots 


Aus der zweiten dieser Formeln folgt fiir 9 =p —1: 


(4) B B_,B,+A4,,B 


Gti p—1 ~~ p—1 a 
und hieraus speziell fiir u = 1: ae 


Bis a Bos (Sb, te A,_,)- 


Ist also: B,_,=9, so wird auch: B,,,= 0, sodaB sich aus der — 
Rekursionsformel (4) durch vollstandige Induktion ergibt: B 3= 0 
fiir jedes wu. Daraus geht aber hervor, daB der Kettenbruch im Falle 
4,_,=0 unendlich viele sinnlose Niherungsbriiche besitzt und somit 


Qo 


divergiert. Mithin ergibt sich: 
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Die Bedingung: 
(A) Gee) 0 


ist ee fiir die Konvergene des Kettenbruches (1) (wo durchweg 
|a,|>0) notwendige.*) 


Aus dieser Erkenntnis entspringt aber sofort eine ganze Folge von 
notwendigen Bedingungen fiir etwaige unbedingte Konvergenz des Ketten- 
bruches (1). Soll dieser nimlich unbedingt konvergieren, so mub ja 
auch jeder der (gleichfalls rein periodischen) Kettenbriiche: 


Girls 
ee A= 4, 2 8p +3) 
vp44 


konvergieren.*) Dabei geniigt es offenbar, mit Riicksicht auf die vor- 
handene Periodizitat, fiir 1 die Werte 1, 2, ---, (»—1) in Betracht 
zu ziehen. 

Setzt man mit Bentitzung der in § 92, Nr. 3, S. 698, Gl. (5), (6) 


eingefiihrten Bezeichnungen: 


. TaN Ai, abe 


Orly Saat 
(sodaB also, wenn man auch den fall 2 = 0 in diese Bezeichnungsweise 
embezieht: A, ,,,= A, gh Popp go eee wird), so ergibt sich aus 


(A) als notwendige Bedingung fiir die Konvergenz des Kettenbruches 
neat 
cae 


Diese Beziehung muB dann, wenn der Kettenbruch (1) unbedingt 
konvergieren soll, auBer der (fiir 10 resultierenden) Bedingung (A) 


| Bee | > 0. 


1) Im Falle einer esngliedrigen Periode, also fiirp =1, hatman: B,_, = B,=1, - 
d. h. die Bedingung (A) ist alsdann stets von selbst erfillt. Im Falle »=2 redu- 
ziert sie sich, wegen: Be-1 = 8, =6,, auf die folgende: | b, | >0, deren Not- 
wendigkeit fiir die Konvergenz des Kettenbruches schon daraus hervorgeht, daB 
ja im Falle: b, =0 alle b,,,., den Wert Null haben wiirden, was ja stets Diver- 
genz nach sich zieht (s.§111, Nr.1, Zusatz, 8.849). Aus diesem Grunde mu 
dann offenbar auch im Falle p= 1 die Beziehung |b, | > 0 als eine notwendige 


Konvergenzbedingung aufireten: s, die FuBnote auf der folgenden Seite. 


: a : 
2) Im Falle p=1 ist jeder der Kettenbriiche: 5 | identisch mit dem 
y—atit 
gegebenen, hier existiert also tiberhaupt keine andere Konvergenz als eine un- 


bedingte: 


Pringsheim, Vorlesungen I, 3. 57 
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fiirA=1,2,---,(p—1) erfiillt sein.) Schreibt man in diesem Zusammen- 
hange noch 2+ 1 statt 2 und beachtet, daB nach Formel (7) des oben 
zitierten § 92, S. 698: : 


A* 


a, atp B 


at Fab, tb’ 


att 
so ergibt sich: 


Fir die unbedingte Konvergenz des Keitenonties (1) cst 
notwendig, daB zu der Bedingung (A) noch die folgenden hin- 
eutreten: 


(B) | Boas aap) >, anders geschrieben: JA 44,179 4=0,1, ---5p—2). 

3. Cater der Voraussetzung, daB die Bedingung (A) erfiillt ist, 
besitzt die quadratische Gleichung (1), S. 882, die beiden, im seen 
Falle | D| >0 verschiedenen Wurzeln: 


(Ba) ar Fa (Ai hae, 


bzw. in dem besonderen Falle D = 0 die daraus hervorgehende Doppel- 
wurzel: 
1 


(5b) La 3B, (Ao BS 


—-1 


Dabei bedeutet D die Diskriminante jener quadratischen Gleichune 
(s. § 70, Nr. 5, 8. 642), niimlich: 


ae Mae beg) ca ee Pek ie 
(6) bee Ait Bo Aa 
= st 4 P, 
wenn gesetzt wird: 
(7) ae oe o B, 
f= Ao, oh B4,=Cly:-4, ‘a, (§ 92, 8.696, GL (VD). 


Es soli nun zunachst festgestellt werden, in welcher Beziehung 
die Bedingungen (B) zu den Wurzeln der quadratischen Gleichung (f) 
eenen, 


1) Im Falle p= 2 reduzieren sich diese Bedingungen auf die einzige: 
|B, ./=16,/> 0, 
wihrend sie im Falle p=1 auf Grund der in der vorigen FuBnote gemachten 
Bemerkung ginzlich wegfallen, Die in FuBnote 1 der vorigen Seite fiir p=1 als 
notwendig erwabnte Konvergevzbedingung |b, | > 0 fallt nicht unter (B), sondern 
ergibt sich in anderem Zusammenhange: 8. S. 887, FuBnote 2 und §, $91, FuBnote 2. 
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Fir 4=0 nimmit die Bedingung (B), wegen: Ay, =A,, die ein- © 

fache Form an: 

| A, | >.0 
und ist also gleichbedeutend damit, daB keine der Wurzeln « den Wert 
Null hat. 

Um sodann den allgemeinen Fall 4 >1 zu erledigen, werde an- 
genommen, das fiir irgendein 2>1 die Bedingung (B) nicht erfiillt 
sel, daB also: 

-(8) Ay aes 0. 


Mit Hilfe der Formel (s. $92, Nr. 3, (VIII'), 8. 698): 


A,B, 4, By = (Hl) -4,-*-0,- Al, 
laBt sich diese Beziehung durch die folgende ersetzen: 
A,B, — A,B, = 9 
und, mit Beniitzung der aus (3) firuw=1,0=A4 hervorgehenden Be- 
ziehungen : ; 
9) A, j= BA, +4,4,_; 
B= BB, + A,B. 


auch durch die folgende: 


(10) A (BB, + A,B.) — BBA, + A,A,_,)=9, 
anders geordnet und durch B? dividiert'): 

A, 2 A, 
(11) Be (5) —(4,_,—B)5'— 4,=0, 


d.h. die quadratische Gleichung (I) besitzt in diesem Falle die Wurzel 


A, 
“=a sodaB also: 


a 
(12) A,—B,x«=0. 


Da man andererseits von der Gleichung (11) ausgehend durch Um- 
kehrung der SchluBfolge (mit Beriicksichtigung von: |a,---a,| > 0) 
auch zu Gl. (8) gelangen kann, da ferner die auf den Fall 2= 0 be- 


1) Unter der Voraussetzung (8) ist stets: | B,|>0, Denn fiir B,=0 wiirde 
Gl. (10) lauten: 


3 
AT Be. 


= 0, 
es miiBte also, wegen |B ee. 0; 
A,=0 
sein, was unmiglich ist, da (wegen: |a,|>0).A, und B, niemals gleichzeitig Nui? 
sein kénnen (vgl. § 93, Nr. 3, (IID, 8S. 704). 
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aligliche Aussage, daB fiir |A,|>0 die Gleichung (I) keine Wurzel 
«x == 0 besitzen sollte, sich in die Form setzen lait: 


|4,— B,z| > 0. Cwegen: A, = 0, Baas 
so findet man: 


Die Bedingungen (B) sind vollkommen eR mit den 
folgenden: 


(B') 2 Be 0 fir t=O ee 
wo «% jede Wurzel der quadratischen Gleichung (1) bedeutet.*) 


Hierzu sei noch bemerkt, daB eine Ungleichung von der Form (B’) 
auch noch ttir 4= p — 1 stets von selbst erfiillt ist. Denn aus G1. (1) folgt: 


(13) An Ree OA Bee 
sodaB aus der Annahme: 
Ae -- Boy = -() 
folgen wiirde: : 
A,—B,2=0 
und daher: 3 
A Pe sda ea rede ae (— ry ; a, ees a, — 0, 


was, wegen |a@,| > 0, unméglich ist. 


4, Um die fiir die Konvergenz des Kettenbruches (1), d. h. fiir die 


Hxistenz eines endlichen lim =," oder, was auf dasselbe hinauslauft, eines von 
Vr Oo v 


A 

4 unabhingigen lim ee “(4=0, 1, ---, p—1) notwendigen Bedingungen 
Ho PA up 

zu himreichenden zu erginzen, entwickeln wir zunichst eine. hierfiir 

zweckdienliche Rekursionsformel. 


Aus den fiir jedes 1 >1 geltenden Beziehungen (9) folgt, went 


1+ p=» gesetzt wird: ~ 
(14) [Ae Prete tA, ght (fiir jedes v > p) 
LB. — 5, ae ce Agni Bake J 2 
und daher fiir jedes beliebige a: 
4, Bt BAL 0) ea, ar e- ii 


also, wenn # wieder eine beliebige Wurzel der Gleichung (1) bedeutet, 
mit Bentitzung von Gl. (13): 


(15) A,—Bia= (A, 


pot, B,_,*). 

1) Im Falle p= 2 bestebt (B’) nur aus der Beziehung: | 4, —B,x|=|2|>0, 
d.h.schlieBlich: | A, |=|A, | =| 4,0, | > 0, also (da ja nach Vordunrbbeusle | a, | > 0) 
in Ubereinstimmung mit Fu®note 1, 8. 884: |b, | >0. 
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Setzt man hier: v= 2-+ up (wo jetzt: 4= 0,1, ---, p—1; w= 1, 2,3, ----- iy 
so ergibt sich die folgende fiir die weiteren Betrachtungen grumdlegende 
Rekursionsformel : 


Ce ee ee aR 


A-+--up A+ up pd ae BN A-+-(u—1)p ab (u—1) pO» 


welche, wegen: A,_,—8,_,2==0 (s. den Schlu8 von Nr. 3), 
zundchst mittelst vollstindiger Induktion bereits erkennen laBt, daB 


x) (A. 


allemal, wenn fiir irgendein 4 aus der Reihe 0, 1, ---, p—2: 
A,— B,x == 0 baw.=0, die entsprechende Beziehung auch fiir 
Ayn — Bra ppt bei beliebigem u = 1, 2,3, ----- stattfindet.*) 


5, Um unnétige Komplikationen zu vermeiden, erledigen wir zu- 
nichst den besonderen Fall: 


i 


D= 01) (Aigecs Rag a Ae aly 
o7= 4P == 0, : 
in welchem also die quadratische Gleichung (I) die Doppelwurzel: 
(16) ae 0 = ce (A, ,—B) 
besitzt. Da sodann: 
Sea, 82 A (A By sO, 


so nimmt die mit der Rekursionsformel (II) aquivalente Beziehung (15) 
die Form an: 


A,—Bx=5S8(A,_,—B,_2). 
Ist |A,— B,x| > 0, so folgt weiter: 
‘gills Wi ; 
A Be 8 AS eRe 
und daher: 
B B 
Be eee OB SB) ee 


1) Fiir 4=0 laBt sich die betreffende Voraussetzung in die Form setzen: 
x= 0 baw. = 0. 
Fir 2=p—1 hat. man ja, wie bereits bemerkt, stets: A,— B,2#=+-0, also auch: 
Ait np Bit up ?- 
2) Im Falle p= 1 ist: 
: D=b; + 44,, 
sodaB also: b, = 2Y—a, +0, wenn De 0. 
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Da aber mit Bene von Gl. (16). sich ergibt: 


A ee #04 One Pet o Plage i+ B,_,B oo 
1 
ane (2(B,_,B, + A, _ 8.) - 3B 

=i OB ye SB,_,) (s. Gl. (14) und (7), 

so geht die Gleichung (13) in die folgende iiber: | | 
B B 2B 

: eee BOISE Soa! 

) fone aoe 


Setzt man hier wieder v=2-+ wp, so ergibt sich die soleende 
Rekursionsformel als fiir den vorliegenden Sonderfall zweckmaBige Er- 
ginzusg zur Rekursionsformel (II): 


B 2B 


(Ifa) Babyy Oe ris ee ee 
erat An tup— Pitup® Ay u—1) p— Pat u—1)p® 


giiltig unter der Voraussetzung, daB keiner der Nenner von der Form. 
A, —B x den Wert Null hat, also, auf Grund der an die Rekur- 
sionsformel (II) gekntipften Bemerkung, fiir jedes 2, fiir welches: 
|A, —B,x|> 0. : 
Ersetzt man in (Ila) w der Reihe nach durch w—1, »—2, ---, 1, 
so folgt durch’ Addition der so entstehenden Gleichungen zu Gl. (Ila): 
Patur ee 
Aivip Bini? Ante ee 


und daher (wegen | B,_,| > 0 infolge der Voraussetzung (A), 8. 883): 


(20) 


By 
o1 lim a as Ne ee ee CO, 
( ) [Lo Ayo. By nt 


Diese HePOunng lehrt insbesondere, daB, unter der Voraussetzung: 


pA, — B,2| > 0, BD, tee keinesfalls fiir unendlich viele ~ den Wert 


Null bebod ae da ja im Falle: Ba = 0 (nach S. 704, (III)) stets: 
A 0 ant somit der obige aot ent unendlich oft den Wert Null 


A, 
annehmen wiirde. Setzt man also wieder: K_, Say so gestattet die 
Gleichung (21) die folgende Umformung: 
I 


22) lim >. 
( f ee Kit up % ae 
und man findet somit schlieBlich: 
(23) in Ge (4. h. Se .—B)) 
Ur we 


fiir jedes 1, fiir welches: | A, — B,x| S 0. Ist diese Bedingung, die 
ja, wie am Schlusse von Nr. 3 bernarkt wurde, fiir 2 =p—1 unter 
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allen Umstanden erfiillt ist, auch fiir jedes 2 = 0, 1, ---, p — 2 befriedigt, 
mit anderen Worten, bestehen ausnahmslos die Bedingungen (B‘) oder 
auch die damit gleichwertigen Bedingungen (B), so folgt ja aus der 
Bemerkung zur Rekursionsformel (II), daB fiir jedes v: A. —B «| >0. 
Der Kettenbruch konvergiert also in diesem Falle gegen den Wert i, 
und zwar ist die Konvergenz eine wnbedingle, da ja anderenfalls der 


Wert x des Kettenbruches irgendeinem Niaherungsbruche fs gleich 
sein miiBte'), was wegen |A — Bx| > 0 unméglich ist. ‘ 
Indessen bleibt die Konvergene des Kettenbruches noch erhalten, 
wenn die Bedingungen (B') bzw. (B) nicht ausnahmslos erfiillt sind. 
Ist namlich fiir ein oder mehrere 4=1: A,— Bz=0%), so folgt zu- 
nachst aus der Rekursionsformel (IL), daB dann auch: A, pup By pt =O 
fiir jedes w = 1, 2,3,----- sein muB. Da andererseits A, und B, baw. 


A, typ Und B,. typ Ment gleichzeitig den Wert Null haben Eaanai so sind 


diese Beziehungen nur méglich, wenn: | B,, | > 0, und kénnen daher 
auch durch die folgende ersetzt werden: 

(24a) Ke et Me Opt 2g, es ), 

sodaB also auch: 

(24b) He t ORGS cit 


Das zuvor beziiglich der Konvergenz des Kettenbruches gefundene 
Ergebnis erleidet also nur insofern eine Anderung, als die Konvergenz 
mit Riicksicht auf Gl. (24a) nur noch eine bedingie ist. Dieser Fall 
mute insbesondere eintreten und tritt auch wirklich ein, wenn der 
Kettenbruch gegen Null konvergieren soll, wenn also die quadratische 
Gleichang (1) die Doppelwurzel «= 0 besitzt und sich somit auf die 
folgende reduziert: 


| Biv =0, 
Avs 
d. h. wenn: 
(25) Ag) —- B, = (), A, == 


In der Tat ist in diesem Falle die Belingang (B’) fir 4= 0 
(wegen: A, = 0, «=0) wiché erfiillt. 


1) S. § 98, Nr. 3, S. 737. 

2) Diese Beziehung kann, wie kurz zuvor bemerkt wurde, niemals fiir 
i=p—t1 bestehen. Ist sie ferner fiir irgendein von p—1 verschiedenes 7 erfillt, 
so kann keinesfalls zugleich auch die Beziehung bestehen: 

Ay Bie = 0, 
da ja alsdann folgen wiirde: 
A,B, 1 Ay B,= 0, 


_ Was wieder, wegen |a,| > 0, unméglich ist. 
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Die auf den Fall D = 0 beziiglichen Ergebnisse lassen sich also 
in folgender Weise zusammenfassen: 


_ Ist D=0, so ast die Sis es) : 


(A) ea!) 
notwendig und an fiir die Konvergenz des Ketten- 
bruches its 7 “a und sein Wert ist alsdann gleich ier Doppel- 
1 


wureel x der quadratischen Gleichung (1), also: 


a, | 1 
sees oe lege (A —B). 
5 b, Z Ba, \ p—1 “p 
Die Konvergenz ist dann und nur dann eine unbedingte, wenn 
die Bedingungen: 


(B) | Basa p4,| > 0 (anders geschrieben: | A> Ri > 0) 
oder auch: 

(B') pas Boe) 0 
fiir 4=0,1,---,p—2 ausnahmslos erfiillt sind. 


6. Zur Behandlung des allgemeinen Falles: 
|D|>0 
reduzieren wir in der Rekursionsformel (II) durch deren fortgesetzte 
Anwendung den letzten Faktor der rechten Seite auf A, — B.x, soda 
sich ergibt: 
(26) : Aisa ae Ba uy® =a (A ig Tae B Cee < (A, wee B. x), 


Pp Pp 
und hieraus folgt, wenn man mit x,, x, die beiden nunmehr verschie- 
denen Wurzeln der quadratischen Gleichung (I) bezeichnet, unter der 
Voraussetzung: |A,— B,x|>0, dab: 


(27a) A itu Patue™ ypu Aa— Bats 
amy —B Pa ae Al Bie? 
At+up A+ ups ri Y th 
Wo: 
1 
(27b) M= Ay—1— By—1%') 
4,_1—B,_ 1% 


1) Da aus (5a) folgt, dab: 
A,_1—B,= pe (x, + X59), 
so kann man M auch in die Form setzen: 
B pt BD. np — 1% 


AP Bie Baie 
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Soll nun der Kettenbruch iiberhaupt konvergieren, so muB zum 
mindesten fiir hinlanglich groBe gu: | B, ois > 0 sein, also Gl. (27a) sich 
in die Form setzen lassen: 


K up—& ke A,—B,x 
(28) A-+; Aas ae Mm ; A Rol: 
Kt up — % A,— Bix, 


und sodann einen bestimmten, von der Wahl des Index 4 unabhingigen 


lim Ki hefern was offenbar nur mo lich ist wenn: 
-+-up 3 2 
uUu>n 


lim M" = 0 oder = oo }), 
d. h. wenn: : 


(29) [ME = |g 


Diese Bedingung ist also jedenfalls eine weitere notwendige fiir die 
Konvergenz des Kettenbruches. Sie laBt sich aber sofort ohne weitere 
Beschrankung der Allgemeinheit durch die folgende, nur scheinbar 
engere ersetzen: 

1B —1%1 wy 
(C') | M |= | Gay _ ae | aru: 
da es ja freisteht, sofern die Voraussetzung (29) erfiillt ist, unter 2, 
ein fiir allemal diejenige Wurzel der Gleichung (I) zu verstehen, welche 
dann durch die Bedingung (C’) eindeutig charakterisiert ist. 

Es 148t* sich nun zunachst zeigen, daf die soeben als notitendig 
fiir die Konvergenz des Kettenbruches erkannte Bedingung (29) bzw. (C’) 
in Verbindung mit (A) und (B) bzw. (B’) sich als hinreichend sogar fiir 
die unbedingte Konvergenz erweist. Unter den genannten Bedingungen 
folgt namlich zunichst aus Gl. (27a): 


ar’. —B x 
1 A+ up A--up fee oy sae ali te bo 
(30) ae orig <= By a nX 0 fir 2A 0, 5 ? pp i 
woraus wiederum hervorgeht, daf fiir hinlanglich groBe w durchweg: 
|>0. Denn wire B,, = 0 fiir unendlich viele w (wobei dann 


Basu up 
| > 0), so aie der obige Quotient unendlich oft 


jedesmal: | A, | ,, 


1) Fiir | AZ| =1 — mit AusschluB von M=1, d.h. a, =2,, welcher Fall 


ja bereits in Nr. 5 erledigt wurde — existiert kein bestimmter lim M“. Die 
&-> oo 
Divergenz des Kettenbruches ist also in diesem hee stets eine wesentliche. 


2) Im Falle p=1 lautet diese Bedingung: “ =+- 1 und enthilt also (da die 


quadratische Gleichung (1) hier die Form hat: ott b,x—a, =0) als notwendige 
(aber noch nicht hinreichende) Bedingung die Forderung: |}, | > 0. 


f 
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den Wert 1 annehmen, was der Beziehung (30) widerspricht. Hiernach 
lat sich aber Gl. (30) in die Form setzen: 


Ky ny ; ; | 
(31) pitt = G7 WO: lim os =0 (A = 0, 1,2 1), 
Atup “2 ae ea eee 
sodaB sich ergibt: 
si (1 Wy qi, m a X, ne: 43, W 


und daher: 

(32) ieee t up = a, (A=0,1,--5 p—1), 
d. h. schlieBlich: 

(33) ee 

Sed b, "8, Si iol se 


Diese Konvergenz ist aber eine unbedingte, da ja auf Grund der 
Vor erate (B'):|A,—B,2|>0 (fiir 2 = 2, und x = z,), und zwar fiir 
4=0,1, +--+ p—2, ebenso, ace gezeigt wurde, fiir 1 = p — 1, und sodann 
im Anschlu8 an die Rekursionsformel (II) auch | 4, re ee + ups |>9 


fiir jedes w, somit schlieBlich fiir jedes »: Be = 2, i ne 
a 


Diese letzte Bemerkung fiihrt aber unmittelbar zu der Erkenntnis, 
daB die Konvergenz des Kettenbruches gegen den Wert x, noch als 
eine bedingte — ganz analog wie in dem zuvor betrachteten Falle 
D=0 — erhalten bleibt, wenn fiir ein oder mehrere 1 = die Be- 
ziehung besteht: A,— B.z,=0. Denn aus dieser Voraussetzung folgt 
wieder mit Hilfe der Rekursionsformel (II), daB8 dann allgemein: 

gs Bis ph = 0, also: Aa, = 2“, fir: w=0,1,2,---, wiah- 
rend fiir alle von | verschiedenen 4 das zuvor gefundene Ergeb- 
nis: lim K,. = %, giiltig bleibt, sodaB also schlieBlich wieder: 


autre 
a a 1% 
Py ees Ee eae. Sieh 
|: = lim K,=,, die Konvergeng jedoch, wegen: a =%, = K, ey 
Vv v—-> CO Vv 1 
nur eine bedingie ist. : 


Bestehen dagegen fiir gewisse 4 =7 in der Weise Ausnahmen von 
den Bedingungen (B’), da8: A,— Bx, =0, so besitzen alle Naherungs- 
briiche von der Form XK, sup (= 90, 1, 2, +++-- ) den Wert 2,, also 
fiir « —> oo den Grenzwert Hohe ahr: alle iibrigen den Grenzwert oe 
liefern, Der Kettenbruch oszilliert also in diesem iy alle zwischen Sep 
beiden Werten «, and z,. 

Die bon ended Uriebniaes lassen sich also in folgender Weise 
zusammenfassen (wobei wir aus einem Grunde, der bald ersichtlich 
werden wird, von der Méglichkeit, die Bedingungen (B') durch die Be- 
dingungen (B) zu ersetzen, vorliufig Bheohen): 
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Ist |D|>0 wand werden mit x,, 7, die (in diesem Falle 
stets verschiedenen) Wurzeln der quadratischen Gleichung (\) be- 
zewhnet, so sind fiir die unbedingte Konvergenz des Ketten- 


bruches ite vee =| die folgenden Bedingungen notwendig 


b, 6, 

und hinreichenad: 
EBs, pr.0 P 
Pe 0 t 2 
|A,—B,x,|>0 Ae My Ay By Pr ) 
ee ae — By, | < ela -- Be 1%, \. 


Sein Wert ist gleich x,. 

Die Bedingungen (A), (B', 2), (C') sind auch fiir bedingte 
Konvergenz notwendig und in dem Sinne hinreichend, dap 
wirklich nur bedingte Konvergenz, und zwar gleichfalls gegen 
den Wert x, stattfindet, wenn die Bedingungen (B', 1) nur teil- 
weise') erfiillt sind, wenn also fiir mindestens ein i = 1 die Be- 
ziehung besteht: A,— B,x, = 0. 

Besteht dagegen neben den Bedingungen (A) und (C') ftir 
mindestens cin 4=1 die Beziehung: A,— B,x,= 0, so oszil- 
liert der Kettenbruch zwischen den beiden Werten x, und x, 
(und zwar unabhingig davon, ob die Bedingungen (B', 1) aus- 
nahmslos oder nur teilweise') erfillt sind ).*) 


1) Man bemerke, da8 zum mindesten fir 2=p—1 stets die beiden Be- 
dingungen (B’, 1) und (B’, 2) erfiillt sind, wie aus dem Schlusse von Nr.3 hervorgeht. 

2) Im Falle p=1 redwieren sich die drei Bedingungen (A), (B’), (C’) auf 
die einzige: 


(0’) 


[a] <| a, |, 


wo #,, 2, die Wurzeln der Gleichung: 


sind, 


x? +-b,x—a, =0 


Im Falle p=2 nehmen sie die Form an: 


(A) 
(B’) 
(C4 


[> 0. 
{a, | >0, |x, | >0. 
ja, —b, 2, |< | a, —b, 4% |. 


Die quadratische Gleichung (I) lautet in diesem Falle: - 


b, «?— (a, —a, —b, b,) x—a, b, = 0. 


“Tet b, = 0, so geht sie in die folgende iiber: 


hat also die beiden Wurzeln 0 und 


b, w*—(a, —a,)x = 0, 


“As, Ist daher z,=0, d.h. besteht die 


1 


Bedingung (C’) in der Form: 


la, |<] ay |, 


894 Abschnitt IV. Kap. II. Kettenbriiche aus komplexen Zahlen. Nr. 7. 8, 


“7. Die vorstehende, rein formal durchaus befriedigende Fassung der — 


Konvergenzbedingungen leidet insofernan einer merklichen Unvollkommen- 
heit, als die Bedingungen (B'), (C’) infolge ihrer Abhingigkeit von den 
im allgemeinen irrationalen Ausdriicken der Wurzeln x,, x, noch ziem- 
lich verwickelt sind und ihre praktische Anwendung sich recht um- 
stindlich gestaltet. Gilt dies schon von der Einzelbedingung (C’'), so 
noch je nach der Anzahl der Periodenglieder in entsprechend erhohtem 
MaBe von dem System der Bedingungen (B’). Zwar liBt sich, wie in 


Nr.3 gezeigt wurde, jedes Paar von Bedingungen: |4,— Boao: 


|A,—B,x,|>0 durch die entsprechende, wesentlich einfachere Be- 
dingung (B): | A), ,| > 0 ersetzen. Ist nun aber fiir ein oder mehrere 
4=1: A’, ,=0, so bleibt noch die Frage offen, welche Zusatzbedin- 
gungen erforderlich sind, um sicherzustellen, daB in dem betreffenden 
Falle: A,— Bx, =0 und nicht: A,— B,x,=0, mithin noch bedingte 
Konvergenz gegen den Wert 2, vorhanden ist, 


8. Um zunichst die Bedingung (C’) in eine zweckmiBigere, nim- 
lich nur rationale Verbindungen der Kettenbruchglieder enthaltende um- 
zuformen, setzen wir: 


1 cma 

(84) [rraa oei Ae 
1 338 

|, = oR ie LA ae B. Sag VD), 


wo € eine noch zu bestimmende der beiden Zahlen +1 und VD den 
Hauptwert dieser Quadratwurzel vorstellt. Da hiernach: 


2(B,_,t,—A,_,)=—(4,_,+ B,—eVD)=—(S—eyD) 
und analog: 


2(B 42,—A,_)=— (8+ syd), 


re 


80 konvergiert der Kettenbruch’ noch bedingt, und zwar gegen Null. Ist dagegen 


a, — a, 
b 


“,=0 und z,= > also: 


1 


| 4, |< 4, |, 


80 osgilliert der Kettenbrach in der Weise, daB die Naberungsbriiche mit un- . 


a, — a, 


geradem Index gegen den Wert x, = konvergieren, diejenigen mit geradem 


Index durchweg den Wert x, = 0 haben. 

In dem besonderen Falle a, =a, fallen die beiden Wurzeln der quadra- 
tischen Gleichung in die eine =0 zusammen, sodaB also nach dem Ergebnis 
von Nr. 5 der Kettenbruch (geradeso wie fiir | a, |<| a, |) nach Null konvergiert. 


Se 
Ee ee a ee 


PN Se 
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so geht die Bedingung (29) in die folgende tiber: 


be 8 
35 i'M =| Be VD) i VD 1. 
(80) ra ea? re epee 
VD 


Da aber allgemein: 
en 
ita+fi 

so erkennt man, da die Bedingung (35) gleichbedeutend ist mit der 

folgenden: 


me) ~. a(S 5) >) 


= 1 dann und nur dann, wenn: a = 0, 


Um hieraus die Irrationalitét zu beseitigen, bemerke man, dab aus 
der auf Grund von (36) auszuschlieBenden Beziehung: 


| S 

ot) = | = 
a Ry) 
folgen wiirde, dai —— a rem imagindr oder Null, also Zs reell negatw 
oder Null, etwa: , 

S? 

Teese ee 0 =), 
also, wegen: D = S*—4P (s. Gl. (6)): 

Pater d id 2 


reer 
Dae 9 fiir: 0<o<-+ ow durchweg Werte von 0 (inkl.) bis 1 (exkl.) 
Spiimint a umgekehrt, wenn gesetzt wird: @ = Se » also: e= 5) 
jedem Werte & des Intervalls 0<#<1 ein Wert 9 >0 entspricht, 
so ‘gewinnt man als Ersatz fiir die Beziehung (37) die -folgende: 


= %, wo # reell und: 0< o <1, 
und es lift sich somit die Bedingung (36) durch die folgende ersetzen: 
(C) | ak, wo @ reell und: 0< # <1. 


Ist diese Bedingung und somit auch Ungl. (29) erfiillt, so laBt 
sich die in den Gleichungen (34) noch offen gebliebene Bestimmung 
von ¢=-+1 so treffen, da6 im Hinklange mit der Bedingung (C’): 


[Abe eB: Sern <|A, ese As eA 
1) Sind S und D reell, was insbesondere steta der Fall ist, wenn die a,, b, 
durchweg reell sind, so besteht der Inhalt dieser Bedingungen offenbar in den 


beiden folgenden: S+:0, D>0. 
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ausfallt. Um dieser Bestimmungsweise von 2, noch einen etwas ktir- 
zeren und pragnanteren Ausdruck zu geben, setzen wir: 


(38) { Aj Bi sat 7 
\A2, — BX, = Bo, 
also: 7 
$y 847 Bee) 
§ a Saeed eek ; B) = 
Fifa Ag oo B_,(@, + &) + Bi_,@,2, 
i Ao ge (A p—1 mee ie Ba, 
= A ae A, Bo veer 
und daher: 


(e —2,)(2— 4) = 2 — Se+ P, 
d.h. 2, und 2 sind die Wurzeln der quadratischen Gleichung: 
(II) 2—Sz+P=0 
(welche offenbar dieselbe Diskriminante: D = S*? —4P besitzt wie die 
quadratische Gleichung (D), und die Bedingung (C’) nimmé alsdann die 
einfache Form an: |2,|< | z,|, sie l48t sich also ersetzen durch die Be- 
dingung (C) mit dem Zusatze: 
, A. — 
39 Dy == PS 
( ) | Uy Boog ; 
wo 2, die absolut genommen fleimere Wurzel der quadratischen Glei- 
chung (III) bedeutet.’) | 


9. Um jetzt festzustellen, welche Bedingungen (immer unter der 
Voraussetzung |B, ,|>0) im Falle: 4),,,=0 noch erfiillt sein 
miissen, um die ausnahmslose Existenz der Bedingungen (B’, 2) und 
damit die Méglichkeit der Konvergenz des Kettenbruches zu sichern, 
wollen wir zuniichst annehmen, es bestehe die obige Voraussetzung 
ausschlieBlich fiir den Spezialwert 1 = 0, sodaB also: 


(40a) 4, =A, = 0, dagegen: | A), , | > 0 ftir: 2 = 1, 2,---p—2. 


0, p 
Soll dann der Kettenbruch noch (bedingt) konvergieren, so muB: 
A, — By%,= 0 (cht: A, — B,x,= 0) 
werden, d. h.: 
#,=0, r= 


1) DaB die Wurzeln dieser Gleichung wirklich stets ungleiche Absolutwerte 
besitzen, ee: ja durch die Bedingung (C) gesichert. 


Fa 
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Die hierzu notwendige und hinreichende Bedingung: | 2, | <| * | nimmit 
alsdann, wegen: 


chon A; i B t= Aaa a= B24 Bo 13> B., 
die Form an: ohare p 


Man kann sich iiberdies leicht tiberzeugen, daB dann in der Tat 
der Kettenbruch gegen den Wert x, = 0 (und schon aus diesem Grunde 
nur bedingt) konvergiert. | 

Aus der Rekursionsformel (IJ) folgt namlich fiir «= 2, = 0 und 
A=0: 

A,» oe A, =14 41) 9= 
also auch: 


K j= 9% fiir: jo = 1, 2, 3, job Sea : 


‘+= 0, wegen: A = 0, 


wihrend im tibrigen, wegen: | M| = 


_ see <1, sich wieder ergibt: 
B, 


lim K xv, =0 hash igs ae 


Mn aug . 

Wird jetzt ferner angenommen, daB aufer der Voraussetzung (40a) 
auch noch fiir ein oder mehrere A = 1, > Q die analoge Beziehung besteht: 
(40b) Ay i,+p = 0 (etwa fiir: y= 1,---, m, wo: n> 1), 
so muB zunichst, wenn tiberhaupt Konvergenz gegen den Wert x, = 0 
méglich sein soll, wieder die Bedingung (41) erfiillt sein; auBerdem 
aber, damit die Voraussetzung (40b) die Beziehung: A, —B, x,=0 
(nicht: A, — B, x= 0) zur Folge hat, wegen x,= 0 noch die folgende: 
(42) A, =0 w=1,--+,%). 

Auf Grund dieser Bezichung folgt dann wieder aus der Rekursions- 
formel (II), daB: 


FG Ce here 0 fiir: p=, 23, Bees 
wahrend fiir alle von 0 und / verschiedenen A, wie sicher 
lp Kaus ee 


der Kettenbruch also wieder gegen den Wert x, = 0 konvergiert. 
Diese Ergebnisse lassen sich ohne Schwierigkeit auf den Fall 
iibertragen, daB an die Stelle der Voraussetzung (40a) eine solche von 
der Form tritt: 
(43a) Ania = 0, 
1) Da infolge dieser Bedingung: | z, |< | 2, | ausfallt, so ist die Bedingung 
(C), welche ja nur zu bewerkstelligen hat, daB | 2, | =-| z, |, schon darin enthalten. 
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und zwar zunichst wieder fiir ein einziges 7>0. Soll dann die fiir 
eine der beiden Gleichungswurzeln # daraus folgende Beziehung: | 


A,—B,x«=0 


durch den Wert z= 2, befriedigt werden und sodann der Kettenbruch 


A, 
gegen den Wert a,, d. h. gegen 5 konvergieren, so ist dafiir offen- 


wo 


bar notwendig und hinreichend, daB der Kettenbruch EB = gegen 
o, 1-1 
Null konvergiert. Da die hierfiir notwendige Bedingung: A’, tees 0 


(welche ja fiir diesen Kettenbruch genau dieselbe Rolle spielt wie zu- 
vor die Bedingung: 4, , = A,=0 fir den Kettenbruch i =| ) be- 


reits erfillt ist, so oy die Vergleichung mit der Beziehung (41), 


daB als notwendig und hinreichend noch die (fiir = 0 mit (41) zu- 
sammenfallende)* Bedingung: 


(44) 3 Laue: ae 


ay 
hinzutreten mu, damit der peter ee | & | gegen Null, also 
Go YJi4-1 
Ea gegen den Wert x, = B, eee honvergicr, ae 
oat 


Wird jetzt wiederum angenommen, dab auper der Voraussetoung 
(43a) auch ftir ein oder mehrere 1, >/ die entsprechende aetna 
besteht, also: 


(43b) A = (0 (etwa: fir: » = 


ly» typ ea, n, wo: es 1), 


so tritt an die Stelle der im Falle /= 0 gefundenen Zusatzbedingung 


(42) (némlich: 4, = A>, =) offenbar die durch Vertauschung des 
Anfangsindex 0 mit der z ahl ¢ daraus hervorgehende: 


(45) vier 


Lae 7 
als notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, daB fiir jellies 
Vee 1, 2, oS aie as ie te : 


K* == ())), also. 


Lly+up 


A, 
btup B, =X) 


wahrend wieder fiir alle von 7 und L verschiedenen 4: 


. A 
lim K* = Q, also: lim K = = ah, 


ie ac) perce L-> ~ Aue B, 


* 
My ¥ 


1) Dabei hat allgemein /* iy die Bedeutung von 
Gl. (5), 8. 698). ' ; fy? 


(vgl..§ 92, sNr. 3, 


age x ar 
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a, 2 
der Kettenbruch | 5, | also schlieBlich gegen Null und daher der 
YIj+1 
a,4° A 
Kettenbruch | 5, | gegen den Wert B, = 4%, konvergiert. 
L 


Fassen wir endlich noch den Fall ins Auge, da fir ein einziges 
1>0 zwar wieder die Gleichung (40a) bzw. (43a) besteht, also: 
Ar .,=90 (=0), 


10--p 
dagegen an Stelle der Bedingung (41) bzw. (44) die entgegengesetzte, d. h.: 
bar yas | > Loring | (7 a 0), 


so hatte man: 

A,— B,x, = 0, 
und es mu also in diesem Falle die oben bereits beschriebene be- 
sondere Art der Oszillation des Kettenbruches zwischen den Werten «, 


d oF cintrat 
ee eee nireten: 
Hieran wird nichts Wesentliches geindert, wenn auch noch fiir 


ein oder mehrere | > /: 


Ay iytp ei 0, 
und zwar selbst dann nicht, wenn: 
[Arte <I Bagel, 


jedoch mindestens eye der Bedingungen (45) nicht erfiillt ist. 
Somit laBt sich jetzt das am Schlusse von Nr.6, 8S. 893, aus- 
gesprochene Resultat in folgender Weise umgestalten: 
Ist: 
| D| =|(4 ial) wins aes bo Spall Nees 


so sind fir die unbedingte Konvergenz des periodischen 


p—l 


Kettenbruches ies ed, | (wo durchweg: \|a,|>0) die fol- 
genden Bedingungen notwendig und hinreichend: 
(B) |A,4,|>90 fiir: A= 0, i; Shas 3 D1 
ge \ reel und: 0< 3 <1, 
(C) tpt, wo: Dee Arb ae by Gace) 


1) Fiir den Fall, daB S und D reell, ist die Bedingung (C) gleichwertig mit 
den beiden folgenden: s-+0, D>0 


(vel. FuBnote 1, S. 895), die im Falle »=1 die Form annehmen: 
b, +0, b?+4a, >0. 
Da8 der Kettenbruch mit der reellen, eingliedrigen Periode a fallab?--4a, <0, 
divergieren mu8, erkennt man schon unmittelbar aus dem Umstande, daB die 
Pringsheim, Vorlesungen Tf. 3. 58 
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Sind dieselben erfillt, so konvergiert der Kettenbruch 
gegen den Wert: 


A .—z : 
Poe ee : 
ee a, 
wo Z, die absolut genommen kleinere Wurzel der quadratischen 
Gleichung: 
—Sz+P=0 
bedeutet. 


Sind aufer der Bedingung (A) die Bedingungen (B) bis 
auf eine einzige erfiillt, etwa: — 
Al ,=9 OS!l<p— 2), 
so konvergiert der Kettenbruch noch bedingt gegen den 
Wert x,, wenn an die Stelle der Bedingung (C) die folgende tritt: 


(C,) | A, HEARS Lee “ 
Das gleiche findet statt, wenn auch noch fiir ein oder sire: € 
L>t: 
AY. = 0 (eiwa fir: v=1,---,n, wo: nm =1), 
i a 
sofern fiir jedes solche lL, die Beziehung besteht: 
(C,) . A;, = 0. 
Ist dagegen fiir em emeelnes | > 0: 
(a) AL ind A Bae l, 


so oszilliert der Kettenbruch in der Weise zwischen den beiden 
Werten x, und x, dap: 
Ki up = fir: w= 0,1, 2,---+- 
po ieee —e, fur: At. 
An diesem Ergebnisse wird nichts gedndert, wenn fiir ein oder 


mehrere | >t: 
(b) Ar 1 ,=0 und: A, =0 (vgl. (G,)). 


Wurzeln der quadratischen Gleichung (I) in diesem Falle nicht reell sind, anderer- 

seits der lediglich aus reellen Elementen bestehende Kettenbruch, wenn er tiber- 

haupt konvergiert, gegen einen dieser beiden Wurzelwerte konvergieren miiBte. 
Dagegen findet im Falle b?+4a,=0 (also: D=0) auf Grund des Er- 


gebnisses von Nr. 5 noch Konvergenz statt (nadmlich gegen den Wert — als 


Doppelwurzel der quadratischen Gleichung: 2?+4.b2?x—a,=0 bzw. als negativ 
genommene Doppelwurzel von: 2?—-b, z—a, = 0).- 


Ven Oo Si 
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Ist indessen fiir irgendein v = m: 
(c) A, rtp = 0 und: | A? ie] > 0, 
so tritt nur insofern eine Anderung ein, als dann auch: 
Be Gis =X, fir: w= 0,1, 2,----- : 


Und dex Wert x, kommt ausschlieBlich in dieser leteteren 
Weise zum Vorschein, wenn an die Stelle der Bedingungen (a) 
die folgenden treten: 


(d) Ar, = 9 und: Pe aol 9 saa: 


In allen diesen letztgenannten, durch die Bedingungen (a) bis 
(d) gekennzeichneten Fallen oszilliert also der Kettenbruch 
zwischen den beiden Werten x, und x, in der Weise, dap gewisse 
Naherungsbruchfolgen durchweg den Wert x,, die tibrigen den Wert 
oder Grenzwert x, liefern. 


10. Die vorstehenden Ergebnisse zeigen, da$ ein rein periodischer 


Kettenbruch ee oe) =] mit von Null verschiedenen Teilzihlern ¢:m 
1 


Falle: |B, ,|>9, sofern er nicht konvergiert, stets oszilliert, also wesentlich 
divergiert..) Die Méglichkeit auwBerwesentlicher Divérgenz ist daher von 
vornherein nur gegeben, wenn: B,_,=9. in der Tat lassen sich mit 
Zugrundelegung dieser Voraussetzung aus der allgemeinen Rekursions- 
formel (II), S. 887, die notwendigen und hinreichenden Bedingungen 
fiir die auperwesentliche Divergenz leicht herleiten. Etwas raseher kann 
man dasselbe Ziel erreichen, wenn man von der Bemerkung ausgeht, 


daB gleichzeitig mit dem Ketienbruche: eS rey a auch der folgende: 
Sere et tos 1 


b 
a. ° ° ° am ° . e x 
|, =? vee | auperwesentlich divergiert and somit der (rein periodische) - 
1 p ol 2 
a, ay a peal . 7 oh 
_Kettenbruch: B? Bo BR | Mach Null konvergiert und wngekehri.”) 
p 1 p—1 


Die in Nr.5 und 9 dieses Paragraphen hierfiir als notwendig und hin- 
reichend erkannten Bedingungen sind dann also gleichzeitig diejenigen 
fir die auferwesentliche Divergenz des vorliegenden Kettenbruches: 


a 2) 
ia und lassen sich, wenn man etwa die Naherungsbruch-Zahler und 
v1 


1) Beztiglich des Falles | M|=1 (mit Ausschlu8 von M=1), also desjenigen 
Falles, in welchem die Bedingung (C), S. 899, baw. (O’), 8.893, nicht erfiillt ist, 
vgl. FuBnote 1, 8.891. 

2) S. §97, Nr.1, 8. 727, I. 

58* 
‘\ 
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ao 
a a y ° ° e 
-Nenner des Kettenbruches: = He mit GQ, B, bezeichnet, vermittelst 
der Beziehung: en Ae ; 3 
ed RO RES By 
By b xu A,_ b,B,_4 7 A,_4 
ft B y—1 


unmittelbar in die entsprechenden Bedingungen fiir die A, Bb, um- 
formen, us 
a a. 
11. Tritt zu dem rem periodischen Kettenbruche a vee 7 
1 
noch ein additives Anfangsglied 6,, so sind die bisherigen Krgeb- 
nisse fiir die Feststellung der Konvergenz bzw. Wertbestimmung voll- 
kommen ausreichend. Dabei macht es offenbar prinzipiell keinen 
Unterschied, ob 6, = 6, oder = 6. der Kettenbruch also auf Grund 
der in Nr. 1 dieses Paragraphen gegebenen Terminologie noch als 
rein periodisch oder aber als wnrem periodisch zu bezeichnen ist. V'tir 
die Konvergenz eines wnrein periodischen Kettenbruches von der Form: 
a Ly, : 
|b, sapeas ae eee (wo k> 1) ist offenbar notwendig, dab 
°7 by b,, be Os, 
der vein periodische Kettenbruch: 5 


ee ete | konvergiert oder 


On 44 Op p 
auferwesentlich divergiert. Ist er konvergent und wird sein Wert mit K' 


bezeichnet, so konvergiert auch der Gesamtkettenbruch, und zwar gegen 
denselben Wert wie der endliche Kettenbruch: 


a.| a | 
by 26; ld, a oe ce 2 [o,- kK" 


falls dieser einen Sinn hat’); anderenfalls divergiert er auperwesentlich.”) 
Ist jener vei periodische Kettenbruch au per wea dwergent, 80 
honvergiert der Kettenbruch: Be ant rey ee 
Ob, On ay 
ist der Gesamtkettenbruch konver gent und ae mit dem endlichen 
_ Kettenbruche’): 


a gegen Null, und es 


Qy| ay 4! 


b —_ cee eae Lor) 

Vee Bea, 3 | 
fails dieser letztere einen Sinn hat (was fiir k <2 offenbar stets der 
Fall ist), wahrend er anderenfalls wieder auSerwesenilich divergiert. 


1) S. $99 den SchluB von Nr. 2, 8. 744. 
2) 8. § 98, Nr. 5, 8.739. 
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§115. ,,Nahezu“ periodische und ,,limitir’ periodische 
: Kettenbriiche. 


/ 


i 2) 

ean f ° ° e . - 

1. Versteht man unter | einen rein periodischen Kettenbruch, so 
1 


soll der Kettenbruch nahezu periodisch heiBen, wenn alle |a°’—a,|, 


\b’—b,| einen gewissen, nach Bedarf noch niher zu .bestimmenden 

Kleinheitsgrad nicht iib@érschreiten. Er soll ferner limitdr meriodisch 

heiBen, wenn lim| a’ —a,| = 0, lim|b’ —b,| = 0. Ein solcher Ketten- 
i) v>n 


bruch ist also % dem eben bezeichneten Sinne zum mindesten von einer 
gewissen Stelle ab nahezw periodisch und hat tiberdies die Kigenschati, 
daB seine Glieder bei unbegrenzt wachsender Stellenzahl dem Zustande 
der Periodizitit sich wnbegrenzt nihern. 

Wir wollen uns hier auf die Betrachtung derjenigen nahezu bzw. 


limitér periodischen Kettenbriiche beschrinken, die zu einem eingliedrig 
a" | 
lo" 
Mit Riicksicht darauf, da® dieser letztere nur konvergieren kann, wenn 
b' +-0 (s.S 891, FuBnote 1), erscheint es von vornherein angezeigt, 


b, += 0 bzw. limb, +- 0 anzunehmen. Und da unter dieser Voraussetzung 
V>on 


periodischen, etwa el Higreteeees in der angedeuteten Beziehung stehen. 


die in Frage kommenden Kettenbriiche stets auf die zweite Haupiform 
gebracht werden kénnen, so empfiehlt es sich, behufs méglichster Ver- 
einfachung der folgenden Untersuchung zunachst von dieser besonderen 
Form auszugehen, zumal bei der schlieBlichen Ubertragung auf limitir 
periodische Kettenbrtiche von der allgemeineren Form B sogar ein 
teed | 
etwas allgemeineres Resulitat zum Vorschein kommt als bei direkter 
Behandlung dieses Falles. 


2. Aus den Ergebnissen des vorigen Paragraphen') folgt, daB der 
eingliedrig periodische Kettenbruch 4 + < s , ausgenommen den 
Fall, daB a reell negativ und zugleich \a| >+, gegen den Wert — 2’ 
konvergiert, wo 2' die (allemal vorhandene) absolut genommen kleimere 


Wurzel der quadratischen Gleichung: 
(1) yrya=0 


1) S. insbesondere den Satz von Nr. 9, 8. 889. Dabei wird (wegen p = 1}, 
Qi a,b = 1): 
= ASPB ek 
P=— a. 


904 _ Abschnitt 1V. Kap. Tl. Kettenbriiche aus komplexen Zahlen. _Nrr. 2. 


bedeutet') Dieses Resultat lit sich unabhingig von den Betrachtungen 
des vorigen Paragraphen nach einer Methode ableiten, welche als Vor- 
bild fiir die Behandlung eines ,,nahezu“ eingliedrig periodischen Ketten- 

bruches dienen soll, 


Nach § 95, Nr. 2, GI. (8b), 5. 714, hat man: 

1| q | toes qn 

it ite, jit, t+ J aits, vee 3 W19.° °° 4, 
und daher, unter der Voraussetzung, da8 1 +s == 0, dural Ubergang 
mum reziproken Werte: 


po fi ae : 
+ jl +4 tra te 
also schlieBlich: Be 
(3) Fesx ou | ae 
i 1 +- Vy Ae: 1-+- 5, 


Daraus folet aber, dafS§ dieser Kettenbruch fiir » —-+ oo in einen kon- 
vergenten tibergeht, wenn s fiir ~—-+ oo gegen einen Wert s +-— 1 
konvergiert und daB sodann: 


ie Vy +4 Ss s ee ~ 
© ty =e tie = ae 
i ‘ 


wahrend im Falle ims, = —1 offenbar auBerwesentliche Divergenz des 


n-> 


Kettenbruches eintritt.*) 
Um dieses Ergebnis auf den Kettenbruch mit der eingliedrigen 


. a e e e 
Periode | anzuwenden, werde die zweiie (also die absolut genommen 


gropere) Wurzel der quadratischen Gleichung (1) mit z bezeichnet, 
sodaf also: 


(5) g-+e's i, 22)=--a, |2) > \2'| SO 

und somit: 

ACR Ae oe We RR 
ao ai ree yr ole te lg 2 ee jz + 2’ ee 


1) Dies paBt auch auf den nach den Festsetzungen des vorigen Paragraphen 
zunichst ausgeschlossenen Fall a = 0, in welchem der betreffende Kettenbruch 
_offenbar gegen den Wert 0 konvergiert. 


2) Der Kettenbrach ist auch noch konvergent, wenn die Reihe } 919%° °° 4, 
nach Unendlich (im komplexen Sinne) divergiert, d. h. wenn oe ; 8, i = -+- Oo, ins- 
besondere also, wenn sie eigentlich divergiert.. Man findet 6 ” diesem Falle mit 
Bentitzung von Gl. (3): 

Ae Fy 44 -|- ‘ 
1. +4, a6 med = Gy 4-1 ce 
3) Gilt auch fiir a = 0, in welchem Falle z = 1, 2’ = 0. 
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Setzt man sodann: 


gts : 
(6) - 5 = 4 also:-}q) <1, 
so ergibt sich durch eine einfache Aquivalenz-Transformation: 
ot a Us at er ayes EY SA peta wie RR A eS 

sar aa ives et "(ita 1+ Pe gee ) 

und daher mit Bentitzung von GI.(4), wobei jetzt s= > q= ae wird 
1 
Tan aa a a tor he == — gg = — 2!) 


—7 


Bs Jeder Kettenbruch von der Form = | JaBt sich zunidchst rei 


- 1 
formal stets auf die Form (3) bringen (abgesehen von dem ersten Teil- 
zihler, d. h. schlieBlich von einem dem Kettenbruche hinzuzufiigenden 
Faktor). Setzt man namlich fiir v = 1, 2,3,----- : 


re , te: ¢ toe 
(7) é,, 3 a, ee 1, @,Fy 44 0% G44) 


so findet man zunachst unter der Voraussetzung 2; + 0: 


— | bes ‘ DA n—1 
(8) [| = a, : ay Wy Sat | 
org } 1S are, ae Cameos 2 Laren ne aes BTR APE 
ey 4 La ay MS es eg dos 
und hieraus durch Saher mee 
ay] 
at mu a ie Caserta (f 
(9) . (AF — 7H] . 


Damit diese eNO einen Sinn besitzt, ist nur erforderlich, dab 
die z, fir »y=1,2,---m aus den beiden ersten Bedingungen (7) als 
bestimmte, insbesondere auch von Null verschiedene Zahlen sich ergeben. 
Ist dies fiir jedes noch so groBe » der Fall, so findet man schlieSlich 
auf Grund der Beziehungen (3) und (4): 

: a,” ot ine & 
(10) Ga Tice 
d.h. der Kettenbruch ist dann konvergent, wenn die Reine 3} 4.45 -@ 


gegen einen von —1 verschiedenen Wert s konvergiert, Palen im 
Halle s = —1 wieder auferwesentliche Divergenz eintritt. 


1 
1) Zieht man den im Text ausgeschlossenen Fall qg= 1, also z= 2’ = 3’ 
@ 


@ = a in Betracht, so wird >; g’ = -+- oo und der Kettenbruch konvergieri 


1 
alsdann gegen den Wert ee Vel. hierzu den Schlu8 der FuBnote 1, S. 899/900, 


° 
« 
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4. Im Anschlusse an dieses Ergebnis beweisen wir jetzt den folgenden 


auf die Konvergenz eines ,,nahezu“ eingliedrig periodischen Kettenbruches 
g : 


beztiglichen Satz: 


Es sei a eme beliebige Zahl mit Ausschlup der reellen nega- 


¢ 


tiven, deren Absolutwert |a| > = Ferner sollen 2, 2’, q die durch 


die Gleichungen (5) und (6) festgelegte Bedeutung haben und 
es werde gesetzt: 
Stee a 
(11) || —|2'|=o0 (also: 0<8 [SU ja] = 1 — 19) 
Geniigt sodann die unbegrenzte Folge der im tibrigen beliebigen 
Zahlen a, der Bedingung: 


y 
| 
| 
} 


a—a,|<7d? (v=2,3,4,---->), 


(A) 


w 


° a 5 : 
so konvergiert der Kettenbruch ka , mit Ausnahme eines be- 
1 
sonderen alles, in welchem auBerwesentliche Divergenz 


emtritt (bew. die Form = zum Vorschein kommt, falls a, = 0 
sein sollte). 
Er konvergiert ausnahmslos und unbedingt unter der 
Voraussetzung (A), wenn a einer der beiden folgenden Bedin- 
gungen gentigt: : 
(A) ey <a = 0, 
(A,) lq|< ; (anders geschrieben: 3\a|— \4\? <0); 


desgleichen fiir beliebige a, wenn an die Stelle der Voraussetzung 
(A) die folgende engere tritt: 
| , i 2\2|/?—laled 
t— aio a 
(B) (4 — 4, | = ela] + 0) 
oder die hieraus resultierende noch engere, aber merklich einfachere: 


() la—a,|< = (—|q|)- 3 


3 : 


Beweis. Um die Bedingungsformen (A) und (B) soweit als 
méglich gleichzeitig zu behandeln, erweist es sich als zweckmafig, von 
der (beide Formen umfassenden*)) Voraussetzung auszugehen: 


(AB) _ ja—a |< (1—8)0?, wo: 0<8<1—@. 


1) Man hat namlich: 
O=(2(/—[e(<ie+e |=. 

2) Die Bedingung (A) kommt zustande fir # = e3 die Bedingung (B) far: 
|z|-0 


tA 

! a 
Eh ee 
Ua Se ae ae 
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Wird sodann nach der Vorschrift von GI. (7) gesetzt: 


, 


ca 
/ , v b AN ae 
(7) & 4. 4, = 1, @ aay passer on in Gy Z, poner qd, (y permet 1, 2, 3, e bison ¥ ); 


v 


so folgt zunichst, wenn man in der ersten dieser Gleichungen v durch 
vy +1 ersetzt und hierauf den so resultierenden Wert ¢),,= 1 
in die zweite Gleichung einfiihrt: 


1 ue #44 


2,(1 hy Py) fae i G44) 
und man gewinnt daher die Rekursionsformel: 
1 
(12) Py tt = Zz, (2, -- 44) 


yermdge deren nach willkiirlicher Annahme von 2, die gesamte Foige 
der 2, fiir v > 2 eindeutig bestimmt ist, sofern es nur gelingt, jenen 
Anfangswert 2, so auszuwihlen, daB durchweg 2, 4-0 ausfallt. Um 
dies zu erzielen, bilden wir aus Gl. (12): 


1 
Bratt ig, (2,(4— 1) —a,, 4), 


anders geschrieben, mit Berticksichtigung von: ¢ —1 = — 2’, e2'+a=0 
(sodaB es also freisteht, innerhalb der auBeren Klammer den Summanden 
zz' + a@ hinzuzufiigen): 


1 
(13) So Pe tae (2 —2,)2' + (a—a,,,)). 
Wird jetzt z,+- 1, im tibrigen beliebig, so fixiert, daB: 
(14) je—m|< 09, 
- go laBt sich zeigen, da8 dann auch fiir jedes vy > 1 die entsprechende 
Beziehung: 
(15) a—2,|<00 
besteht. 


Aus (13) folgt nimlich zunichst (wegen: 2, = 2 —(¢— 2,)): 


ees] [et] +) aay 

(16) Wd os eae = crea togne 

und daher mit Beriicksichtigung der Voraussetzung (A B), wenn Ungl. (15) 
fiir irgendein v > 1 besteht: 


Od |2’|4+4(1—8) d 


eae ak. 
\e@—-4 4,15 [2[—98 
|e" |+3—e ; : 
= LLL? — 98 (ogee! |+ =|) 


Daraus ergibt sich aber, daB die Beziehung (15) fiir jedes v>1 
gilt, da sie nach (14) ftir »=1 tatsichlich erfiillt ist. Wegend0<0< | 2 | 
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folot dann aus (14), daB | z,/>0, aus (15), daB Bde [>0 fir 
v > 1), also allgemein: 


(17) o> 0 y= 1. 2, 3, 
Nun werde speziell gesetzt: 
: iu i 


sodaB der Ausdruck 3 (1 — 9) den grdéBten Wert (nimlich =) annimmt, 
dessen er fir 0 << 1 tiberhaupt fahig ist*), und die Bedingung (AB) 
in die oben mit (A) bezeichnete, den weitesten Spielraum bietende, namlich: 


(A) la—a, |< +e 


tibergeht. Dann lat sich zeigen, da8, von einem besonders 2u_be- 
handelnden Kinzelfall abgesehen, die | q,| einen gewissen positiven 
echten Bruch niemals tibersteigen. Man hat zuniichst fiir jedes vy > 1: 


' Poss ae 
Py he (gubty ee |e 
Bia rig, irae pal 2 Zz 
vV 
| e 
ees 1—z 
= a ae - 
¥ yh 
| 9 cn Mee ah 
= |— Sete 
ene 22 


also mit Car we von Ungl. (15) (fr a= =) und der Beziehung 
}4,[2le|—le—z,| 


a, |: 


7 af jee’|+(1—[2")) a 
jei-(Isj—Sa) al (a 


je2"|-+(1—| 2") Se 


und daher: 


(19a) laq,}<7 <1, wenn: y= 


d. h, wenn: 
jae’ |+(1—|s'|)-¢8<jeP—le|-2 


( 


also schlieBlich: 
oe [al+ia’|>1, 


fe’|)-Sd<|e|(j2|—le’[)=le]-8, 


1) Man ae je far Sate: 


9 (1a) a7 — 8, 
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Diese Bedingung ist aber, wegen: 2+ 2’ =1, stets erfiillt, auBer 
wenn 2 und 2” gleichen Einheitsfaktor haben, d. h. im vorliegenden 
' Falle (wo ihre Summe reell und positiv ist) wenn ¢ und 2’ selbst reell 
und nichi-negativ sind und (wegen z+ 2°=1, |z|>!|2’|) den Inter- 
vallen: 1 >2> _ O<2< = angehéren, sodaB also: 


a= — 22° =—2(1— 2) nicht-positiv und: 0<|a|< +) 


SchlieBt man diese Werte von a vorliufig aus (insbesondere also 
den Wert a= 0, also 2’ =0, ¢=1) und geniigt der Bedingung (14) 
etwa durch die Wahl 2, = 2 (also: 2) = 2’ +0, g, = q += 0), 80 ergibt 
sich auf Grund der Beziehungen (19a), (19b) fiir jedes v > 1: 


lgq,;Se<1 


und daraus (vermittelst des Cauchyschen Fundamentalkriteriums zweiter 
Art) die (absolute) Konvergenz der Reihe >'9,q,---q, Setzt man 
dann wiederum: 3 


x 1; Qe tied! & cer agg 


so ist auf Grund des Ergebnisses von Nr. 3 der Kettenbruch S| 
konvergent, und zwar (s. Gl. (10), S. 905): ; 


a” 
(20) | =, 
/ 1 ian z’ 1+s8 


ausgenommen den einzigen [all s = — 1, in welchem er offenbar aufer- 


wesentlich divergiert (bzw. die Form - annimmt, falls a, = 0 ist). 
In den hierbei zuniichst ausgeschlossenen Fallen: 
(21) ——<a<0 (also: 0<1+4a<1) 
hat man: . 
a= (1+y71+4a)>0, “=> (1—V1+4a)>0 


und daher: , Ree eel ese 
d=2—2'=Y1+4a, 


sodaB die Bedingung (A) die Form annimmt: 
(22) la—a, | <Sa+- 

Ist aber diese Bedingung erfiillt, so findet man weiter: 
|a,[|<|a|+la,—a|<+ (wegen: |a|=—a), 


1) Vgl. FuBnote 1 der vorigen Seite. 
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mithin ergibt sich auf Grund des Kriteriums (A) von § 112, Nr. 4, 
S. 869, die unbedingte Konvergenz des Kettenbruches kal , ltiber- 
einstimmend mit der an die Bedingungen (A), (A,) _ gekntipften Be- 


hauptung. | 
Der an die Bedingungen (A), (A,) gekniipfte Fall unbedingter Kon- 
vergenz ergibt sich in folgender Weise. ~ 


Trifft man fiir den SD UPAn ES Wer der z, die bisher ausgeschlossene 
Wahl a = 1 (soda$ also: 27 =0, g, = 0), so ist die gis (14) 


bei = ~ dann und nur dann erfitillt, wenn: 
ket | < ee é, 


anders geschrieben: 
| 2” ja3 (fal —)2{), dc bh Sie 

also schlieBlich: 

(23) | q| = oder auch: 3|a|—j|42/?<0 (wegen: 


tibereinstimmend mit der Bedingung (A,) des aes Satzes. 


SchlieBt man fiir @ wieder die Werte —i<a<0 aus, fiir 


welche die unbedingte Konvergenz des Rotten braces in dem behaup-— 


teten Umfange ja bereits feststeht, so hat man (neben g,=0) wie 
oben | q, | <y <1 fiir jedes vy >2 und somit die Kona der Reihe 

%93°°°d, “ugleich finde man (wegen: 2, = 1, 2; De mit Be- 
niitzang der Gleichungen (7): 


[= 2- "2 Hes by bs ee ieee by 4 2p 

at ae ee 
Arnab § (ga eae —— le ee In ) 
a ee ae iene 11+, 


und daher mit Hilfe der Formel (2), 8. 902: 


a, 2 we 
Fal =a, (1 +> 92 93° °*Q,) 
2 


woraus die Konvergenz des Kettenbruches mit der Wertbestimmung: 


(24) Fal = Ce > 93 °° *4,) 


hervorgeht. Die Konvergenz ist im iibrigen eine unbedingte, da ja die 
Wirksamkeit der Voraussetzung | q |< = durch Weglassung von An- 
fangsghedern des Kettenbruches in keiner Weise gemindert wird. 


ee Re 7 
5 OM the ao Cine seer a 
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Es bleibt schlieBlich noch zu zeigen, daB auch fiir beliebige a die 
unbedingte Konvergenz des Kettenbruches gesichert ist, wenn die a, der 
engeren Bedingung (B) bzw. (C) gentigen, daf also unter dieser Voraus- 
setzung stets |1-+s|>0 ausfallt. 

Nun ist: 

ld+s|=! fe Pe) S| = : | 
und daher: 


(25) \1l+s|>0, wenn: | 5 — 


te 
oe eee 


Um diesen Ausdruck ete: hat man wegen | q |< 1: 


=| Sas -4,—@) 
sae 


und, da das Glied gq” bei Ausfiihrung der angedeuteten Multiplikation 
sich weghebt: 


lata, —-7 |S Peftial + la—a ilar’ 
1 


Andererseits findet man mit Beniitzung von Gl. (15): 


Qs ° g,—q' |. 


Nun ist: 


\2—2,|< 00 (also: |2,|>|4|—|¢—-2,| >|4| — 20) 


mit AusschluB der Gleichheit, sofern nur z, so bestimmt wird, daf: 
|2—2,|< 0 (mit Ausschlu8 der Gleichheit), was aber sicher der Fall 
ist, wenn man, wie oben geschehen ist, z, = ¢ annimmt. Hiernach er- 
gibt sich: 


foe Ee eae ee 
ieee h Z, Tapia | |2|(|2|—#d) 
und daher: 
0 : 

19,99 °° a = {el ee on =) —|q@|;, 
also schlieBlich: 

=" SP heaisc. 1 1 
et a eg 

tla TeT Tel 88) 


unter der Voraussetzung, da8 @ klein genug angenommen wird, um 


td 


lal +payqepee ~ ! 
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ausfallen zu lassen, d. h. wenn: 


td FY Soe 
faj—ea tla) lel 28, 
also: = 
14a 
(28) De rae 
Es wird sich zeigen, daB bei der nuamehr vorzunehmenden Fixie- _ 
rung von # dieser Bedingung wirklich gentigt wird. 


Durch Kombination der Ungleichungen (27) ergibt sich: 


's 4 ose ____. (mit AusschluB 
| No AC Ars le] (2] aos) - = a der Gleichheit), 


folglich ist die Bedingung (25) erfiillt, wenn gesetzt wird: 


t 29 
pea 
fel (e188) 
wenn also # aus der Gleichung bestimmt wird: 
(1 —|q/*)|2| (Jz, — 80) —2(1—|q])|2 |(|2| — 96) + 286=0, 


kiirzer geschrieben (nach Division mit (1 —|q/)-|2|= 6): 
('¢|—1)(/4|—80)+28=0. 
Hieraus ergibt sich: 


fee oe 
CY) ° 37 a—lap8 B]al+e 


und dieser Wert geniigt in der Tat der Bedingung (28), da 


Ferner findet man: 


j— oa 2leltor—elel_ Bisa] 2 


2igitdt eteiege | : 
sodaf also die Bedingung (AB) bei dieser Wahl von @ die Form (B) 


der Behauptung annimmt, namlich: 


}2{@l2¢{—elz’|) 3 _ 2\|2/?—|ale 
N04 NS asco = Gls eee 


die dann auf Grund der im Anschlu8 an die Bedingung (25) vor. 4 
genommenen Bestimmung von & die Konvergenz des Kettenbruches 


BE sicher stellt.- Diese letztere ist dann wieder eine unbedingte, da 


ja die Wirksamkeit der Bedingung (B) durch Weglassung von An- 
fangsgliedern des Kettenbr uches keine Einbufe erleidet. 
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Um schlieBlich diese Bedingung noch durch eine zwar engere, 
aber einfachere zu ersetzen, hat man: 


0 | 
Si a] 1—|q| 
Pega [2 by, 1) 
Si+ls} igl+a@—tab 
Nun ist: 
4 e+e’ isa Berd ge 
{— =a pec 1 aie 
ee a ee ae ae 
also: 
| 1—|@| 1— lal t—{q| 
go Ee = pe 4 hone 2a 
$ =2a+|¢)+ta—lq)? 8+lq/?- 4 
Cae Earl 5 BAN ier les Sa ee 
=2a—la)+0—[ay* 8—Tal~ 2 
und daher: 


L-f> = 
sodaB die Bedingung (B) a fortiori erfiillt ist, wenn: 
1 v7 A 
ja—a,|SeC—la)-& ”) 
entsprechend der Behauptung (C) des ausgesprochenen Satzes. 


5. Der soeben bewiesene Satz verlangt nur, daB die a, fiir v > 2 


‘Im einer gewissen, durch die Bedingung (A) bzw. (B) oder (C) gekenn- 
-zeichneten Ndhe einer bis anf die angegebenen Ausnahmen beliebigen 


Zahl a liegen. Wird statt dessen jetzt angenommen, dai lim a, =a, 
v-> 2% 


so wird |a—a,| fiir hinliinglich groBe v beliebig klein, also von einem 
gewissen v ab, etwa fiir » > m, jedenfalls klem genug, daf die Be- 


dingung (B) oder sogar (C)) des vorigen Satzes fiir v > m erfiillt ist. 


Daraus folgt dann aber, daf der Kettenbruch E a unbedingt konver- 
giert und somit Bi hichstens auBerwesentlich divergiert. Somit ergibt 
sich der folgende Satz: 

Ist the a, =a, wo a jede beliebige Zahl sein kann, mit Aus- 


Vn 
: : t. 
schlup der reellen Hace die absolut genommen > = sind, so 


ist der (eingliedrig limitir periodische) Kettonbruch ra hoch- 


1 
stens auBerwesentlich divergent und zum mindesten von einer ge- 
wissen Stelle ab unbedingt konvergent. 


1) Mit Hilfe einer etwas umstindlicheren, auf gewissen tiblichen Hilfsmitteln der 


_ Differentialrechnung beruhenden Abschitzung 1liBt sich der in obiger Ungleichung 


 auftretende Faktor ; durch den vorteilhafteren - ersetzen. 


ere 


¢ 
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6. Da fiir einen Kettenbruch von der allgemeineren Form Ea ’ 


wo |b | >0, die Aquivalenz besteht (§ 94, Nr. 4, Gl. (24), (25), S. 711): 


¥ v 


‘ a, a a, % ‘4 ae rl fae a, ee 
(31) El =|(T| , WO: a, = 7a Pages: fiir v > 2, 
so folgt, daB ein solcher Kettenbruch schon den Charakter eimes limi- 
tir periodischen besitzt, falls: 
a, ? 
(32) lim; = 4, 


v-> 0 ~y—1 “yy 


wo @ nur den zuvor der Zahl a auferlegten Beschrinkungen zu ge- 
by 
stimmten Stelle ab wnbedingt konvergiert. Uierzu wire offenbar hin- 
reichend, daB der Kettenbruch limitdr periodisch in dem urspriinglichen 
Sinne von Nr. 1 dieses Paragraphen, daB also: 


niigen hat, damit der Kettenbruch zum mindesten von einer be- 


(33) lima =a, limb, =b-—0 
be 2) V>@ 
(wo zi nicht reell negativ und zugleich numerisch >3). Aber die Be- 


dingung (32) verlangt offenbar erheblich weniger. Bezeichnet man z. B. 
mit (@,), (¢,) zwei Folgen positiver Zahlen, die den Bedingungen ge- 
niigen: 


Oo, 


é 
lmo,=+o, lme=0, lim = lim —-= 1, 
v-> oH V>@ V>o “v—-1L w>wo “y—1 


mit (a,), (b,) wieder zwei durch die Bedingungen (33) charakterisierten 

Zahlenfolgen, so haben-offeubar auf Grund der Aquivalenzbeziehung (31) 
2 a 2 0) 

auch die beiden Kettenbriiche Ea 5 sr | limitdr pertodischen 

Charakter, obschon die Teilzihler und -nenner des ersten den Grenz- 

wert oo besitzen, diejenigen des zweiten (insbesondere also die Teil- 


nenner entgegen der zweiten Bedingung (33)) gegen 0 konvergieren. 
eo . s ae e = —_— “4 
Hat man ferner zwar: lima,=a, dagegen: lim b,,—-1 = 0 = 0, 


: 3 eign a, a k->o 
lim 6, = 6" == 0, so folgt: lim bb = p7g7 S0daB also auch in 


M>o v-> 0 by 4 ¥ 
e a, 2 ° e « e « e 
diesem I*alle der Kettenbruch , | den Charakter eines eingliedrig limitar 


shops é pon ; 3 
pervodischen hesitzt, obschon die aos, ; a verschiedenen Grenzwerten 
zustreben. 3 
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7. Der Wert a= —ig gehérte bei der Aussage von Nr. 5 tiber 
den Konvergenzcharakter des limitiér periodischen Kettenbruches I; 


(wo: ia a, =a) schon zu den aaa ausgeschlossenen.. Aber, 


gleichwie die Annahme a= —7 fiir den schlechthin periodischen 
Kettenbruch ete ri ed, SR einen besonderen Fall yon Konvergenz 


liefert*), so kann auch der limitiir periodische Kettenbruch < zum 


mindesten von einer gewissen Stelle ab noch (unbedingt) konvergieren, 
wenn hn a= — Ks liegt die Vermutung nahe, daB dies insbeson- 


= 


dere der “Fall sein wird, wenn von einer gewissen Stelle ab durchweg: 
la, [< a und die Richtigkeit dieser Vermutung wird in der Tat durch 
das faiteeian (A) des § 112, Nr. 4, S. 869, bestitigt. 


Als See maBen flag mag es dagegen erscheinen, daB auchim 


Falle |a,| >7 (fiir jedes einzelne v) bei lim a, = —7 noch Konvergenz 


> 
stattfinden it wie aus dem Kriterlum (B) der eben angefiihrten 
Stelle unmittelbar hervorgeht. Danach ist insbesondere der Ketten- 
bruch: nth 
Gea Pte AES 
S]=| Fai 
yas, il errs er 
(bew. der damit Aquivalente: | sea ma “al ) noch (unbedingt) ia ab chi 
obschon ja jeder Teilzihler numerisch oberhalb + hegt und Aue Gy => ist, 


Hs erscheint ganz lehrreich, dieses ree Ape SeNG fait Hilfe der 
in Nr. 3 dieses Paragraphen reitendacpeetston Methode zu bestatigen 
und auf diese Weise den py att des betreffenden Kettenbruches zu be- 


stimmen. Wegen vs =— 7 hat jetzt die quadratische Gleichung (1) 
die Doppelwurzel 5 >» und man hat daher zu setzen (s. Gl. (5)): 
Pe 
Z2=>— 2 = 3? q == 1 


and sodann (s. Gl. (7)): 
. (y +1)? ene, yl 


Pei ay 1, ths tae pee 1)?—1° lv ape = 1). 


Wird jetzt z, so fixiert, daB: 
gS at 
a oreyd as 3? 


1) Vgl. S, 905, FuBnote 1. 
Prin gsheim, Vorlesungen I, 3. 59 
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so folgt allgemein fiir » > 1: 


yt ? y+1 4 
a= ies 2) SS aoa? : SS ye 
vy Qy+1 ytl Qy+3 vy 2y+1 vy ytd 


und daher auf Grund der Beziehungen (8) und (3): 


gy? n nr PL 
dy n OLS s) : , 
. ame = —— . eater v eee rece 4 
nae ald Oe ay sida Dh y 2 rare 
1 1 


1 


somit lim s, = oo und schlieBlich: 


n> oO 
y? ei 
as | = — I, 
1 1 


Die Konvergenz des Kettenbruches beruht also in diesem besonderen 


Falle (ganz analog wie im Falle des rein periodischen Kettenbruches 
1 


cea. -> vgl. S. 905, FuBnote 1) auf der ee der Rethe 


4a, a’ Be 


Anhang. 


Literaturnachweise, Anmerkungen und Ergiinzungen. 


Die wesentliche Grundlage fiir den Inhalt des vorliegendes Bandes 
wird aufer durch die in der Vorrede erwahnten Vorlesungen, in denen 
ich selbstverstindlich die altere Literatur reichlich benutzt habe, durch 
eine Reihe von Arbeiten gebildet, die zumeist aus AnlaB dieser Vor- 
lesungen bzw. zu deren literarischer Vervollstiindigung entstanden sind. 
Es sind dies die folgenden: 


In den Mathematischen Annalen: 


[1] Uber die Multiplikation bedingt konvergenter Reihen. 21 (1882), 
S. 327—378. 

[2] Uber die Wertverinderungen bedingt konvergenter Reihen 
und Produkte. 22 (1883), S. 455—503. 

[3] Uber die Konvergenz unendlicher Produkte. 33 (1889), 
8. 119—154. Mit Nachtrag: 42 (1893), S. 188. 

[4] Allgemeine Theorie der Divergenz und Konvergenz von Reihen 
mit positiven Gliedern. 35 (1890), S. 297—394. 

[5] Zur Theorie der Dirichletschen Reihen. 37 (1890), S. 38—60. 

[6] Zur Theorie der bestimmten Integrale und der unendlichen 
Reihen. 37 (1890), S. 591—604. 

[7] Uber analytische Darstellung unendlicher Reihen, die durch 
Gliederinversion aus einer gegebenen hervorgehen, 38 (1891), 8S. 153—160. 

[8] Zur Theorie der Konvergenzkriterien zweiter Art. 39 (1891), 
8. 125—129. 

[9] Uber bedingte Konvergenz unendlicher Produkte. 44 (1894), 
8. 413—416. 

[10] Zur Theorie der zweifach unendlichen Zahlenfolgen. 53 (1900), 
8. 289—321. 


In den Sitzungsberichten der Bayerischen Akademie 
der Wissenschaften, Mathematisch-Physikalische Klasse: 


[11] Uber die sogenannte Grenze und die Grenzgebiete zwischen 
Konvergenz und Divergenz. 1896, S. 605—624. 
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[12] Elementare Theorie der unendlichen Doppelreihen. 1897, 
S. 101—152. 

[13] Uber die Du Bois Reymondsche Konvergenzgrenze und 
eine besondere Form der Konvergenzbedingung fiir unendliche Reihen. 
1897, S. 303-334. | 

[14] Uber die Konvergenz unendlicher Ketten tr Gen, 1898, 
S. 295—324. 

[15] Uber die ersten Beweise der Irrational von e und 2. 
1898, S 325—337. 

[16] Uber ein Konvergenzkriterium fiir Kettenbriiche mit ‘posi- 
tiven Gliedern. 1899, S. 261—268. | 

[17] Uber das Verhalten von Potenzreihen auf dem Konvergenz- 
. kreise. 1900, S. 37—100. 

[18] Uber die Konvergenz periodischer Kettenbriiche. 1900, 
Ss 463 —488. 

'. [19] Uber die Divergenz gewisser Potenzreihen an der Konver- 
genzgrenze. 1901, S. 505—524. 

[20] Uber einige Konvergenzkriterien fiir Kettenbriiche mit kom- 
plexen Gliedern. 1905, S. 359—380. 

[21] Uber Konvergenz- und Divergenzkriterien fiir zwei- und 
mehrfach unendliche Reihen. 1908, 8. 41—54. 

[22] Uber Konvergenz und funktionentheoretischen Charakter 
gewisser limitar-periodischer Kettenbriiche. 1910, 8. 3—52. 

[23] Uber die Aquivalenz der sogenannten Hélderschen und 
Cesaroschen Grenzwerte und die Verallgemeinerung eines beim Be- 
weise beniitzten Grenzwertsatzes. 1916, 8. 209—224. — mes 
1918, 8. 89—92. 

[24] Uber die Konvergenz periodischer und gewisser nicht-perio- 
discher Kettenbriiche mit komplexen Gliedern. 1917, 8S. 221—250. 

[25] Zur Theorie der unendlichen Kettenbriiche. 1918, S. 65—89. 

[26] Uber eine Konvergenzbedingung fiir unendliche Reihen, die 
durch iterierte Mittelbildung reduzibel sind. 1920, S. 275—284. 


Ferner: 


[27] Allgemeine Theorie der Divergenz und Konvergenz von 
Reihen mit positiven Gliedern. Math. Congress papers Chicago 1893. 
New-York, 1896, S. 305—329. ; 

[28] Uber den Zahl- und. Grenzbegriff im Unterricht. Jahresb. 
d. D. M. V. 6 (1898), 5. 73—83. 

[29] Uber Konvergenzkriterien fiir Reihen mit komplexen Gliedern. 
Archiv f. Math. u. Phys. (3) 4 (1902), 5S. 1—19. 


Allgemeine Literaturangaben. 919. 


Abgesehen von den zahlreichen in den genannten Arbeiten ent- 
haltenen Literaturangaben habe ich die hauptsichlichste dem Stoff- 
gebiete dieses Bandes angehGrige Literatur in zwei Artikeln der Ency- 
klopadie der Mathematischen Wissenschaften und merklich vervoll- 
stindigt in den entsprechenden drei Artikeln der (von J. Molk redi- 
gierten und teilweise durch Zusitze vermehrten) franzésischen Ausgabe 
zusammengestellt, nimlich: 


In der deutschen Ausgabe —1 A 3 (1898), S. 47—146. Irrational- 


_. zahlen und Konvergenz unendlicher Prozesse. 


IG 3 (1904), 8. 1121—1128. Unendliche Prozesse mit komplexen 
Termen. 

In der franzosischen Ausgabe — 13 (1907), S. 1833—208. Nom- 
bres irrationels et notion de limite. 

I 4 (1907), S. 210—328. Algorithmes illimités. 

I 6 (1908), 8. 470-—488. Algorithmes illimités de nombres com- 
plexes. 


Da ich den Umfang dieses Anhanges nicht unverhiltnismibig 
ausdehnen méchte und es mir daher nicht angebracht erscheint, einen 
erheblichen Teil der in diesen Artikeln und den genannten Spezial- 
arbeiten enthaltenen, iiberaus zahlreichen Literaturangaben hier zu 
wiederholen, so begniige ich mich zuniichst mit dem generellen Hin- 
weis auf deren Existenz und werde mich im iibrigen in bezug auf 
Literaturangaben auf eine Anzahl einzelner Falle, zum Teil unter spe- 
ziellerem Hinweis auf die obigen Publikationen’) und insbesondere 
auf die Erwaihnung solcher hier bentitzter Arbeiten beschrinken, die nach 
dem Erscheinen der franzdsischen: Encyklopidie veréffentlicht worden 
sind oder mit solchen in historischem Zusammenhange stehen. Hier- 
nach wollen also die weiterhin gegebenen Literaturnachweise nicht im 
entferntesten irgendwelchen Anspruch auf Vollstiindigkeit machen, 
und ich bitte ausdriicklich, es entschuldigen zu wollen, wenn bei dieser 
Sachlage irgendwelche Priorititsanspriiche dieses oder jenes Autors: 
nicht in das gehorige Licht gestellt werden sollten, um so mehr, als ich auch 
schon im Text mit dem Gebrauche von Eigennamen zur Kennzeich- 
nung von Sitzen oder Methoden verhiiltnismibig sparsam umgegangen 
bin. Und da ich in einer Besprechung von Abteilung II aus diesem 
Grunde bereits entschiedenen Tadel erfahren habe, so méchte ich mit 


1) Dabei werden die angefiihrten Spezialarbeiten unter den betreffenden 
Nommern (in eckigen Klammern), die deutsche bzw. franziésische Ausgabe der 
Encyklopidie als D. Enc. baw. Enc. fr. zitiert. 
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dem Bekenntnisse nicht zuriickhalten, daB jener Gepflogenheit sogar 
eine gewisse Absicht zugrunde liegt. Ich habe namlich eine ausge- 
sprochene Abneigung gegen die immer mehr um sich greifende 
Mode, jedes neue Sitzchen oder Methédchen sofort mit der Schutz- 
marke des Erfinders zu versehen und sodann von dem X-schen Satze 
oder der Y-schen Methode mit der gleichen Selbstverstindlichkeit zu | 
sprechen, wie etwa von dem Cauchyschen Integralsatze oder einer 
Riemannschen Flache, dem Abelschen Theorem oder der Weier- 
straBischen #°-Funktion. Es mag dann wohl sein, daB ich in berech- 
tigter Opposition gegen diese fortschreitende Entwertung der mathe- - 
matischen Unsterblichkeitsvaluta vielleicht etwas zu weit gehe, wenn 
ich mich bei derartigen Namengebungen vorwiegend auf solche be- 
schrinke, die bereits Anspruch auf die Bezeichnung ,,klassisch“ ge- 
wonnen haben. / 


Abschnitt IL 


Zur Einleitung und zu § 1 (S. 1—8). 


Die Grundlagen fiir den hier durchgefiihrten Aufbau der Zahlen- 
lehre entnahm ich den Arbeiten von Heine: Die Elemente der 
Funktionenlehre (Journ. f. Math. 74 [1872], 8. 173ff.) und Helmholtz: 
Zahlen und Messen erkenntnistheoretisch betrachtet (Philosophische 
- Aufsiitze, Ed. Zeller gewidmet, Leipzig 1887; wieder abgedruckt: 
Wissensch. Abhandlungen, Bd. 3 [1895], 8. 359 ff.). Bei Helmholtz 
(a. a. O. S. 362) findet sich insbesondere schon der Hinweis auf die 
dekadische Ziffernschrift als eines Mittels, ,um durch Kombination von 
nur zehn verschiedenen Zahlzeichen in einfacher und leicht verstand- 
licher Weise die Reihe (sc. der Zahlzeichen) unbegrenzt fortzusetzen, 
ohne je ein Zeichen zu wiederholen“; ferner die Definition der Be- 
ziehungen @ Sb und a=b gerade so, wie in Nr. 1 der Hinleitung 
angegeben wird. M.Pasch (Grundlagen der Analysis, Berlin u. Leip- 
zig 1909) fiihrt die natiirlichen Zahlen (a. a. O. § 10) unabhangig von 
der dekadischen Ziffernschrift ein und beniitzt diese letztere nur als 
Mittel zur Namengebung (a. a. O. § 15; vgl. auch desselben Verfassers: 
Verdnderliche und Funktion, Leipzig u. Berlin 1914, § 24). 

Die von mir bereits im Vorwort zur ersten Abteilung (S. VIII) 
ausgesprochene Vermutung, daB die hier gegebene Hinfiihrung der 
geordneten und unbegrenzt fortsetzbaren Folge der natiirlichen Zahlen 
vom Standpunkte der reinen Logik aus als unzureichend angesehen - 
werden wiirde, hat sich gelegentlich einer (iibrigens sehr eingehenden 
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und auBerordentlich anerkennenden) Besprechung der beiden ersten 
Abteilungen’) durchaus bewahrheitet. Immerhin gibt der Verfasser 
jener Kritik selbst zu, daB zurzeit weder die Mengenlehre, noch die 
Peanosche Axiomatik*) als eine in jeder Beziehung ausreichende logische 
Grundlage der Mathematik gelten kénne und daB man andererseits, 
zumal bei einer mathematischen Darstellung elementareren Charakters, 
,notgedrungen darauf verzichten miisse, in der logischen Grundlegung 
usque ad initium, bis zum bitteren Anfang, zuriickzugehen“; daB man 
ferner denjenigen Kinwand, der gegen die angebliche Existenz der er- 
forderlichen Grundeigenschaften bei dem beschriebenen Zeichensystem 
zu erheben sei, beseitigen kénne, indem man dieselbe als unbewiesenen 
Grundsaiz hinnehme. Mit diesem Auskunftsmittel kénnte ich mich 
allenfalls . abfinden, wenn es meiner Denkweise auch mehr entspricht, 
die fragliche GewiBbheit der inneren Anschauung zu entnehmen. Ob 
vielleicht durch eine im Peanoschen Sinne aziomatische oder an den 
Begriff der Kardinalzahl ankniipfende mengentheoretische Hinfihrung 
der natirlichen Zahlen dem Bediirfnisse der Anfainger besser gedient 
werde, halte ich fiir mehr als zweifelhaft. Im iibrigen wire damit 
doch immer nur ein ersier Schritt getan, der nach meinem Daftrhalten 
fiir ein weiteres Fortschreiten zum allgemeineren Begriffe der reellen 
Zahlen noch keinerlei Direktive gibt. Will man iiberhaupt zu einem 
brauchbaren allgemeinen Zahlbegriff gelangen, so muB doch, wie ich 
dies bereits bei friiherer Gelegenheit (s. [28], S. 78) ausgesprochen 
habe, vor allen Dingen ein Mittel gefunden werden, um erstens alle 
moglichen als Zahlen bezeichneten Objekte und zweitens die zwischen 
ihnen bestehenden sogenannten Grdfenbeziehungen unter einen 
gemeinsamen Gesichtspunkt zu bringen. In dieser Beziehung scheint 
mir die von mir befolgte und (wie ich glaube, zum ersten Male) in 
allen Kinzelheiten konsequent durchgefiihrte Methode gegeniiber den 
mir bekannten elementaren Darstellungen dieses Gegenstandes immer- 
hin einen merklichen Fortschritt zu bedeuten. 


Ausfiihrliche Literaturangaben betreffs der verschiedenen Methoden 
zur Hinfiihrung des Zahlbegriffs gibt die Ene. fr. 11 (J. Tannery. et 
J. Molk dapres H. Schubert: Principes fondamentaux de l’arithmétique, 
Ne 1—7). Hinzuzufiigen: EH. V. Huntington, Complete sets of postu- 
lates for the theory of positive integral and positive rational numbers 
(Transact. Am. Math. Soc. 3 [1902], p. 280). — O. Hélder, Die Arith- 
metik in strenger Begriindung (Programmabh. Leipzig 1914). 


1) G6tt. gel. Anzeigen, 1919, S. 321—347. 
2) Arithmetices principia nova methodo exposita. Torino 1889. 
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Die rekursorische Definition der Addition dnd Multiplikation g0- 
wie die Beweise fiir deren Grundeigenschaften vermittelst vollstindiger 
Induktion riihren von Hermann GraBmann her (Lehrbuch der Arith- 
metik fiir héhere Lehranstalten, Berlin 1861).1) Doch weicht GraB- 
manns Darstellung von der hive gegebenen insofern wesentlich ab, 
als er neben den matiirlichen, also positiven ganzen Zahlen von vorn- 
herein auch die negativen und die Null einfiihrt. Die vorliegende Dar- 
stellung nahert sich mehr derjenigen, welche R. Dedekind, wohl un- 
abhingig von GraBmann, in seiner Schrift: ,,Was sind und was sollen 


die Zahlen?“ Braunschweig 1887 (8. 44—49) gegeben hat. 


zu § 8, Nr. 1 C 41/43). 

Es werden daselbst die Briiche © (bei beliebigen ganzzahligen 
a>0, 6>0) in der Weise eingefiihrt, da die fiir die ,uneigentlichen“ 
Briiche bereits als notwendig erkannten Ordnungs- und Rechnungsregeln 
auf Grund einer ,,gewissen logischen Notwendigkeit“ (wie es auf S. VII 
des Vorworts, vorletzte Zeile hei®t) nunmehr definitionsweise auf die 
Gesamtheit aller méglichen u ausgedehnt werden. Der Verfasser der 


bereits oben erwihnten Besprechung in den Géttinger gelehrten An- 
zeigen macht dazu die Bemerkung, man tite besser, diese ,,gewisse“ 
logische Notwendigkeit durch eine vollstdndige zu ersetzen, indem man 
zunichst i durch die Beziehung: 
is -a=b 

defimiert, aus der sich dann alles weitere ohne jede Willktirlichkeit ein- 
wandfrei ergibt. In der Tat habe ich diesen Weg in meinen Vor- 
lesungen frither eingeschlagen, habe ihn aber neuerdings verlassen, 
weil er — beziiglich der negativen Zahlen zwar noch gangbar — bei 
der Hinfihrung der Irrationalzahlen ginzlich versagt. Gerade fiir diese ~ 
Krénung des ganzen Aufbaus der reellen Zahlen eine dem Anfanger 
moglichst zwanglos einleuchtende Form zu finden, habe ich fiir eine 
Hauptaufzabe meiner ganzen Darstellung gehalten. Der Eindruck einer 
erheblichen Willktirlichkeit scheint mir aber bei der Einfiihrung der 
irrationalen bzw. der allgemeinen reellen Zahlen unvermeidlich, wenn 
die hierzu dienliche Methode nicht schon da hinlinglich vorbereitet wird, 


1) Das langst vergriffene, auch auf den hiesigen dffentlichen Bibliotheken 
fehlende Buch ist wenigstens teilweise (es sind die ersten 56 Seiten) in GraB- 
manns gesammelten Werken, Bd. II, 1, 8. 295—348 wieder abgedruckt worden. 
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wo es sich zunichst nur um eine systematische Bestatigung von Regeln 
handelt, deren Gebrauch dem Anfinger bereits volistindig in Fleisch 
und Blut tibergegangen ist. Das diirfte aber sicher bei den wositiven 
Brichen zutreffen, und zwar nur bei diesen, da schon beziiglich des 
Rechnens mit megativen Zahlen die Schultradition zumeist wenig ge- 
eignet ist, die hierbei naturgemi8 auftretenden Zweifel zu beseitigen. 
Wir den Anfanger, der die Brauchbarkeit der fraglichen Methode bei 
ihrer Anwendung auf die positiven Briiche miihelos kennen gelernt 
und bei der Begriindung der Regeln fiir die negativen Zahlen bewahrt 
gefunden hat, muS nach meinem Dafiirhalten der analoge Schritt bei 
Hinfiihrung der allgemeinen reellen Zahlen, namlich die Art des Uber- 
ganges von den rational konvergenten zu den schlechthin konvergenten 
Zahlenfolgen, geradezu den Charakter der Selbstverstandlichkeit besitzen. 
Nach alledem scheint mir aber der didaktische Gewinn des von mir 
eingeschlagenen Weges so erheblich, daB die dabei erlittene EinbuBe 
an ,zwingender Notwendigkeit“ nicht als ausschlaggebend in Betracht 
kommen diirfie.*) 


Zu § 19, Nr. 8 (S. 115). 


In der Fufnote 2 finden sich im Anschluf an die im-Texte GL (4) 
gegebene Definition der Schretbweise {A,} = 0 die beiden Bemerkungen, 
daB aus: {A,}=0 (zur Bezeichnung der Null- Konvergenz der Folge 
{ A, }) stets folgt: {C,A,}=0, wenn die |C,| unterhilb einer posi- 
tiven Zahl bleiben; und daB umgekehrt: {A,}=—0 aus: {C4} =0 
hervorgeht, wenn die |C,| oberhalb einer positiven Zahl bleiben. Ich 
glaubte die Verstandeskrifte meiner prisumtiven Leser weder zu iiber- 
schatzen, noch zu iiberlasten, wenn ich ihnen zumutete, die nach 
meinem Dafiirhalten aus dem ganzen Zusammenhange bervorgehende 
Richtigkeit dieser beiden Bemerkungen ohne weitere Erliuterung einzu- 
sehen. Leider hat mir dieser vielleicht etwas allzu leichtfertige Optimis- 
mus den folgenden scharfen Verweis des am Anfang der letzten Fuf- 


1) Nach Angabe des Referenten einer angesehenen mathematischen Zeitschrift 
soll die obige Methode in Vorlesungen schon vielfach beniitzt worden sein. Es 
liegt mir fern, diese angebliche Tatsache bestreiten zu wollen: immerhin wire 
es vielleicht nicht ganz unpassend gewesen, wenn der Herr Kritiker zur Unter- 
stiitzung seiner etwas vagen Behauptung einige jener zahlreichen Vorlesungen 
namhaft gemacht hitte. 

Wenn f-rner in einer anderen Besprechung dieses ersten Abschnitts gesagt 
wird, die Einfiibrung der rationalen und irrationalen Zahlen, des Grenzwert- 
begriffs usw. werde von mir zum grofen Teil fhnlich dargestellt wie in der 
Arithmetik von (. Firber (Leipzig 1911), so muB ich dieses Lob bescheiden 
ablehnen, da mein Standpunkt dem Fiarberschen genau entgegengesetzt ist. 
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note erwihnten Kritikers zugezogen: ,,S. 115 werden Grenzwertsatze, 
die, wenn auch einfach, doch von hervorragender Wichtigkeit sind, 
in FuBnote 2 nur fliichtig abgetan.1) Die Sitze selbst werden alsbald 
im Text hiufig gebraucht.“ Da ich von der ersten der oben angefiihrten 
Bemerkungen nur ei einziges Mal (auf S. 139 — tibrigens unter ge- 
wissenhaftem Hinweis auf jene FuBnote), von der zweiten im ganzen 
Buche niemals Gebrauch gemacht habe, so beanspruche ich kein maB- 
gebendes Urteil dariiber, bis zu welchem Grade jene zwei Bemerkungen 
als Grenzwertsitze von hervorragender Wichtigkeit anzusprechen sind. 


Dagegen mu8 ich die Bezeichnung ihrer im Mittel =;maligen Ver- 


wendung als einer hdufigen fiir etwas iibertrieben erklaren. 


Zu § 22, Nr. 1 (S. 125). 

Die hier als konvergente Zahlenfolgen (c,) bezeichneten, durch eine 
Bedingung von der Form ICn49— | Se (o = 1, 2, 3, ---) charakteri- 
sierten unbegrenzten Folgen rationaler Zahlen werden von Heine 
(Journ. f. Math. 74 [1872], 8.174) schlechthin als Zahlenreihen, von 
G. Cantor (Math. Ann. 21 [1883], S. 567) als Fandamentatrehes von 
J.Thomae (Elementare Theorie der analytischen Funktionen einer 
komplexen Verinderlichen, 2. Aufl, Halle 1898) als reguldre Reihen 
bezeichnet. Die Beniitzung des Ausdrucks ,,konvergent“ in dem oben 


1) Der betreffende Kritiker scheint tiberhaupt FuBnoten als etwas ungemein 
Verachtliches anzusehen, wie aus dem folgenden (der gleichen Besprechung ent- 
nommenen) Satze hervorgeht: ,,Die Originalabhandlungen des Verfassers sind 
haufig durch sorgfaltig ausgewihlte Beispiele und Gegenbeispiele besonders 
instruktiv; im jetzigen Buch sind, vom letzten Kapitel abgesehen, die Beispiele 
meist zu FuBnoten degradiert.“ ,,Degradiert“ finde ich schon recht hart. Aber 
hiervon abgesehen: es hat mich iu8erst peinlich tiberrascht, daB mit dieser ,,Degra- 
dation‘ auch der ginzliche Verlust der instruktiven Qualititen verbunden sein 
soll! Ubrigens habe ich in wohlerwogener Absicht einfache und kurze Beispiele 
nur dann in FuBnoten untergebracht, wenn es mir zweckmiiBig schien, sie, ohne 
den Zusammenhang des Textes zu unterbrechen, ganz unmittelbar an ein bestimm- 
tes Schlagwort oder eine kurze Bemerkung deutlich sichtbar anzuschliefen, statt 
sie (nach meiner Meinung weniger instruktiv) erst am Schlusse eines Absatzes 
nachhinken zu lassen, Austiihrlichere Beispiele, die zur Erliuterung einer lingeren 
Betrachtung, eines Lebrsatzes oder einer Methode dienen sollen, haben stets im 
Text Platz gefunden. Wenn weiterhin derselbe Herr Kritiker in seiner Besprechung 


des zweiten Abschnitts es temingelt, daB ich Reihen wie “5 und tausend (!) 


andere zur Verfiigung stehende nicht als Beispiele fiir Reihen-Summation aus- 
gentitzt hatte, so kann ich nur lebhaft bedauern, daB er weder Proben aus seinem 
iippigen Vorrate geeigneter Beispiele mitgeteilt, noch verraten hat, wie ich es hiitte 
machen sollen, um wenigstens die (auf 8.447, Fu8note 1 ausdriicklich von mir er- 


2 
wahnte) Formel se = = ohne jedes Hilfsmittel der Funktionenlehre abzuleiten. 


\ 
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angegebenen Sinne') (also unabhingig von dem Begriff des Grenz- 
werts) diirfte von Ch. Méray (Nouveau précis d’analyse infinitésimale, 
Paris 1872, p. 2) herriihren, der mit variante convergente bezeichnet, 
was hier konvergente Zahlenfolge genannt wird. Suite convergente 
findet sich wohl zuerst bei Jules Tannery, Introduction 4 la théorie 
des fonctions d’une variable (Paris 1886), p. 25. 


Zu § 28 (S. 134 ff.). 

Die im Text gegebene, im Gegensatz zu dem ilteren, wesentlich 
geometrischen Betrachtungen entnommenen Irrationalzahlbegriff, rein 
arithmetische Kinfiihrungsart der allgemeinen reellen, insbesondere der 
irrationalen Zahlen mit Hilfe der konvergenten Zahlenfolgen riihrt von 
Ch. Méray und G. Cantor her, welche diese Methode unabhingig 
voneinander aufgefunden haben. Méray hat die Grundziige seiner 
Theorie bereits im Jahre 1869 verdffentlicht (Revue des sociétés sa- 
vantes: sc. math. (2), 4, p.284) und in seinem 1872 erschienenen: Nou- 
veau précis d’Analyse infinitésimale wiederholt. In demselben Jahre 
erschien auch Cantors erste Publikation iiber diesen Gegenstand 
(Math. Ann. 5 [1872], 5.128) und eine (zum Teil auf miindlichen Mit- 
teilungen Cantors beruhende) ausfiihrlichere Darstellung von E. Heine 
(Journ, f. Math. 74 [1872], 5.173). lLetzterer bezeichnet dabei diese 
Theorie nicht unpassend als eine gliickliche Fortbildung einer anderen, 
gleichfalls. rei arithmetischen Kinfiihrungsart der Irrationalzahlen, deren 
sich bereits seit lingerer Zeit K. Weierstra8 in seinen Vorlesungen 
iiber analytische Funktionen bedient hatte. Einen kurzen AbriB ihrer 
Grundprinzipien hat zuerst H. Kossak veréffentlicht (Progr. des Werder- 
schen Gymnasiums, Berlin 1872), ausfiibrliche Darstellungen findet 
man in V. von Dantschers ,,Vorlesungen iiber die WeierstraBische 
Theorie der irrationalen Zahlen“ (Leipzig und Berlin 1908) und in 
G. Mittag-Lefflers Abhandlung ,,Die Zahl: Hinleitung zur Theorie 
der analytischen Funktionen“ (Tohoku Math. Journal 17 [1920], 
p. 158—209). Das in dem vorliegenden Zusammenhange bestindig auf- 
tauchende Jahr 1872 hat noch eine dritte arithmetische Theorie der Irratio- 
nalzahlen an das Licht der Offentlichkeit gebracht, diejenige von R. Dede- 
kind (Stet'gkeit und irrationale Zahlen. Braunschweig 1872). Sie beruht, 
_ im Gegensatz zu der WeierstraBschen und Méray-Cantorschen Theorie, 
nicht auf der Beniitzung irgendeines arithmetischen Formalismus, son- 
dern auf dem Prinzip des sogenannten (Dedekindschen) ,,Schnittes“, 
wovon im zweiten Bande dieser Vorlesungen noch die Rede sein soll. 
Fiir eine allgemeine Orientierung iiber die Entwicklung des Irrational- 


1) Vgl. dagegen die Anmerkung zu §§ 26, 44 8. 927, Absatz II. 
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zahlbegriffs und der hierauf beztiglichen Theorien diirften die ent- 


sprechenden Paragraphen der beiden Encyklopidie-Ausgaben gute 
Dienste Jeisten (D. Enc. I A 3, 8.49—62; merklich vervollstindigt: 
Ene. fr. 1 8, p. 183 —174). 

Zu 8. 143, am Schlusse von Nr. %, ist hinzuzufiigen: ,,Die friiher 
(S. 74/6) tiber den absoluten Betrag von Summen, Differenzen, Pro- 


dukten und Quotienten rationaler Zahlen bewiesenen Sitze lassen sich — 


ohne weiteres auch auf beliebige reelle Zahlen tibertragen.“ 


Zu § 25 (S. 148ff.). 

Die grundlegenden Begriffe und Satze dieses Paragraphen stammen 
aus G. Cantors ersten mengentheoretischen Arbeiten: ,Uber eine Higen- 
schaft des Inbegriffs aller reellen algebraischen Zahlen“ (Journ. f, Math. 
77 [1874], 8. ae und ,,Kin Beitrag zur Mannigfaltigkeitslehre“ (eben- 
das. 84 [1877], S.242). Den sehr einfachen (auf dem sogenannten 


Diagonalverfahren beruhenden) Beweis des Satzes auf S. 158 hat Can-. 


tor in der Note: ,,Uber eine elementare Frage der Mannigfaltigkeits- 
lehre“ (Jahresb. d. Deutschen Math. Ver.1 [1892], S. 75) mitgeteilt, nach- 
dem er bereits in der ersten der oben angefiihrten Arbeiten den” frag- 
lichen Satz weniger einfach bewiesen hatte. 


Zu § 26, Nr. 4 (S. 161) und § 44, Nr. 1 (S. 293). 

Uber zweckmaBige Begrenzung des Inhalts und Umfangs der Be- 
zeichnungen Grenzwertexistenz, Konvergenz und Divergenz bestehen unter 
den Mathematikern leider noch erhebliche Meinungsverschiedenheiten. 

Daf die Aussage, A, habe ftir » —+> oo unter den auf 8. 164 des 
Textes angegebenen Bedingungen den Grenzwert + 0co bzw. —co 
im Grunde genommen einen offenbaren Widerspruch enthalt, wurde 
a.a.O. bereits hervorgehoben. Andererseits hat sich die Serene. 
(1) lim A, =-+ co bzw. =— co 

v>o 

zur Kennzeichnung des in Frage stehenden Falles als durchaus ntitz- 
lich erwiesen und ist so allgemein tiblich geworden, daB sie schwer- 
lich in absehbarer Zeit wieder verschwinden diirfte, keinesfalls aber 
einfach ignoriert oder gewissermaBen verheimlicht werden kann. Es 
muB also doch irgendeine Méglichkeit bestehen, den Inhalt der For- 
mel (1) auch miindlich zu verbreiten und da dies wohl kaum wesent- 
_ lich anders geschehen kann, als mit den Worten: ,Der Limes von a 
fiir unbegrenzt wachsendes v ist positiv bzw. negativ unendlich“ 

scheint mir kein anderer Ausweg tibrig zu bleiben, als diesem Lies, 
auf deutsch: Grenzwert ,, Unendlich' irgendeine Art von Existenz zuzu- 


g 


Ce 
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erkennen. MHiernach erscheint es mir héchst inkonsequent und daher 
irrefiihrend, wenn manche Autoren’) trotz gleichzeitiger Beniitzung der 
Schreibweise (1) unter der bloBen ,,Hxistenz eines Grenzwerts“ (ohne jeden 
weiteren Zusatz) allemal und ausschlieBlich die Existenz eines endlichen 
Grenzwertes verstanden wissen wollen. Um in dieser Hinsicht jedes 
MiBverstandnis zu beseitigen, schien es mir zweckmaBig, die Hvxistenz 
eines Grenzwertes mit Hinbeziehung des Falles von Gl. (1) durch den 
Zusatz ,,im weiteren Sinne“ zu charakterisieren, dagegen bei AusschlieBung 
dieses Falles sie ausdriicklich als Existenz eines endlichen Grenzwertes, 
gelegentlich auch als Existenz im engeren Sinne zu bezeichnen. 

Die Konvergenz einer Zahlenfolge wird, statt durch die von uns 
zur Definition beniitzten Ungleichungen (s. 8S. 125 und 161—162); haufig 
durch die Forderung der Existenz eines Grenzwerts definiert. Dabei gehen, 
im Gegensatz zu der iibergroBen Majoritat, einzelne Mathematiker*) so 
weit, diese Forderung in dem oben bezeichneten wetteren Sinne zu ver- 
stehen: sie bezeichnen demnach auch Zahlenfolgen mit dem Grenzwert 
+ co bzw. — oo (in offenbarem Gegensatz zur etymologischen Bedeu- 
tung des Wortes) zunichst als konvergent, sehen sich dann aber zur 
Vermeidung von anderweitigen Unstimmigkeiten genétigt, unendliche 
Reihen, deren Partialsummen nach + 00 bzw. — oo »konvergieren“, als 
divergent za bezeichnen und demgemaf den Begriff der Reihenkonvergenz, 
wie sonst allgemein iiblich, auf die Existenz eines endlichen Grenzwertes 
zu beschrinken.*) 

Scheint hiernach zum mindesten in bezug auf den Begriff der Kon- 
vergenz unendlicher Reihen bei den verschiedensten Autoren vollstindige 
Ubereinstimmung zu herrschen, so zeigen sich bei der Begriffsbestim- 
mung der Divergenz und ihrer besonderen Abarten erhebliche Ditferenzen. 

1) Siehe z. B. die ausdriickliche Bemerkung von E. Landau, Handbuch der 
Lehre von der Verteilung der Primzahlen, 1 (Leipzig und Berlin 1909), S. 17, 
FuBnote 2.— Abnlich Jules Tannery, Introduction a la théorie des fonctions d'une 
variable réelle, 2itme éd., 1 (Paris 1904), p. 85. Ubrigens fiigt T. die Bemerkung hinzu, 


es sei ,,assez singulier de ne pas oser dire que wu, a une limite infinie, ou a l’infini 


pour limite, quand on écrit lim u,—-+ oo. Ich bin der Meinung, da8 jeder, 
n= @® 
der sich dieser Schreibweise bedient, auch den kiihnen Wagemut besitzen sollte, 


sie im Bedarfsfalle in Worte zu fassen. 

2) Siehe z. B. E. Cesaro, Elementares Lehrbuch der algebraischen Analysis 
and der Infinitesimalrechnung. Deutsch von G. Kowalewski (Leipzig 1904), 
S. 89. — (©. Carathéodory, Vorlesungen itiber reelle Funktionen (Leipzig und 
Berlin 1918), 8. 88/89. 

3) Cesaro, aa, 0. 8.118. — Carathéodory, a. a. 0. 8. 102, FuBnote. 
(Man kénnte diese Inkonsequenz allenfalls in abnlicher Weise rechtfertigen wie 
die Bezeichnung eines unendlichen Produkis mit dem Grenzwert Null als eines 
divergenten: vg]. weiter unten die Anmerkung zu § 80, Nr. 1, 8. 957.) ; 
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Nach dem Vorgange von Cauchy (Analyse algébrique, Paris 1823, 
p. 123 = Oeuvres, 2° Série, III, p. 114) bezeichnen viele Mathematiker, 
wie auch auf S. 294 unseres Textes geschehen, jede Reihe, die nicht 
konvergiert, als divergent. Demgegeniiber nennt Catalan in seinem 
Traité élémentaire des séries (Paris 1860), p. 1/2 nur solche Reihen 
divergent, deren Partialsummen s_ absolut genommen mit n ins Unend- 
liche wachsen, bezeichnet daygegen solche Reihen, deren Partialsummen, 
ohne (numerisch) ins Unendliche zu wachsen, keinen bestimmten Grenz- 
wert haben, als weder konvergent, noch divergent und demgema8 als un- 
bestimmt [,,séries indéterminées“1)]. Da der zweite Teil dieser Aussage 
ganz unzweideutig nur diejenigen Reihen umfaBt, die nach unserer 
Terminologie innerhalb endlicher Grenzen oszillieren, so hatte man nicht 
nur, wie die Catalansche Fassung zunachst vermuten 1aBt, zu den 
divergenten Reihen ausschlieBlich diejenigen zu rechnen, fiir welche 
lim | s, | =+-00, sondern auch diejenigen, fiir welche nur lim |s, |=+ 00. 
n> w > © 


Im itbrigen macht Catalan beztiglich der ,unbestimmten Reihen in 
einer FuBnote den folgenden Zusatz: ,La plupart des auteurs font 
rentrer cette troisiéme espéce de série dans la catégorie des séries diver- 
gentes. Cette .classification nous parait contraire a létymologie et a la 
signification habituelle du mot divergent“ Seit Catalan dieses schrieb, 
scheinen sich die Ansichten iiber die vorliegende Frage so auBerordent- 
lich verschoben zu haben, daB es als recht zweifelhaft angesehen werden 
muB, ob heutzutage noch die Mehrzahl der Autoren die ,unbestimmten* 
Reihen zu den divergenten zihlen. Insbesondere haben zahlreiche und 
vielfach verbreitete Lehrbiicher, in denen die Kinfiihrung in die Reihen- 
lehre eine maBgebende Stelle einnimmt, sich der Catalanschen Ter- 
minologie vollstindig angeschlossen oder gehen sogar noch dariiber 
hinaus, indem sie alle Reihen mit zwei verschiedenen Hauptlimites, auch 
wenn einer oder beide wnendlich, nicht als divergent bezeichnen. Man 
vergleiche z. B.: M. A. Stern, Lehrbuch der algebraischen Analysis 
(Leipzig und Heidelberg 1860), S. 60. — K. Hattendorff, Algebraische 
Analysis (Hannover 1877), S. 27. — Weber- Wellstein, Enzyklopiidie 
der Elementarmathematik, I (3. Aufl, Leipzig 1909), S. 389, 410. — 
Stegemann-Kiepert, GrundriB der Differential- und Integralrechnung, 
I (11. Aufl, Hannover 1910), S222. — E. Cesaro, Corso di analisi 
algebrica (Torino 1894), p.116. Auch in der deutschen Bearbeitung 
Cesaro-Kowalewski (vollst, Titel s. FuBnote 2 auf S. $27), S. 118, — 
Francesco d’Arcais, Corso di calcolo infinitesimale, I (Padova 1899), 
p. 235. — Salvatore Pincherle, Lezioni di algebra complementare: 


1) Nach dem Vorgange von L. Olivier (Journ. f. Math. 2 [1827], S. 31). 
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Analisi algebrica (Bologna 1906), p. 181. — A. Capelli, Istituzioni di 
analisi algebrica (Napoli 1909), p. 416. — Maurice Godefroy, Théorie 
élémentaire des séries (Paris 1903), p. 26/27. — E. W. Hobson, The 
theory of functions of a real variable etc. (Cambridge 1907), p. 455. — 
T. J. J’a. Bromwich, Introduction to the theory of infinite series 
(London 1908), p.2, 15, 261. 


Die Zusammenstellung der vorstehenden, auf anniahernde Voll- 
stindigkeit keinerlei Anspruch machenden Liste erschien mir einiger- 
maBen niitzlich, da ich in der bereits oben angefochtenen Besprechung 
von Abteilung I dieses Buches die nach dem Gesagten villig haltlose 
Aussage gefunden habe, fiir die nach + co bzw. — oo divergierenden und 
alle még'ichen oszillierenden Zahlenfolgen sei die gemeinsame Bezeichnung 
divergent ,,so eingebiirgert“, daB daran nicht geriittelt werden diirfe. Der- 
artige kategorische Behauptungen sollten eben nicht kurzerhand aus der 
Tiefe eines Kritikergemtites gesch6pft, sondern nur auf Grund ausreichender 
Literaturkenntnis ausgesprochen werden, zumal wenn sie dazu bestimmt 
sind, kritischen Bemerkungen zur Grundlage zu dienen. Dumit hat es 
namlich die folgende Bewandtnis. Da ich mich von jeher der angeb- 
lich ,,so allgemein eingebiirgerten“ (Cauchyschen) Anwendung der 
Bezeichnung ,,divergent“ im Sinne von ,,nicht-konvergent“ angeschlossen 
habe, so ergab sich mir das unabweisliche Bediirfnis, die besonderen 
nach + oo oder — oo divergierenden Zahlenfolgen bzw. Reihen durch 
ein geeignetes Beiwort aus der Menge der iibrigen gleichfalls als diver- 
gent bezeichneten herauszuheben. Und da andererseits bei den oben 
geschilderten groBen Meinungsdifferenzen in bezug auf die Abgrenzung 
des Begriffes ,,divergent“ tatsichlich nur in dem einen Punkte bei allen 
Mathematikern vollstandige Hinstimmigkeit herrscht, die Reihen mit 
dem: Grenzwerte + oo oder — co divergent zu nennen, einzelne Autoren 
sogar nur diese Gattung als divergent bezeichnen‘), so erschien es mir 
angemessen, Zahlenfolgen bzw. Reihen dieser Art als die_,,eigentlich 
divergenten“ anzusehen und als solche zu bezeichnen. Diesen Ausdruck 
habe ich bereits im Jahre 1899 in meinem Encyklopidieartikel (D. Ene. 
I A 3, 8. 68) eingefiihrt, und er ist inzwischen, soviel mir bekannt ist, 
auch von anderen Mathematikern als zweckméBig befunden und iiber- 
nommen worden, Dagegen findet der Verfasser der fraglichen Bespre- 
chung ,,bei der populiren Bedeutung des Wortes ergentlich“ darin ,,ge- 
xadezu eine Ungereimtheit“, daB eine divergente und nun gar eine ezgent- 
lich divergente Folge mit einer konvergenten die Existenz eines Grenz- 


1) Siehe z. B. Bromwich, a, a. O, 8. 2, FuBnote. 
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wertes (se. im weiteren Sinne) gemein haben soll.’) Hs scheint ihm da- 
bei entgangen zu sein, daB das gleichfalls populire Sprichwort: ,,Les 
extrémes se touchent“ (das tibrigens in mannigfachen Variationen bis 
auf Aristoteles zurtickgeht) eine tiefe Wahrheit enthalt (vgl. + 00 
und — co, UnendlichgroBes und Unendlichkleines, Nordpol und Siid- 
pol, Schwarz und Weib usf.). Aber hiervon ganz abgesehen: es ist 
noch lange kein Beweis fiir die ,, Ungereimtheit“ eines mathematischen 
Kunstausdrucks, wenn sein Wortlaut mit dessen »popularer® Bedeutung 
im Widerspruch steht. Oder hat sich vielleicht ein so vorbildlich 
exakter Mathematiker wie WeierstraB einer » Ungereimtheit schuldig — 
gemacht, wenn er von einer ,,Stelle x= co“ spricht? Und entspricht 
es vielleicht der ,,populéren“ Bedeutung des Wortes ydquivalent“, wenn 
man die Reihe der geraden Zahlen als dquivalent mit der Reihe der 
ganzen und sogar mit der Menge der rationalen bezeichnet? Steht es 
nicht auch in schroffstem Widerspruch zu ,,populdrer“ Ausdrucksweise, 


e e 1 e ae 
wenn man die Reihe >) - 100" ,,wesentlich stirker konvergent“ nennt 
1 
CO 


als die Reihe > (A) obschon ihre Glieder bis zum 100*" be- 
standig, und yar zu ungeheuerlicher GréBe anwachsen, wahrend bei 
der zweiten Reihe das Anfangsglied allein die Summe der Reihe schon 
auf mehr als 30 Dezimalstellen genau liefert? i 

In der franzésischen Ausgabe der Encyklopidie habe ich tibrigens 
die Bezeichnung ,,eigentlich divergent“ durch ,,simplement divergent“ er- 
setzt (Hne. fr. I, 1, p. 184), da ,,proprement divergent“ von dem damaligen 
Redakteur J. Molk als unfranzdsisch beanstandet wurde. Da anderer- 
seits der fragliche Divergenztypus wohl unbestritten als der einfachste 
gelten diirfte (wie er ja auch fiir die einfachste Gattung von Zahlen- 
folgen, die monotonen, als der einzig mégliche in Betracht kommt), 
so bedarf wohl die Bezeichnung ,,einfache Divergenz“ keiner weiteren 
Rechtfertigung und mag vielleicht, zumal wenn man den historischen 
Zusammenhang nicht kennt, unmittelbarer einleuchtend erscheinen, als 


1) Will man hierin tiberhaupt einen Mifstand erblicken, so liegt seine 
Quelle keineswegs in der Bezeichnung ,, ergentiich divergent“, sondern in dem Um- 
stande, da8 es sich wirklich ,,eingebirgert“ hat, von einem Grenzwert + co bzw. 
~— ©© zu sprechen, ibn also als ,,eaisticrend“ anzusehen. Es dirfte aber sehr viel 
zweckmiBiger sein, sich damit ein fiir allemal abzufinden, als in bezug auf die 
allgemein tiblich gewordene Schreibweise lim A,=-+oo eine Art Vogel-StrauB- 

vy >o 


Politik za beobachten und ,,Eristenz eines Grenzwertes“ ohne jeden Zusatz als 
vollig gleichbedeutend mit. ,, Konvergenz“, d.h. Existenz eines endlichen Grenz- 
wertes anzusehen. 
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der Ausdruck ,,eigentliche Divergenz“. Nichtsdestoweniger habe ich vor- 
gezogen, diesen letzteren hier beizubehalten, da er durch die deutsche 
Encyklopidie schon eine gewisse Verbreitung erlangt hat. Auch habe 
ich, um mit Neubildungen médglichst sparsam zu sein, die Bezeich- 
nungen ,,unbestimmt“ und ,,oszillierend“ in dem vorliegenden Zusammen- 
hange unveraindert tibernommen, obschon sie mir besonders wenig 
gliicklich gewahlt scheinen. Hine Zahlenfolge bzw. unendliche Reihe 
ist ja vollstandig bestimmt, wenn jedes ihrer Glieder bestimmt ist. Es 
ist also doch eigentlich widersinnig, sie eventuell gleichzeitig auch als 
unbestemmt zu bezeichnen. Ferner: eine Zahlenfolge bzw. Reihe kann 
doch nur als oszillierend bezeichnet werden, sobald die Glieder der Folge 
bzw. die Partialsummen der Reihe, als Funktionen des Index betrachtet, 
oszillieren*), d.h. wenn sie keine (zum mindesten von einer gewissen 
Stelle an) monotone F olge bilden. Aber eine solche Zahlenfolge bzw. 
Reihe kann ja trotzdem sehr wohl auch konvergieren.”) So oszillieren 


z. B. die Partialsummen der Reihe Ic pa vinEe (3). bestiindig um 


den Wert > gegen welchen die Reihe achlieBlich konvergiert. Man legt 


also bei Ae fraglichen Anwendung der Bezeichnung ,,oszillierend“ im 
Gegensatz zu der sonst iiblichen Praxis*) in diese etwas hinein, was 
an und fiir sich gar nicht darin enthalten ist: namlich die Forderung, 
daB die ,, Amplituden“ der betreffenden ,,Oszillationen“ nicht schlieb- 
lich gegen Null konvergieren sollen. Ich habe, um diese Forderung 
zum Ausdruck zu bringen, fiir die franzésische Encyklopidie statt ,,os- 
cillant“ die Bezeichnung ,,discrépant“ eingefiihrt (a. a. O. 8. 188). 

Bei der zurzeit herrschenden Tendenz, selbst einwandfreie und alt- 
bewahrte Fremdworter durch sogenannte Verdeutschungen oft recht 
fragwiirdiger Natur zu ersetzen, habe ich indessen darauf verzichtet, 
von dem sicherlich héchst anstéBigen neuen Fremdworte ,, diskrepant“ 
Gebrauch zu machen. 

Ubrigens sei bei dieser Gelegenheit noch auf folgendes hingewiesen. 
Man Pree, doch wohl allgemein von einer Reihe mit den perder Haupt- 


1) Was sollte denn sonst ,,oszillieren“? Der ,,Grenzwert“ der Folge oder die 
,oumme* der Reihe doch sicherlich nicht, da ja beide gar nicht existieren. 


2) Analog nennt man ja auch die Funktion «- sin — in der Umgebung von 


x = 0 gerade so gut oszillierend, wie z. B. sin — oder ~sin = obschon sie doch 
fiir «2—>0O gegen 0 konvergiert und, wenn man ihr noch fiir « = 0 den Wert 0 
beilegt, fiir x=0 stetig ist. 
3) Siehe die vorige FuBnote. 
Pringsheim, Vorlesungen I, 3. 60 
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limites s und S zu sagen, sie oszilliere zwischen s und S oder inner- 
halb der Grenzen s und S (vgl. § 44, Nr. 1, 8.294). Diese Ausdrucks- 
weise legt die (falsche) Vorstellung nahe, daB die Partialsummen zum 
mindesten fiir hinlanglich groBe Indizes oder, wenn man seine Anspriiche 
noch etwas heruntersetzt, wenigstens in unbegrenzter Zahl sich imner- 
halb der Grenzen s und S bewegen. In Wahrheit steht aber auf Grund 
der Bedeutung der beiden Hauptlimites (vgl. § 36, Nr. 2, 5.217) nur 
so viel fest, daB alle Partialsummen mit etwaiger Ausnahme einer end- 
lichen Anzahl zwischen s — ¢ und S + ¢ liegen, soda also insbesondere 
keine einzige Partialsumme zwischen s und S zu liegen braucht und 
daher die oben angefiihrte Ausdrucksweise als recht ungeeignet und 
ohne Warnungstafel geradezu irrefiihrend erscheint. 


(Beispiel: Es sei « >0 (v=0,1,2,----- ), lim @, =0 und es 
werde gesetzt: ae 


s=1+ y+ > (— 1 (+a pee 


Alsdann hat man: 


und daher: se 
lims =0, lims =1. 
y->o vite 


Die Reihe 1 + @, + >) (—1)"- (1+ a,_, + «,) oseilliert also nach 
1 
jener iiblichen Terminologie zwischen 0 und 1, obschon keine einzige 


ihrer Partialsammen zwischen 0 und 1 liegt.) 


Zu § 37, Nr. 8 (S. 229 238). 
Der ,,Hauptsatz“ Gl. (13) auf 5S. 230, wonach: 


i ee 
y->o DM, v>@ MM 


falls der Grenzwert rechts (im weiteren Sinne) existiert, riihrt von Stolz 
her (,,Stolzscher Grenzwertsatz“: Math. Annalen 14 [1879], S. 332; — 
auch Allg. Arithmetik 1 [1885], 8S. 173, Nr. 11), die Verallgemeinerung 
Gl. (18) auf 8.231 von J.L.W.V. Jensen (Par. C. R. 106 [1888], 5. 834). 
Weitere Literatur s. Ene, fr.13, 5S. 200/1, FuBnote 253. 

Als niitzliches Beispiel fiir die Anwendung dieses Satzes sei das 
folgende angefiihrt. Hs werde gesetzt: 


a,=(v +1), MH 1°4+2°4+.-- 40%, 
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wo « eine beliebige reelle Zahl > — 1 bedeutet. Nach dem obigen Satze 
ergibt sich alsdann: 


a-+-1 @-+-l ati 
Sjujys ce Mindi TS apd 28 Ca ae 
y>o 17+ pe +7 y>0 y@ 
terns ) 


=a-+ 1 (nach Gl. (39), S. 236 fiir 6 =;): 


a--1 
Wegen lim (=) =1 kann man in dem Ausdrucke links 


y+1, auch Fiurch vy ersetzen und findet durch Ubergang zum rezi- 


proken Werte die (insbesondere fiir die Entwicklungsgeschichte des 
Grenzbegriffs bemerkenswerte')) Formel: 


ire Litto Se cintase of tty 1 
he ete pan Eee 
Y>a v a-+i 


Dieselbe 1iBt sich tibrigens auch, ohne auf den obigen Grenzwertsatz 
,2u rekurrieren, mit Hilfe der sehr brauchbaren Abschiitzungsformel (IIL) 
S. 192 herleiten, namlich (fiir A + B> 0): 


0-5 *(4—B) |S} a2 | So. a°\(4—B)| o<oey 


Setzt man C= «-+1 und wendet den zweiten Teil dieser Ungleichungen 
auf A=v, B=v—1, den ersten auf A=v+1, B=v an, so folgt: 


oo yt Se+1) "|Story| (cc >0) 


(—1<«<0) 
und hieraus durch Summation tiber v = 1, 2, .-- n: 


Ww OS (+1) Dr S(nt yt 1, 
1 


also durch Division mit (a +1)-n*™?: 


n 


cnScin: Sosa b+) 
ati > e+ Ae arer 1+) ntti 


1 


und daher fiir n —> co: 


ee ahr a! 
me ete” age 
1 
(auch giiltig fiir «0, in welchem Falle die obigen Ungleichungen 
In Identitiaten tibergehen). 


1) Vgl. M. Cantor, Geschichte der Mathematik, 2 (1892), S. 832{f. 
40" 
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yu § 42, Nr. 4 (S. 2799f.). 
In meiner Abhandlung [10], welcher der wesentliche Inhalt der 

Paragraphen 40—43 entnommen ist, habe ich in § 3, Nr. 4ff. (a. a, O. | 
S. 309 ff.) ausschlieBlich mit den oe a” als den wnteren und oberen 
Limites der v'™ Zeile der AOS a? operiert, dagegen in der vor- 
liegenden Darstellung (s. 5S. 279) noch die a”, a” als die unteren baw. 
oberen Grenzen von ane oa) Gees bzw. a”, BOO, ee 
eingefiihrt. Ferner bercicunets ich solche Doppeifolgen Ee deren 
Glieder numerisch unter einer endlichen Schranke bleiben und einer 


Beziehung von der Form: 


(1) a ) —e<a<a +s fir: p> m, v>n, 


geniigen, friiher (a. a. O. 8. 310, Gl. (62)) als gleichmapig begrenzt, 
dagegen jetzt (s. S. 279, Gl. (33)) unter der abgeanderten Vorans- 
seizung: 

(2) & —s<sa<a 1s fir pom ven, 


(v) yee =-(¥) 


als gleichmdpig beschrinkt), da ja die a’, «” nicht, wie die a’, @ 
als Limites der einzelnen (nimlich v‘'™) Zeilen diese gewissermaBen 
begrenzen, sondern, auch von den Limites aller folgenden Zeilen ab- 
héngend, nur eine Art unterer bzw. oberer Schranke fiir die nate he 
entfernten Glieder der einzelnen Zeilen bilden. 

Die Veranlassung zur Hinfiihrung jener im Vergleiche zu deh 
a”, a” begrifflich komplizierteren Oe @” liegt darin, daB der wich- 
tige Satz (1D) jener friiheren Darstellung (S. "315), der sich in der 
dort gegebenen Fassung, d. h. unter der Praimisse (1) als nicht umkehr- 
bar erwies (vgl. S. 319, Nr. 3), auf Grund der Pramisse (2) nunmehr 
diese Higenschaft gewinnt, mit anderen Worten, da die jetzt als 
gleichmdige Beschrdnktheit bezeichnete Higenschaft der Zeilen nicht 
nur als hinreichende, sondern auch als nolwendige Bedingung fiir das 
Zusammenfallen des unteren bzw. oberen iterierten Zeilenlimes mit dem 
unteren bzw. oberen Doppellimes sich erweist, wie dies in Satz (II) 
der jetzigen Fassung (8S. 287) ausgesprochen wird (vgl. hierzu tibrigens 
weiter unten die Anmerkung zu § 43). Ich verdanke diese Ver- 
besserung einer gelegenilichen Mitteilung des Herrn Hartogs. 


1) Es war mir dabei entgangen, daB einige Mathematiker diese Bezeichnung 
in der Funktionenlebre bereits in anderer Bedeutung gebrauchen. An dieser 
Zwiespaltigkeit ist nun leider nichts mehr zu &ndern, um so weniger, als ich 
jene andere Verwendung der fraglichen Bezeichnung nicht recht sinngem&8 finde 
(woranf ich bei anderer Gelegenheit zuriickzukommen gedenke). 
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Zu S. 279, FuBnote 1). Daselbst mub es Jo” |, [a | statt 
ia |, |a@| heiBen. Zugleich diirfte es zweckmiBig erscheinen, noch 
die folgende erliuternde Bemerkung hinzuzufiigen, = 

Die im Texte gegebene Definition der gleichmiBigen Beschrinkt- 
heit bezieht sich zunichst auf den Fall, daB die Doppelfolge (a*”) 
sowohl nach unten, als nach oben gleichmaBig beschrankt ist. Hierbei 
ist es véllig gleichgiiltig, ob man nach (30) die als Zusatzbedingung 


bestehende Voraussetzung: 


(1) eof S49 


(2) sols 


gagrunde legt. Denn es folgt nicht nur diese Bedingung (32) aus 
(30), wie a. a. O. ausdriicklich hervorgehoben wird, sondern wegen 


| |<]a|<|a|<|” 


auch umgekehrt (30) aus (32). Anders liegt die Sache fiir den 
Fall einseitig gleichmiBiger Beschrankung und hier soll ausdriicklich 
festgesetzt werden, da8 allemal die betreffende zu der (nur die of” 
bzw. a” enthaltenden) Hauptbedingung (34a) hinzutretende Zusatz- 
bedingung im Sinne von (2) verstanden werden soll (wie ja auch auf 
S. 287, Zeile 4 von unten ohne weiteres angenommen wird), Ist z. B. 


wieder lim a’? =a” und sind die Zeilen der Doppelfolge nur nach 
pron 
unten gleichmiBig beschrinkt, so kann immerhin fiir gewisse, sogar 


fiir unendlich viele v (vgl. S. 272, (7), (8)) a = + oo sein, wahrend 
andererseits nur so viel feststeht, daf die a” oberhalb einer bestimmten 
(eventuell negativen) Zahl legen, soda zwar nicht die tat , wohl 
aber die | a” | unter einer endlichen Schranke bleiben. Das_ ent- 
sprechende gilt fiir den Fall, daB die Zeilen der Doppelfolge (a) 
nur nach oben gleichmaBig beschrankt sind. 


Zu § 48, Nr. 8 (S. 287/90). 


Der in der Hauptsache von Herrn Hartogs herriihrende Be- 
weis dafiir, daB die gleichmapige Beschrénktheit auch eine notwendige 
Bedingung fiir die Endlichkeit und das Zusammenfallen des iterierten 


1) Im Text S. 279 Gl. (30) steht infolge eines Druckfehlers < A statt <A 
(was im iibrigen fir alles Folgende durchaus unwesentlich ist und nur als eine 
Art Schinheitsfehler beim Vergleiche mit (32) erscheint), 
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unteren bzw. oberen Zeilenlimes mit dem entsprechenden Doppellimes 
bildet, ist, wie Herr H. Hahn mit Recht bemerkt hat’), nicht ganz 
vollstiindig, da in der zu beweisenden Endformel: 
rg eas ss a baw. a <a +e fir L>mv>n 

auf Grund der durch Ungl. (84a), S. 279, gegebenen Definition ledig- 
lich m, nicht aber » von ¢ abhangen darf, wahrend bei der auf S. 289 
gegebenen gleichlautenden Endformel eine solche Abhingigkeit noch 
besteht. Die erforderliche Erginzung ist durch ein mir zur Last fallendes, 
vollig unerklarliches Versehen weggeblieben, macht aber nicht die geringste 
Schwierigkeit, da man leicht erkennt, daB bei passender Wahl des von 
é abhangigen m jene Endformel auch noch fiir eine gewisse Anzahl 
vorangehender Zeilen besteht, deren Anfangsindex n dann nicht von é abhingt,. 

Um aber beziiglich der im definitiven Endresultat nunmehr wieder 
mit-m und m zu bezeichnenden Zahlen jedes MiBverstindnis auszu- 
schlieBen, méchte ich den fraglichen Beweis mit der angedeuteten Er- 
ganzung, und zwar in einer, wie ich glaube, noch etwas durchsich- 
tigeren Anordnung vollstindig reproduzieren. : 

Hs soll also gezeigt werden, daB unter der Voraussetzung (s. 
Gl. (3), S. 287): 
(1) lim a” =lima® =a baw, lim @ = Tim a,” = @ (d. h. endlich) 

Y>o Mv > oo Y>o MyY > oO’. 


die Beziehungen bestehen: 

(2') je | SA baw. |e] < A fir: yon, 

(8) oe ae a)? bzw. a <a +s fir: p =m, v>n, 
wo nur m von é abhiangt. 


Beweis. Man hat nach Gl. (5a), S. 288: 
—(¥) 


lim a = lim «® bzw. lim a” = lim & 
v>o ¥—> oo Y>o vp 00 


und daher nach (1’): 


lim o” 


a. 


e”’ =a bzw. lim &” 
Vv>@ Dae alk *-2) 


Daraus folgt zuniichst, da8 die |«”| bzw. | ae | zum mindesten von 
einem gewissen » =m ab unter einer endlichen Schranke bleiben, also 
wie behauptet, etwa: 


(2’) 


SoA: baw. [a |< A fir v >. 

Andererseits hat man, da mit wachsendem y die «” niemals ab- 
nehmen, die @” niemals zwnehmen, fiir jedes v: 
(4') aM Sa baw. & >a, 


oe”) 


1) Gott. gel. Anzeigen, 1919, 8. 344, 
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Aus der Voraussetzung: 
lim a)? =a baw. lim 
M,v> oo My Veo 


und der Definition des oberen und unteren Doppellimes (S. 261, 


Ungl. (7)) folgt, daB bei beliebig vorgeschriebenem «> 0 und davon 


abhingigem, passend gewahltem m', n’: 


ed aes a 
t 


a—ée<s ay” bzw. Nii Q@+e fir: p>m, v>n 
und daher, mit Bentitzung von (4’), um so mehr: 


(3'a) &@—e< a” bzw. al <@ +s fir: w>m', v>n. 

_ Genau soweit fiihrte der auf 5. 289 gegebene Beweis (nur da an 
Stelle der hier mit m’, m’ bezeichneten Zahlen dort m, n steht). Um 
nun schlieBlich die Giiltigkeit dieser Ungleichungen, falls n'>m sein 
sollte, auf das Gebiet v >m auszudehnen (sc. mit Hilfe passender Ab- 
finderung von m!'), gehen wir von der Beziehung aus: 


lim a =a” bzw. lima” =a”. 


uso 


M>o 
Stellt hier a” bzw. a” fir n<v<m' durchweg eine endliche Zahl vor, 
so lift sich eine untere Schranke m, fiir w so fixieren, dab: 


pe E< al” bzw. aS o” +s fiir: p >m, nsv<cn 
und daher, wegen «&” <a” bzw. a <a”, um so mehr: 
(3'b) o&M—s< a bzw. a< e+ fir: p>m,n<v <n. 


Ist dagegen fiir gewisse » des Intervalls n<»< nm’ (deren es 
fir v>m insgesamt sogar unendlich viele geben kann — _ vygl. 
S. 272, (7), (8)) a° = + oo bzw. a” = — oo, dh. lim ay) = + oo bzw. 


wsietee. M>n 

lim ay = — oo1), so erkennt man unmittelbar, daB bei passender Wahl 
v-> 2, 

von m, die Ungleichungen (3’b) erst recht bestehen bleiben. 


Die Zahlen m, fir v=n, n+1,---n'—1 haben ein gewisses 
Maximum m’ und die Ungleichungen (3'b) gelten sodann fiir: 
p>m',v=n, n+1,--- nv —1. 
Durch Zusammenfassung dieses Ergebnisses mit dem in Ungl. (3’a) ent- 
haltenen findet man schlieBlich, wenn man mit m eine Zahl bezeichnet, 
die mindestens ebenso grof ist als jede der beiden Zahlen m’, m": 
(3') gg < a.” bzw. a” <a + fir pm, v>n, 


iibereinstimmend mit der ausgesprochenen Behauptung. 


1) Die Méglichkeit ce) == —90 baw. a! =-+ 00 erscheint hier ausgeschlossen, 
da ja die a) nach unten, die a”) nach oben beschrinkt sind. 


- 
4 
‘ 
we 
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 Abschnitt IL. 
Zu § 44, Nr. 3 (S. 298). 
Die besondere Form der notwendigen und hinreichenden Kon- 
vergenzbedingung (11): ae CZ, ato 9 riihrt im wesentlichen von 


Cauchy her (Exerc. de "Math. 2 [1827], p. 221 = Ocuvres (2), 7 : 
p. 267). Die von Cauchy gewihlte nicht ganz klare Fassung (deren 
wahrer Inhalt erst durch die von ihm selbst gemachten Anwendungen 
zum ,unzweideutigen Ausdruck kommt) hat zu Mibyetmudbiaden 
und Kontroversen gefiihrt. N&heres dariiber findet man in [13] 
8. 327—834.1) | 

Zu § 45, Nr. 8, 4 (S. 307/10). 

Die Zerlegung der fiir die Konvergenz einer Reihe notwendigen 
und hinreichenden Bedingungen in die beiden (einzeln notwendigen, 
zusammen auch hinreichenden) Bedingungen (6) und (7) (S. 307) habe — 
ich in [19], 5. 507% angegeben. Die Verallgemeinerung (16) (S. 310) 
der Bedingung (7), sowie deren weitere Veralleeuieineeua: (15) 
(S. 809) rtihren von Kronecker her (Paris C. R. 103 [1886], p. 980; 
106 [1888], p. 835). 

Zu § 47ff, (S. 817). 

Die Arbeit [4]*), deren Inhalt die wesentliche Grundlage der in 
den Paragraphen 47—50, 52, 54—56 entwickelten Konvergenztheorie, 
insbesondere der Lehre von den Konvergenz- und Divergangeaesr 
bildet, enth&lt zahlreiche historisch-kritische Bemerkungen und Lite- 
raturangaben, auf welche hiermit verwiesen werden midge; auferdem 


noch auf D. Enc. 1A 3, 8S. 77—91 und Ene. fr. 14, p. 210—239. 


Zu § 48, Nr. 2, 8 (S. 826/8). 
Es wird dort auf Grund der Identitit: 


(A) M +> (M,—M,_,)= 
(wo 0 MM, oe ei = -+ oo) festgestellt, daB eine Reihe von 
der Form: => Chie ou) in stets divergiert, und zwar dehnitonsgemay 


1) Daselbst ist auf S. 328 ein Versehen stehen geblieben, das ich bei dieser 
Gelegenheit berichtigen méchte. Es mu8 auf Zeile 13 und 17 statt: wnendlich 
groB baw. unendlich beidemal heiBen: von Null verschieden. 

2) Auf der zweiten Zeile des Anfangssatzes muB es dort hei8en: mit beliebigen 
positiven Gliedern (statt: mit positiven Gliedern). (Namlich mit Riicksicht auf 
die schon 1813, also vor Cauchy publizierten GauBschen Kriterien, die sich 
nur auf eine spezielle Gliederform bezichen.) : 


: 
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um 80 schwiicher, je langsamer M, mit y ins Unendliche wichst, daB man 
also von irgendeiner bestimmten Reihe: > (iM, — M,_.,) ausgehend be- 


liebig viele schwicher divergierende Reihen: > (M1, — M)_,) erzeugen 


v 


kann, wenn man M’ < M, annimmi. 7 Die spezielle Wahl: 


(B) MW, = 1g M, 
ftihrt dann mit Beniitzung der Ungleichung: 
M,— M 

(C) Ig M, —_— lg Me < terete: shure 

y—1 
zum Beweis der Divergenz von: 
D ’ M,—M,_, d : ; Mid Bee 
(D) > M, und sogar von: bs: mae 


und dieses Ergebnis lé8t sich nach Kinftihrung der Bezeichnungen: 
M,=4d,, M,—M,_,=4, (v=1), also: M,= >?d,=s,, 
0 


auch so aussprechen, daB gleichzeitig mit der Reihe > d, auch die 
beiden folgenden (und zwar schwéicher) divergieren: 


d 
(E) >) (Satz von Abel: Journ. f. Math. 3 [1828], 8.81) 


oy I, 
und sogar: 


d 
(E’) ea ae (Satz von Dini: Ann. dell’ Univ. Tose. 9 [1867], p. 46).') 


Der schon mehrfach erwihnte besonders einwandfrohe Kritiker kniipft 
an diese Deduktion die Bemerkung, ich hatte von dem ,,doch nicht ganz un- 
bekannten“?) Abel-Dinischen Satze ausgehen und durch die infinitire 
Relation: s | 

\,) d, ‘ 
> Zag 5, (falls: d, < s,) 
wd 8, | 
die weiterhin (d. h. bei der Aufstellung von Kriterienskalen) dominie- 
rende Rolle des Logarithmus motivieren sollen, statt diesen letzteren 
durch einen bloBen Akt der Willkiir (s. Gl. (B)) einzufihren. 

Hierzu méchte ich zunichst vom historischen Standpunkt aus be- 
merken, daB Abel seinen fiir die damalige Zeit duBerst merkwiirdigen 
Satz (E) durch den gleichen ,,Willkiirakt“ tiberhaupt entdeckt, namlich 
den Weg dazu iiber diejenige logarithmische Beziehung genommen hat, 


1) Auch als Monographie unter dem Titel: Sulle serie a termini positivi er- 


_ schienen (Pisa 1867, Tipogr. Nistri, p. 1—42, siehe insbesondere p. 8). 


2) Der Zweck dieser ungemein feinen ironischen Wendung ist mir nicht 
ganz verstiandlich. . 


940 Anhang. Literaturnachweise, Anmerkangen und Erganzungen, 


welche genau der oben mit (C) bezeichneten entspricht; daB anderer- 
seits Dini die Heranziehung des Logarithmus bei der Herleitung seines 
Satzes (E') zwar vermieden, diesen letzteren aber diberhaupt nicht be- 
wiesen hat, da sein angeblicher Beweis nicht etwa nur unvollkommen, 
sondern nach meinem Dafiirhalten ginzlich verfehlt- ist. Dagegen habe 
ich selbst vor dreiBig Jahren in [4] die Satze (E) und (E’)') ohne Be- 
niitzung von Logarithmen sehr einfach bewiesen (a. a. O. S. 321/2), zu- 
gleich aber ausfiihrlich motiviert (S.323/4), waruam ich es nicht fiir 
gweckmiBig hielt, ayf dem so erdffaeten Wege weiter fortzuschreiten. 
Ich erwihne das nur, um zu zeigen, daB der oben genannte Verbesse- 
rungsvorschlag fiir mich keineswegs den Reiz besonderer Neuheit be- 
sitzt. Im tibrigen scheint mir sein derzeitiger Hrfinder in einem schweren 
prinzipiellen Irrtum befangen, wenn er annimmt, die dominierende Rolle, 
welche der Logarithmus in den Kriterienskalen fiir unendliche Reihen 
spielt, beruhe auf jenem Abelschen Satze. Ich denke, der Logarithmus 
spielt diese dominierende.Rolle, mu sie geradezu spielen, tiberall da, 
wo es sich um feinere Abstufungen des Unendlichwerdens handelt, weil 
uns eine andere rechnerisch wohl definierte und durchforschte (schlieB- 
lich ,,analytische“) Funktion fiir diesen Zweck nicht zur Verfiigung 
steht. Mit dem Abelschen Satze hat dagegen diese innerhalb der ver- 
schiedensten Gebiete der Arithmetik und Funktionenlehre maBgebende Stel- 
lung des Logarithmus nicht das geringste zu tun. Und in dem vor- 
legenden Zusammenhange (s. Gl. (B)) entspringt die Wahl] ,=l¢ mM, 

wenn auch nicht einem unbedingten logischen Zwange, so doch vallig ziel- 
bewuBt der technischen Notwenldiplart aus der unendlichen Minge der 
méglichen Falle die rechnerisch brauchbarsten herauszuheben. Dagegen 
kann der durch den Scharfblick eines genialen Mathematikers entdeckte, 
nunmehr a posteriori leicht zu beweisende Kinzelfall der gleichzeitigen 
Divergenz zweier voneinander abhingiger Reihen nur vermittelst eines 
Kunstgriffs, nimlich durch die in diesem Zusammenhange nur einer Art 


1) Sie erscheinen dort als Umkebrungen der Siitze, daB das allgemeine Glied d, 
einer divergenten Reihe (mit sane ne ts sich stets auf die Form: 


v M,_4 y— 


aT Will man hier- 
y—1 7 1M, a 4 
von absehen, so lift sich die he der Reihe sm aT (una damit 
— Vy 
ohne weiteres auch diejenige von > z 7) seat) noch etwas einfacher mit Hilfe 
’ y—l1 
der Ungleichung beweisen: : 
+ + 
. 1M, —M,_ i Sar ) 1 ” 
Y Ree Marine Pome @ path Ne 
me id Mn +-¢ nl M,, 4. 
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_ Glicksfall zu verdankende Heranziehung von Logarithmen so wmgeformt 
werden, daB er zur Aufstellung eines Divergenzkriteriums brauchbar wird, 
Uberdies gewinnt man auf diesem Wege nicht den geringsten Hinblick 
in den Grad von Allgemeinheit, welcher hierbei erzielt wird. Das gerade 
ist aber der Zweck meiner ganzen Konvergenztheorie, die man unter 
Verzichtleistung auf tieferes Hindringen in die herrschenden Zusammen- 
hinge meinetwegen giinzlich tiberfliissig finden, jedoch nicht durch un- 
verstindiges Abaindern wesentlicher und wohldurchdachter Bestandteile 
»verbessern“ kann. 
Zu § 51, Nr. 6, 7 (S. 349/52). 

Das a. a.0. behandelte Ubungsbeispiel fiir die Anwendung der 
logarithmischen Kriterien erster Art in ihrer urspriinglichen (., Bonnet- 
schen“) Form (8.336, Formel (C’)) riihrt von Ossian Bonnet selbst 
her (Journ. de Math. 8 [1843], p.81) und konnte im Rahmen dieser 
Vorlesungen beniitzt werden, da es lediglich an die empirische Legendre- 
‘sche Anniherungsformel, nicht aber an deren moderne, auf den (recht 
komplizierten) Hilfsmitteln der analytischen Zahlentheorie beruhende 
und daher bei der véllig in sich geschlossenen Darstellungsweise dieses 
Buches nicht verwendbare Nfs Aerators ng . 


P(n) = oe 

ankntipft (was ich ausdriicklich hervorhebe, da der auch in fader vorigen 
Anmerkung wieder erwihnte Kritiker in dieser Unterlassung das ,,merk- 
wiirdige Verschweigen“ eines Hauptergebnisses erblickt und die Be- 
niitzung der Legendreschen Niherungsformel geradezu_ ,,selisam“ 
findet). Wer sich im iibrigen tiber die Entwicklung und den jetzigen 

tand der dort nur, soweit es zur Hrliuterung des obigen Beispiels 
nétig schien, kurz beriihrten Frage nach der relativen Hiufigkeit der 
Primzahlen griindlich orientieren will, sei auf die ausfiihrliche historische 
Darstellung verwiesen, die E. Landau seinem bereits zuvor (S. 927, 


_ FaBnote 1) erwahnten ,,Handbuch der Lehre von der Verteilung der 


Primzahlen“ (S. 3—55) vorausgeschickt hat; sowie auf desselben Ver- 
fassers Vortrag: ,,Geléste und ungeléste Probleme aus der Theorie der 
Primzahlverteilung und der Riemannschen Zetafunktion“ (Proce. fifth 
internat. congr. of math., Cambridge 1913). 


Zu § 53, Nr. 3—8 (S. 366ff.). 
Man war friiher der irrigen Meinung, daB aus der Divergenz der 


Reihen > 2, > Bis (¥= 1,2, 3,-++) die Beziehungen: 
(1) lim va, = 0, (2) lim L,(v) -4,=0 (b= 1, 2,3, ---) 


Y>@a 
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ohne weiteres als notwendige Bedingung fiir die Konvergenz der Reihe 
>, hervorgehen. Catalan z. B. in seinem Traité élémentaire des 
séries (Paris 1860) begniigt sich unter Hinweis auf die Divergenz der 
genannten Reihen mit der Bemerkung: ,,Ces conditions n’exigent au- 
cune explication“ (a.a. QO. 5.17), und selbst der in seinen spiteren Ar- 
beiten so scharfsinnige und von mir sehr hochgeschitzte Dini hilt 
in der bereits oben (5.939 FuBnote 1) erwihnten Abhandlung (Ann. dell’ 
Univ. Tose. 9 [1867], p. 50/1) die fragliche Behauptung (sogar in er- 
weitertem Umfange) ohne jede weitere Erklérung aufrecht. Erst durch 
meine Untersuchungen (s. [4], § 6, 8. 843 ff, [6], § 5, S. 600ff. und [11], 
§ 3, S.614ff) wurde insbesondere die Richtigkeit der Bedingung (1), 
und zwar nur ftir den Fall a,>a,,,, zugleich aber auch die Un- 
richtigkeit der Bedingung (2) selbst fiir diesen Fall auBer Frage 
gestellt. 

Es entbehrt nicht eines gewissen Humors, daB in der deutschen 
Ausgabe der algebraischen Analysis von Cesaro') gerade die oben ange-, 
fiihrte Dinische Abhandlung (eine Jugendarbeit, die neben manchen be- 
merkenswerten Hrgebnissen leider recht groBe Ungeschicklichkeiten und 
wirkliche Fehler enthalt) als die eizige erwahnt wird, in welcher ,,all- 
gemeinere Satze“ tiber Reihenkonvergenz zu finden seien (a, a. O. 8. 136,. 
FuBnote*)). Allerdings scheinen dem Verfasser meine Arbeiten iiber Reihen- 
lehre einschlieBlich meines einschlagigen Encyklopiadieartikels so véllig 
unbekannt geblieben zu sein, daB sogar das bescheidene Verdienst jenes 
zuerst von mir bewiesenen Satzes tiber die wahre Stellung der Bedingung (1) 
Herrn Borel zugeschrieben wird (a.a.0.5.134, FuBnote), obschon dieser 
selbst ihn ausdrticklich als proposition due a M. Pringsheim“ bezeichnet.*) 
Ob dieser hohe Grad historischer Griindlichkeit oder Objektivitat mit 
der Tatsache zusammenhiangt, daB ich in meiner umfangreichen Ab- 
handlung [4] gewisse auf die Konvergenz der Reihen sich beziehende, 
durchaus unzutreffende AuBerungen Cesaros als solche zu kennzeichnen 
versucht habe (s. [4], die FuBnoten auf 8. 308/9 und 348), lasse ich 
- dahingestellt, zumal ich niemals erfahren habe, ob der ihm zugesandte — 
Sonderabzug in seine Hinde gelangt ist. 


1) Ausftihrliche Titelangabe s, FuBnote 2, S. 927. 


2) Diese FuBnote gehért zu dem a. a. O. behandelten Kummerschen Kon- 
vergenzkriterium. Nichtsdestoweniger erscheint dann auf S, 150 als newes Kon- 
vergenzkriterium ein angeblich von F. Giudice herriihrendes, welcbes auf den 
ersten Blick als eine (tibrigens nicht sehr erhebliche) Verschlechterung des. 
Kummerschen zu erkennen ist. 


8) Legons sur les séries & termes positifs (Paris 1902), 8. 18, FuB8note. 


Kine unrichtige Divergenzbedingung. — Restabschiitzungsformel XY» “*. 943 


. Zu § 56 (S. 400). 

Neben den Kriterien zweiter Art lassen sich auch solche bilden, 
die ich als ,erweiterte Kriterien zweiter Art“ bezeichnet habe; namlich 
solche, bei denen statt des Quotienten zweier konsekutiver derjenige 
zweier voneinander beliebig entfernter Glieder oder auch derjenige 
aweier Gliedergruppen in Betracht gezogen wird. Niheres dariiber, ins- 
besondere tiber den wichtigsten Typus dieser Gattung, die Ermakoff- 
sehen Kriterien s.-[4], 8. 886—394 und [27], 5. 3277/9. 


Zu § G1 (S. 437 ff.). 
Zu Nr. 1. Die Restabschatzungsformel GI. (3), 8. 438, nimlich: 
(1) y v 5 < os 
n-+1 
gestattet die folgende niitzliche Verallgemeinerung. 
Ist a eine beliebige reelle Zahl > 1, so hat man nach § 31, Gl. (Ib), 


$. 192 (wenn gesetzt wird: P = 1 -+- a C= a): 
(1+2) >1+e-4, 
also durch Multiplikation mit v*: 
(y+ 1)" >: mene, + @) 


und daher: 
ete 1 a—l 1 
ey oi eye et. 
schlieBlich: 
1 1 1 1 
(2 ee ae KARA ANE AN 
(2) PORES Re ea Cte erieay 
Durch Summation iiber v=, n +1, ---n-+-p—1 ergibt sich weiter: 
n-+-p 
v1 1 1 1 
ie Sve ier nee) 
a--1 ; : 


und hieraus fiir p —> oo: 
S21 i ih 3 
(3) A uate, Saree 


eime Formel, die fiir «= 2 mit Gl. (1) tibereinstimmt. 


1) Das Auftreten eines Gleichheitszeichens ist bei diesem Grenziibergange 
definitiv ausgeschlossen. Denn angenommen, man setzte: 


foe) 
1 1 1 1 1 1 1 1 
Sat eines es ate sai agaarene| as oe ee 
urey ph e— n e— a 


so wiirde, mit Beniitzung von Ungl. (2) fiir » =m, daraus folgen: 


1.8) 
> 1 ~ 1 1 
oO ; a—t1’ 
nm” a—1 (n+1) 
was dem gefundenen Resultate widerspricht. 
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Neben dieser oberen Schranke lift sich auch eine ahnliche untere 
fiir den betreffenden Reihenrest angeben. Geht man aus von der 
Formel (IIb), 8. 183 (die sich im tibrigen, wie auf 8. 192 des naheren 
auseinandergesetzt ist, auch leicht auf irrationale Exponenten tibertragen 


14Bt) und setzt wiederum: P = 1 +5, c=a>1, so folgt zunachst: 


1 
ty” v _ vt aN | 
(1 +) <= 1 Waa Wome ance (fir » > @— 1) 
1+ ——a-— 
; yp v 
also durch Multiplikation mit v“ und Division mit v + 1: 
a—1 y@ 
: (vy + 1) < » eat 
und daher: 
1 1 oe — A 
(v ai ee Pee 1 @ 
schlieBlich: 
3 1 1 1 1 
4 ee SOP ihe AG War Sa ea 
( ) oa ee 


woraus durch Summation iiber v= ”+1, + 2,---n-+p fiir p — 00 
sich ergibt: o 
1 1 1 

(6) Oey ae 

Zu Nr. 2, 3 (S. 439/42). Hine allgemeinere, auf der Vertauschung 
der Summationsfolge einer iterierten Reihe beruhende Transformations- 
methode, welche die Eulersche als besonderen Fall entbalt, gibt 
A. A. Markoff: Differenzenrechnung, deutsche Ausgabe (Leipzig 1896), 
8. 178/9. 


Zu § 66, Nr. 6 (S. 496). 
Will man fiir den a.a.O. behandelten Fall: 
u,=(— 1) a,, 0, = (— 1) b,, @ 0) 1,2, ae ); 
wo die a,b, positive, mit v —> co monoton gegen Null konvergierende 


Zahlen bedeuten, ohne Benititzung der in Nr. 4 und 5 entwickelten all- 
gemeinen Ergebnisse nur beweisen, da8 die fiir die Anwendung der 


Multiplikationsregel notwendige Bedingung: 


n 
lim w, = lim >a, v, 4» = 9 
0 


nm >o nyo 
in dem vorliegenden Falle auch hinreichend ist, so kann man nach dem 
Vorgange von Herrn G. H. Hardy (The multiplication of conditionally 
convergent series. Proc. Lond. Math. Soe. (2), 6 [1908], p. 418) folgen- 
dermaBen verfahren. ; 


Multiplikation alternierender Reihen. — Zahlenpaare. 945 
Nach Gl. (19), 5S. 488 hat man: 


0,7 W,|=| S477, 
Dabei ist jetzt: 
V=b6,—6,4+-°°+C hy) aie oe Cae ts b 
und daher: 
V—V,_ = C1 441-8 ge tes 
folglich: 


bid 
Sra (Vi Vo 
0 


pet aig wah 


rer OR ae 


n—yv+1° 


Hiernach findet man: 


| U,V — Wa sus a,b 0: 
0 


also, falls lim w,=lim Sta,b._, =0: 


Vt 7 
R—> ay>@D Fr) 


lim (U,, V— W,) = 0, 


n> @ 


lim W, = ULV. 


n> 0 


d. h.: 


Abschnitt U1. 


Zu § 70, Nr. 2 (S. 585,6). 

Zur Bestatigung der in FuBnote 1 (S. 536) gediuRerten Ansicht tiber 
den hohen Grad von Willhiirlichkeit, den die Einfiihrung der komplexen 
Zahlen als Zablenpaare mit sich bringt, vergleiche man z. B. H. Burk- 
hardt, Hinfiihrung in die Theorie der analytischen Funktionen (3. Aufl, 
Leipzig 1908), 5.83—8; H. Weber, Enzyklopidie der elementaren 
Algebra und Analysis (3. Aufl., Leipzig 1909), S. 145; auch D. Enc. I A 4, 
S. 150/151, wo allerdings der Versuch gemacht wird, die Willkiirlich- 
keit der Multiplikationsformel durch den Hinweis zu beseitigen, daB 
bei der Untersuchung komplexer Systeme beliebig hoher Ordnung 
mit kommutativer Multiplikation die fragliche Festsetzung der Multi- 
plikationsformel vor anderen von vornherein ausgezeichnet erscheint. 
Hine eingehende Begriindung der Rechnungsregeln fiir die gemeinen 
komplexen Zahlen auf Grund der Definition durch Zahlenpaare gibt 
Herr M. Pasch im Anhange (8S. 158ff.) seines Buches: Verinderliche 
und Funktion (Leipzig und Berlin 1914). 
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Za § 71 (S. 5421f.). 


Zu Nr. 1 (8. 542/4). Hine zusammenfassende Darstellung ver- 
schiedener Untersuchungen tiber héhere komplexe Zahlen gibt Stolz- 
Gmeiner: Theor. Arithmetik, Abt. II (Leipzig und Berlin 1915), 
5. 219—273. — Im tibrigen s. D. Enc. 1 A 4 (S. 147—183): E. Study, 


Theorie der gemeinen und héheren komplexen Gréfen. 


Der héchst merkwiirdige Satz, daB man die Zahlenmenge 
X= §&-+ 7% des ,zweidimensionalen“ Bereiches: 0<&<1, 0 & yt 
umkehrbar eindeutig den reellen Zahlen a des ,,eindimensionalen“ Be- 
reiches: 0 <a%<1 wzuordnen kann (in geometrischer Ausdrucksweise 
[vgl. Bd. II dieser Vorlesungen], daS man die Punkte eines Quadrates 
von der Seitenlange 1 umkehrbar eindeutig auf die Punkte der Strecke 1 
,abbilden* kann), rtihrt von G. Cantor her (Journ. f Math. 84 [1878], 
8. 242ff.). Doch fiihrt dieser den fraglichen Beweis in der Art, wie 
er hier in § 103, Nr. 5 (5. 778) mitgeteilt wird, nimlich mit Hilfe 
der Darstellung der irrationalen Zahlen durch unendliche regelmaBige 
Kettenbriiche, nicht, wie im vorliegenden Paragraphen geschieht, mit 
Hilfe der Darstellung der reellen Zahlen durch unendliche Systembriiche 
(hier speziell dyadische Briiche), und macht andererseits (a. a. O. 8. 255) 
nur ausdriicklich auf die von uns im Anfang von Nr. 4 (8. 548) her- 
vorgehobene Schwierigkeit aufmerksam, welche die entsprechende An- 
wendung von Systembriichen (bei ihm speziell Dezimalbriichen) mit 
sich bringen wiirde. Der zur Behebung dieser Schwierigkeit von 
uns in Nr. 4 benutzte Kunstgriff, in dem fraglichen Zusammenhange 
die Ziffern des unendlichen Systembruches zu bestimmten Komplexen 
zusammenzufassen, stati sie eimzeln zu verwenden, rihrt nach 
A. Schoenflies: Die Entwickelung der Lehre von den Punktmannig- 
faltigkeiten (Jahresb. der D. M. V. 8 [1900], S. 23), von J, Kénig her. 

Der im letzten Absatz von Nr. 3 (S. 548) erwahnte ,, Aquivalenz- 
saiz“ der Mengenlehre wurde ungefahr gleichzeitig von E. Schréder 
(vgl. Jahresb. der D.M. V. 5 [1896], S.81) und F. Bernstein bewiesen. 
Letzterer Beweis auf Grund gelegentlicher Mitteilung zuerst veréffent- 
licht von E. Borel: Lecons sur Ja théorie des fonctions [Paris 1898], 
p. 103; sodann von A. Schoenflies in dem eben erwahnten Bericht 
iiber Punktmengen (a. a. 0. S. 16). Eine sehr durchsichtige Darstellung 
dieses Beweises, sowie einen zweiten von Herrn E. Zermelo (Gott. Nachr. 
1901, 5. 34) herriihrenden Beweis findet man bei F. Hausdorff: 
Grundztige der Mengenlehre (Leipzig 1914), S. 48/50). 
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gu § 72, Nr. 4 (S. 557). 
Der in FuBnote 1 mitgeteilte Beweis des Satzes: | a+-a'|<|a|-+|/a' | 
findet sich bei Ch.-J. de la Vallée Poussin, Cours d’ analyse infini- 


- tésimale (3i™* éd. 1914), p. 40. 


Zu § 75, Nr. 5 (S. 582).1) 

Der Riemannsche Satz tiber bedingt konvergente Reihen mit 
reellen Gliedern (§ 57, Nr. 2, S. 403), des Inhalts, daB eine solche 
Reihe vermittelst passender Anordnung der Glieder gegen jede beliebig 
vorgeschriebene Summe konvergieren kann, mit der (a. a. O. Nr. 3 an- 
gegebenen) Erweiterung, dafs man sie auf dieselbe Weise auch nach 
+ oo oder —oo divergieren oder zwischen beliebigen Grenzen oszil- 
lieren lassen kann, ist in sogleich niher anzugebendem Sinne auch 
auf Reihen mit komplexen Gliedern iibertragbar. Bezeichnet man 
nimlich die Gesamtheit der Grenzwerte, deren eine bedingt konver- 
gente Reihe bei allen méglichen Anordnungen ihrer Glieder fahig ist, 
als deren Summenbereich, so lé8t sich zunachst der obige Satz dahin 
aussprechen, daB der Summenbereich einer bedingt konvergenten Reihe 
mit reellen Gliedern aus der Gesamtheit aller reellen Zahlen von — oo 
bis + oo besteht. Fir bedingt konvergente Reihen mit komplexen 
Gliedern >(o, + 8,1) gilt nun der folgende Satz: Der Swmmenbereich 
einer solehen Reihe ist entweder das ganze komplexe Zahlengebiet oder 
auch nur eine lineare Mannigfaltigkedt dieses Zahlengebietes, d. h. die 
Gesamtheit aller Zahlen & + 77, deren Bestandteile einer Relation*von 
der Form c& + By +y=0 (wo a, B, y bestimmte reelle Zahlen) ge- 
niigen. Dieser Satz wurde zuerst von P. Lévy (Sur les séries semi- 
convergentes. Nouv. ann. de math. (4), 5 [1905], p. 506) ausge- 
sprochen und im wesentlichen bewiesen; volistiindiger und zugleich 
mit der Ausdehnung auf komplexe Zahlei héherer Ordnung von 
E. Steinitz (Bedingt konvergente Reihen und konvexe Systeme. 


Journ, f. Math. 143 [1913], 5. 128ff., s. insbesondere 8. 163 — 175; 


144 [1914], S. 1ff., s. insbesondere 8. 36—40) und W. GroB (Bedinet 
konvergente Reihen. Monatsh. f. Math. u. Phys. 28 [1917], S. 221). 


Zu § 76 (S. 583ff.). 

Die hier gegebene Umformung der Kriterien zweiter Art fiir 
Reihen mit- komplexen Gliedern, sowie deren Anwendung zur Her- 
leitung der WeierstraBschen Kriterien ist der Arbeit [24] entnommen. 
Die letzteren finden sich in Weierstra&’ Abhandlung itiber die ana- 
lytischen Fakultiten (Journ. f. Math. 51 [1856], 8. 28 = Werke 1, 8. 185). 


1) Die zum vorletzten Absatz von 8, 582 gehdrige Numerierung 5 ist infolge- 
eines Druckversehens weggeblieben. 
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Zu § 78 (S. 594ff.). | 

Zu Nr. 1—4. Es sind wie bereits in Nr. 1 angedeutet wurde, 

im wesentlichen funktionentheoretische Ziele, welche den AnlaB dazu 

gegeben haben, einer (uneigentlich) divergenten Reihe einen nach 

irgendwelchen besonderen Vorschriften aus den Reihengliedern ge- 

bildeten Grenzwert als Ersatz fiir die fehlende Summe zuzuordnen, 

Zu einer vorlaéufigen Orientierung in dieser Richtung sollen die folgen- 
den Bemerkungen dienen. 


Ist 0 <<& <1, so hat man (vgl. § 44, Gl. (23), 8. 301): 


rr) as 1 
Pras eA area 
0 
und daher’): 
1 


ro | 


' Andererseits geht, wenn man geradezu £=1 setzt, die Reihe 
>> (— 1)’ &” in die folgende iiber: 
1—-1+1—1+-.---- 


Im Anschlu8 an die vorhergehende Gleichung haben daher verschiedene 
altere Analysten dieser (in den Grenzen 0 und 1) oszillierenden Reihe 
ohne weiteres die Summes = beigelegt, ein Verfahren, iiber dessen 
Zulassigkeit im 17. und 18. Jahrhundert zahlreiche Kontroversen statt- 


fanden (vgl. D. Ene. 1 A 3, Nr. 39; Ene. fr. 14, No. 20). Im itibrigen 
ware tatsaichlich nichts dagegen einzuwenden, wenn man schlechthin 


definiert hatte: Ist Sa, divergent, dagegen ch >; a,~'=s, so soll s 
| >1 
SL Sco ee eee aaa 0 ; 


1) Eine dhnliche Schreibweise, naimlich: 
1 


lim (1 + By ne e, 
d>0 


wurde bereits auf S. 201 FuBn. 1) angewendet. Allgemein bedeutet, wenn, wie 
hier, § von vornherein auf das Intervall 0 <&< 1 beschrankt wird, die Schreib- 


welse 

E->1 
folgendes: Zu beliebig klein vorgeschriebenem «>0 1laBt sich d>0O g0 be- 
stimmen, dab: 


1—d<§< 1, 


“wenn ; 


ee ee ee ee ete 


eee ee ae a ee ee 


Reduktion (,,Summation") uneigentlich divergenter Reihen. 949 
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als ,,Summe“ der Reihe > 4, bezeichnet werden. Damit wire aber 


nichts anderes gewonnen ‘als ein neuer Name fiir jenen Grenzwert s 
wahrend es sich in Wahrheit in dem vorliegenden Zusammentange 
um die Lésung der folgenden Aufgabe handelt: Es soll ein von der 


Rechenvorschrift nae »a,§ wesentlich verschiedenes, auf die Zahlen 
E>1 
es Ca 2 i 2, ste ) anzuwendendes Grenzverfahren, etwa 
at S(a,, -a), angegeben werden, das im Falle der Divergenz 
air DAS ie der LEzxistenz eines endlichen lim S (a,, A,++'a)=s 
n> wo 


die Sicherheit gibt, daB auch ee Sa, &” im engeren Sinne existiert, 


e 0 
und zwar gleichfalls den Wert s besitzt. Zugleich miiBte dieses 


Grenzverfahren, das ja die fehlende Summe der Reihe iy ersetzen 
soll, zur Teemnidane von Widersprtichen so beschaffen sein, da8 bei 
seiner Anwendung auf die Gilieder a, einer konvergenten Reihe 


is) 


an a 8 (9; a,,°°* @,) mit dem Werte von 2% zusammenfallt, und es 


miiBte tiberdies von vornherein feststehen, daB im Falle der Konvergenz 
von Sa, die (keineswegs selbstverstiindliche) Beziehung stattfindet: 


ee ere 


=lims,, wo: s =a,+a,+::-a 
n-> wo 


n° 


ba 


DaB letzteres in der Tat der Fall ist, wurde erst von Abel bewiesen 


(Journ. f. Math. 1 [1827], 8. 314 = Oeuvres, éd. Sylow-Lie, 1, p. 223), 


und dieses Ergebnis hat G. Frobenius (Journ. f. Math. 89 [1880], 
S. 262) dahin verallgemeinert, daB: 


co 


a Sot Sy. siete taS, 
lim >» a,§" = lim cae ARBAB. 


(2) i>1< n> nb i 
= lim O/7,(s,) (in der Schreibweise 
a>” 


unseres Textes 8. 595, GI. (4,) bzw. (4) ftir x = 1), sofern der rechts 


stehende Grenzwert im engeren Sinne existiert. Damit ist dann ein 


erstes Grenzverfahren der verlangten Art gefunden. Liefert dasselbe 
keinen bestimmten Grenzwert, so kénnen, wie in § 78 Nr. 2 und 3 
des naheren erértert wurde, miglicherweise fiir irgend ein x >1 die 
(,, H6lderschen“ bzw. ,,Cesaroschen“) Grenzwerte dim Oi, (s,) baw. 
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lim ie im engeren Sinne ewistieren. In diesem Falle bestehen nun 


n> 
die mit Gl. (2) analogen Beziehungen: 


ie) 


(2a) lim vag = a 1 H12,{8,,) 
f E->1 ras 
oe (x) at ) 
(2b) lim >a, g’=lim S, (= x! lim ) 
: a Sear WF n> © ee ry 


deren ersfe zunichst von Herrn Hélder (Math. Ann. 20 [1885], 5S. 535) 
bewiesen wurde, wahrend die zweite mit Beniitzung der fiir O<§ <1 
geltenden, leicht zu beweisenden Identitit: 


C tn Sar -(Se) Dar- are 


aus einem von Herrn P. HE. Appell (Par. C. R. 87 [1878], p. 690) 
herrtihrenden Satze*) unmittelbar folgt, welcher besagt, daB: 


oo (*) 


#-+1 
lim (1 —& 5” ¥! lim 
es (ioe) Be e 


= n> (n+ 1)” 


wenn der vechts stehende Grenzwert im engeren Sinne existiert. Durch 
den im Text (Nr. 4) mitgeteilten Nachweis der Aguivalenz von 
lim 917, (s,) und lim S® ist der, im Vergleich zu dem oben ange-— 


nN >w 


deuteten Beweis ie Beziehung (2b), recht umstindliche Héldersche 
Beweis von (2a) vdllig entbehrlich geworden. 
DaB aus der Existenz eines endlichen lim SY stets diejenige eines 


R$ D 
damit gleichwertigen lin oN, (s,,) folgt, wurde zuerst von Herrn 


W. Schnee (Math. Wane 67 [1909], S. 110—125) bewiesen, nachdem 
zuvor schon Herr K. Knopp (Grenzwerte von Reihen an der Konver- 
genzgrenze. Dissert. Berlin 1907) das umgekehrte gezeigt hatte. 
Diese Beweise sind indessen duBerst langwierig, ebenso ein anderer 
Beweis des fraglichen Aquivalenzsatzes von W. Ford (Amer. Journ. 32 
[1910], p. 315—326). Der Beweis des Textes stammt im Prinzip von — 
Herm J. Schur (Math. Ann. 74 [1913], S. 447—458), mit Beniitzung 
einer von Henn H. Landau (in der am Schlusse der FuBnote 2 er- 


1) Vel. S. 598/9 GI. (11), (12). 

2) Vel. auch: [19], S.518, 522. Zu den dort in der FuBnote 8S. 522 BS 
Literaturangaben wire noch hinzuzufiigen: Cesaro, Napoli Rend. (2), 7 [1893], 
p. 187. und: Mathesis (2), 3 [1893], p. 241. — E. Landau, Darstellung und Be- 
grindung einiger neuerer Ergebnisse der Funktionentheorie. [Berlin 1916], 8. 33. 
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wahnten Schrift, 5. 30—38) gegebenen abgekiirzten Darstellung und 
gewissen weiteren von mir in [23] mitgeteilten Vereinfachungen. 

Die Erkenntnis, daB es (uneigentlich) divergente Reihen Dt, 
gibt, welche von keimer noch so hohen Ordnung (durch Mittelwerte 
oder iterierte Summation) reduzibel sind (vgl. § 78, SchluB von Nr. 3, 
S. 600), sowie eine Erweiterung der urspriinglich an die Abelsche 
Grenzgleichung (1) ankniipfenden Fragestellung in der Richtung, dab 
man darauf ausging (behufs sogenannter analytischer Fortsetzung), die — 
Reihe 240 nicht nur, wie zuvor, fiir den gerade an der Grenze des’ 
Konvergenzgebietes gelegenen Wert z= 1, sondern fiir ganz beliebige, 
dem Divergenzgébiete angehibrige Werte x zu _ ,,reduzieren“ oder, wie 
die allgemein iiblich gewordene Ausdrucksweise lautet, zu ,,summieren“*) 
— diese beiden Umstiinde haben dazu gefiihrt, die hier betrachteten 
Methoden in mannigfacher Weise umzugestalten bzw. durch verallge- 
meinerte Arten von Mittelbildungen zu ersetzen. Die einschligigen 
Arbeiten sind aber im wesentlichen fusktionentheoretischer Natur und 
kommen also in dem vorliegenden Zusammenhange nicht in Betracht, 
etwa ausgenommen zwei Publikationen neuesten Datums, denen eine 
arithmetische Weiterbildung der Cesaro-Hélderschen Grenzwerte als 
Grenzwerte abzihlbarer Zahlenmengen zugrunde liegt. Es sind dies 
die folgenden: A. Kienast, Proof of the equivalence of different mean 
values (Proc. Cambrigde Philos. Soc. 20 [1920], p. 74). — J. Mollerup, 
Une méthode de sommabilité par des moyennes éloignées (Danske 


Videnskabernes Selskab. Math.-fys. Medd. IH, 8. [1920]). 


Zu Nr. 5. Die am Schlusse dieser Nummer (8. 606) als hin- 
reichend fiir die Konvergenz einer reduziblen Reihe pas angegebene 


Bedingung: lim na, =0 
Ye aa) 


ist von Herrn Hardy (Proc. London Math. Soe. (2), 8 [1910], p. 304) 


durch die folgende, wesentlich weiteren Spielraum gewahrende: 


1) Ich halte diese Ausdrucksweise nicht fiir besonders glticklich, da eine voll- 
stindige und eindeutige Definition des Begriffes: ,,Swmme einer divergenten Reihe“ 
mir bisher nicht zu existieren scheint, Man spricht daher gewébnlich nicht von 
summierbaren Reihen schlechthin, sondern von ,nach Herrn X“ oder ,nmach der 
Methode Y“ summierbaren oder man bedient sich zur Abktirzung wohl gar so 
wundersamer Wortbildungen, wie Xswmmierbar, Ysummierbar, wihrend man nach 
meinem Dafiirhalten erwarten sollte, daB ein so prignant klingendes Beiwort wie 
summierbar, thnlich wie konvergent oder divergent, eine Higenschaft bezeichnet, 
die einer Reihe entweder ‘zukommt oder nicht zukommt, deren Existenz sich 
aber nicht von heute auf morgen dndern kann, je nach der gréferen oder 
veringeren Geschicklichkeit der Mathematiker, die sich mit der fraglichen Reihe 
gelegentlich beschiftigen. 
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(1) lim] na,|<+ 0 


ersetzt worden. Herr Landau (Warschauer Berichte, 1910, S. 99 ff.) 
hat unter Beschrinkung auf reelle a, diese Bedingung noch dahin er- 


weitert, daB nur: 
(IIa) lim na, > — oo 


vorausgesetzt zu werden braucht (wihrend dann immerhin noch 
lim na, = + oo sein diirfte). Dabei ist die Beschrénkung auf reelle a, 
Keine wesentliche, da ja im Falle a,=c, +B 7 das entsprechende 


Resultat fir > a, aus den fir 0, po 6, geltenden zusammengesetzt 
werden kann. Auch steht es (da mit der Reihe —> a, stets auch > (—a,) 
Kkonvergiert und umgekehrt) offenbar frei, in (Ila) a,, durch (— @,) und 
somit schlieBlich die Bedingung (Ila) durch die folgende zu ersetzen: 


(IIb) lim Na, <-+ Od, 


Kinen vereinfachten Beweis dieses Hardy-Landauschen Satzes 
habe ich in [26] mitgeteilt, der wegen der verhilinismaBig geringen 
Verbreitung der Miinchener Sitzungsberichte zur Vervollstindigung des 
vorliegenden Paragraphen hier nochmals abgedruckt werden moge, 

Aus der Rekursionsformel (4), 8.595 ergibt sich, wenn man x 
durch x + 1 ersetzt: 


(1) O,,.,(6,) =5 (OM, (@) + 1, (6,) + + Fam, (s,)| (#=0,1,2,--+--) 
(wo: OM, (s,)=s, =a, +a, +--+ + a,). Daraus folgt umgekehrt, daB 
(fir x= 0,1,2,----.): 

(2) Ot, (s,) = (v + 1) az, 4.1(8,) — v O16, ay Sa) 


= Ol 8) Ue og S,) ae, 418 
 Andererseits gewinnt man aus der Beziehung: 


+1 ate ater t1-a, | 0-a+1-a,+-+-+9-a, 
Me 8) = 8) ae he 
= ot, (s,) + OZ, (va,) 


durch x-malige Mittelwertbildung die folgende: 
(3) ON, ($,) = O12, 4168,) + %, 4.1(%4,), 
deren Vergleichung mit (2) ergibt: 
(4) OM, 4 (v a,) = 4 (O70, 4.4 (s,) oe ON, a (ca). (x= 0, I, 2,-- “)3) 
1) Diese Beziehung gilt auch noch fiir x=—1, da sie in diesem Falle mit 


der folgenden zusammenfallt: 
va=(s,—s,__1). 


ee ee 
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Nun werde angenommen, daf die a, (v= 0,1, 2,-:->- ) reell sind 
und der Bedingung (l1I1b) geniigen. Dann soll unter der weiteren Vor- 
aussetzung, da die Reihe Sa, reduzibel ist, da® also fiir irgendein 
k >1 eine Beziehung von der Form besteht: 


(5) lim O72, 4.1 (S,) = § (wo $= ',) 
nyo 0 


die Konvergenz von => a, bewiesen werden. 
Hierzu wiirde offenbar der Nachweis geniigen, daB aus (5) auf 
Grund der Voraussetzung (IIb) stets folgt, daB auch: 


(5a) lim o7, (s,) = §, 
n> o 
da durch fortgesetzte Anwendung dieses Ergebnisses fiir abnehmende / 
schlieBlich die Beziehung: 
lim 977, (s,) =s, dh. lim s, =s, 
n> oo n-> oo 


also die Konvergenz der Reihe >; a, gegen dieSummes resultieren wiirde. 


0 i 
Um den obigen Nachweis zu fiihren, hat man infolge der Voraus- 


setzung (IIb) bei passend gewihltem A> 0 fir v= 0, 1,2,----- zu- 
nichst: 

| va, <A, 
also auch: 


ON, (va)< A 
und durch Fortsetzung dieser SchluBweise allgemein: 
ON, (va,) < A (fir «= 0,1, 2,-----), 


anders geschrieben, mit Beriicksichtigung von Gl. (4) nebst der zu- 
gehérigen FuBnote: 


(6)- .{di,(s)— a,(s,_,)}<A (fir «=0,1,2,----- ) 
Setzt man hier speziell « =k, so folgt insbesondere, dab: 
(7) Ol, (s\) — ot, (sf) a = 


Nun seien », »’ irgend zwei natiirliche Zahlen, und zwar: 
n <n, 


ferner bedeute v zunidchst jede ganze Zahl des Intervalls: 


(8) n—n Ven, 

so gilt fiir jedes solche » auf Grund von Ungl. (7) a fortiori: 
A 

(9) ant, (8,) — ON, (8,1) <_oa 
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Krsetzt man hier v, bei vorliufigem Ausschlu8 der Annahme v =n 
als Anfangswert, der Reihe nach durch vy + 1, »+2,- -*”, 80 ergibt 
sich durch Addition der so entstehenden » —v Ungleichungen (bzw. 
im Falle y=" —1 als einzige Ungleichung): 


Ot, (s,) — Od, (s,) < — -A 
(10) << ao (wegen: n—v <n’ nach (8)), 


und diese Ungleichung gilt, wie unmittelbar ersichtlich, auch fiir den 
urspriinglich ausgeschlossenen Fall »=m. Summiert man dieselbe 
nochmals tiber die n’ Werte » = n—n’+1, n—n’+2,-+-n, s0 folgt 


weiter: 8. 
nw’ -OIl, (s,) — +A 
n—n’ +1 
und daher: 
(11) Mt, (8,) <<, . Moar, (s,) +, - A. 
. n—n’+t-1 


Um neben dieser oberen Schranke fiir O72 ,(S,) elme entsprechende 
untere zu gewinnen, bedeute jetzt zweitens » jede ganze Zahl des 


Intervalls: 
(12) 20 | n<oveontn’. 


Alsdann hat man fiir jedes solche » auf Grund von Ungl. (7) a fortiori: 
ag) 2 att, (8,) — at, (s,_.) <4 


und findet hieraus, wenn man v der Reihe nach durch » — 1, v — 2, 
-” +1 ersetzt und die so entstehenden Ungleichungen zu Gan (13) 
tater: 


ON, (8,) — OI, (s,)<"—". A 


ae -A (wegen: v—n<”’ nach (12)), 
und daher: 


(14) Ol, (8) > O14, ( enters a 


Summiert man diese Tees tiber die n’ Werte: » =n + 1, 
N+2Q,++-H SE ”” und dividiert das Resultat durch »’ » So ergibt sich: 


pore 
(15) amt, (s,) >= => at, (s,.) — 


n-+-1 
als die gesuchte, wntere Schranke fiir 9/2, (s_). 
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Nun ist allgemein fiir p <q: 


Sion, 6) = Som) - — Son) 


p+ 
= e it) att, (6 )—(p + 1) on, , (s,)s 
anders geschrieben: 


~~ 


; =(¢-+1){0%,.,6,)— a", .,6) + @— p) O44 (s,) 
(18) 379%) | (p41) (00, (6) —20,,4(6,)) + @—2) 9M, ., (8). 


Wendet man die erste dieser Formeln auf die rechte Seite von 
Ungl. (11), die zweite auf diejenige von Ungl. (15) an, so fle 


1 
= ape (OM 41(8,)  — M41 (S,_ w+ O% 4 (8, yee ay 
) O1,(S, ere 
: > (ON, Cay) — Os) 191 Cw ~ a 


Nun werde gesetzt: 


n’ =[en], wo: 0<e <1, 
sodaB also: 


‘ ro pe MES SA Ne ie eit Ro ee 
eee. in Ft de syria dim ee 
| Da sodann mit etrevainntizans von Gl. (5): 
g din Oy Sota) = eek On, 1, (8,) = 8, 


so folot aus a7) #0 n —> OO: 


Bee <2 7B: 
(18) it HG ese toe 
. n> ap S “+ sA 
q und, da es freisteht, s unbegrenzt zu verkleinern, schlieBlich in Uber- 
- - einstimmung mit der 2u beweisenden Gleichung (5a): 
PUN) 


womit der Beweis des fraglichen Satzes erledigt ist. 


j 

Wu § 79, Nr. 4 und 5 (S. 611/2). 

Zu Nr.4. Dererste Teil des Multiplikationssatzes (V1), Gl. (18)—(21), 
’ S. 611 hat den eigentlichen AnlaB zur Hinfiihrung der Cesaroschen 
Grenzwerte gegeben (Sur la multiplication des séries. Bull. sc, math. (2) 
24 (1890), p.114). Er li8t sich dahin verallgemeinern, daB dann, 
wenn > a, und > b, nicht konvergent, sondern nur von der Ordnung k und 
k’ reduzibel sind, die nach der Cauchyschen Multiplikationsregel ge- 
{ _ bildete Reihe Ss c, mindestens von der Ordnung k+k’ +1 reduzibel 

ist (Cesaro a.a. 0. 8. 120). 
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Zu Nr.5. Der Satz (VII), 8. 612, findet sich bei Hardy in der 
schon frither (Anm. zu § 66, 8.944) erwihnten Arbeit tiber Multi- 
plikation bedingt konvergenter Reihen (Proc. Lond. Math. Soe. (2), 6, 
[1908], p. 414, Nr. 8). 


z Zu § 80, Nr. 1 (S. 616). 
Die scheinbare Schwierigkeit, welche darin liegt, daB man das un- 
endliche Produkt: 6,6,-+-b,+++++ (wo durchweg |b,| >) auch dann 
divergent nennt, wenn die Zahlenfolge: 


by, (0, > «40,0, «= BL), aoe 
nach Null konvergiert, wird beseitigt, wenn man sich entschlieBt, ein 
fiir allemal zwischen der Konvergenz bzw. Divergenz einer beliebigen 
Zahlenfolge und derjenigen eines sogenannten wnendlichen Algorithmus, 
d.h. eines bestimmt vorgeschriebenen, unbegrenzt forteuseteenden Rechnungs- 
verfahrens zu unterscheiden und im letzteren Falle die Konvergene etwa 
in folgender Weise definiert: 


Hin unbegrenzt fortzusetzendes Rechnungsverfahren, bei 
dem die Null nicht als bestindig wirkender Faktor auftritt?), 
soll nur dann konvergent heiBen, wenn als Grenzwert eine solche 
bestimmte Zahl zum Vorschein kommt, die auch bei begreneter - 
Anwendung der betreffenden Rechnungsvorschrift auftreten 
kounte. 


1) Dieser Zusatz ist unentbehrlich, da ja die Null als Faktor eine Aus- 
nahmestellung einnimmt, Ein Produkt mit dem Faktor 0 hat immer den Wert 0, 
mag es ein endliches oder unendliches sein. Durch das Auftreten eines einzigen 
bestandig wirksamen Faktors Null wird jedes weitere Rechnungsverfahren illu- 
sorisch, | 

Die Zahlenfolge 

0, (0- 12 (0+ 1+ 2), ++. (0+ 1428s p)aeeis 
ist fraglos konvergent und hat den Grenzwert 0. Dagegen hitte es wenig Sinn, 
das unendliche Produkt: 
502d 22 sce w vans : 

welches gleichfalls den Grenzwert 0 hat, als ein konvergentes za bezeichnen, Fiir 
die Funktionenlehre erscheint es indessen zweckmaBig, auch unendliche Produkte 
mit Nullfaktoren in konvergente und divergente zu sondern: vgl. hiertiber § 86, 
S. 650, FuBn. 1. : 

Was das Auftreten der Null als Nenner betrifft, so gilt dies ja schon bei 
begrenzten Rechnungsoperationen zuniichst als unzulassig. Wenn es dann spiter- 
hin in der Lehre von den Kettenbriichen auf Grund besonderer Konventionen bei 
endlichen Kettenbriichen gelegentlich zugelassen wird (vgl. § 88, Nr. 8, S. 673; . 
§ 90, Nr. 2, 8. 685), so liegt kein Grund vor, es bei wnendlichen in entsprechen- 
dem Zusammenhange auszuschlieBen (vgl. § 102, Nr. 5, 8. 769ff.). 


~ 
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Danach wird man also eine unendliche Reihe als konvergent be- 
zeichnen, wenn ihre Partialsummen eine beliebige endliche Zahl (ein- 
schlieBlich der Null) zum Grenzwert haben, und das gleiche Resultat 
wiirde auf Grund der obigen Definition sich selbst dann ergeben, wenn 
man nach dem Vorgange von Cesaro und Carathéodory (vgl. die 
Anmerkung zu § 26 (8. 927, FuBn. 2, 3)) eine Zahlenfolge mit dem Grenz- 
wert ++ co oder — oo noch zu den konvergenten zahlt. Dagegen wird 
ein unendliches Produkt mit von Null verschiedenen Faktoren und dem 
Grenzwerte Null ohne irgendwelchen. Zweifel als divergent zu gelten 
haben, da ein endliches Produkt ohne den Faktor Null niemals den 
Wert Null haben kann. Die oben vorgeschlagene Definition fiir die 
Konvergenz eines unbegrenzt fortzusetzenden Rechnungsverfahrens be- 
wahrt sich auch bei der Anwendung auf unendliche Kettenbriiche, wie 
weiter unten in der Anmerkung zu § 97 noch gezeigt wird (s. S. 961). 


Zu § 81 (S. 621 ff.). | 
Gewisse allgemeine Regeln zur Entscheidung von Konvergenz und 
Divergenz unendlicher Produkte hat zuerst Cauchy angegeben (Ana- 
lyse algébrique [1821], Note IX, p. 561 = Oeuvres (2), 3, p. 459). 
Sie riihren indessen von Coriolis her, wie Cauchy selbst in 
der Hinleitung zu dem genannten Buche (p. VII = Ocuvres, 
hee; ia VII) smnittellé. Diese Regeln beruhen auf der Beziehung: 


ig J T b= Se, und der mit deren Hilfe bewerkstelligten Zu- 


riickfihrung der Untersuchung eines unendlichen Produktes auf die- 
jenige einer unendlichen Rezhe von Logarithmen und nehmen, zumal 
bei der Ausdehnung auf komplexe b,, nicht unerhebliche Hilfsmittel 
der Analysis (funktionenlehre) in Anspruch (Cauchy, Anal. algébr. 
p. 572 = Oeuvres, 1. c. p. 467. Ausfthrlicher z. B. bei Stolz- 
Gmeiner, Hinleitung in die Funktionentheorie. IT [1905], S. 404 ff.). 
Weierstra8 (Journ. f Math. 51 [1856], S. 18 ff. = Werke 1, S. 183 ff) 
hat gezeigt, daB man die Fundamentalsitze tiber absolute Konvergenz 
unendlicher Produkte auch ohne derartige Hilfsmittel streng begriinden — 
kann, Die im AnschluB hieran in [3] von mir entwickelte rein 
elementare Theorie der unendlichen Produkte bildet die Grundlage der 
in diesem und den folgenden Paragraphen gegebenen Darstellung. 


Zu § 83 (S. 632 ff.). 

Auch der Beweis fiir das schlieBliche Zusammenfallen der auf 
Grund ihrer Definitionen zunachst vollstiindig verschiedenartigen Be- 
griffe der absoluten und der wnbedingten Konvergenz wird, zumal im 
Falle komplexer Faktoren, gewohnlich mit analytischen Hilfsmitteln 
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geftihrt, nimlich entweder mit Beniitzung der Logarithmen komplexer 
Argumente (s. U. Dini, Annali di Mat. (2), 2 [1870], p. 38; Stolz, 
Allg. Arithmetik, 2 [1886], S. 238) oder, was in letzter Linie auf das- 
selbe hinauslauft, mit Hilfe der Darstellung komplexer Zahlen durch 
trigonometrische Funktionen (s. De Pasquale, Giorn. di Mat. (2), 4 
[1897], p. 259; Stolz-Gmeiner, a. a. O. 8. 413). Der hier gegebene 
rein elementare Beweis fallt naturgeméB etwas langer aus, da er die 
Ergebnisse anderer, verhaltnismaéBig umfangreicher Untersuchungen 
nicht in Anspruch nimmt. 
Zu § 85 (S. 649). 
Die sehr bemerkenswerte, zahlentheoretische Formel (15) riihrt 


von Kuler her (Introd. in Anal. inf. I [Lausannae 1748] Cap. XV, 


p. 225). 
Zu § 86 (S. 650ff.). 


Der Satz am Schlusse von Nr. 1 (S. 652) wurde zuerst von 
Cauchy (Anal. algébr. p. 563 = Oeuvres (2), 3, p. 460) wieder mit 
Hilfe von Logarithmen bewiesen. Hine auf demselben Hilfsmittel 


beruhende Verallgemeinerung habe ich in [2], S. 482 angegeben (s. 


z B. auch Stolz-Gmeiner, a. a. O. 8. 436). 
Bezieht sich der  obige Satz nur auf solche unendliche Produkte 


Hla+t+ y,), bei welchen die (reelle) Reihe D?, bedingt konvergiert, 


so lassen sich auch im Falle ihrer Divergenz tiber das Verhalten von 
fat y,) bestimmte Angaben machen. Niaheres dariiber finde} man 
in [3], 8. 152ff Hier mége nur noch das folgende ganz lehrreiche 
Beispiel Platz finden. Es sei e2>0Q und m>a*. Die Reihe: 


Zi rear | c ae 


divergiert dann fiir jedes « >0 nach + oo. Andererseits hat man: 


HC +)0-)- OS 


Dieses Produkt konvergiert also nach 1 fiir den besonderen Wert « = 5) 


es dwergiert nach Q fiir ee, nach ++ oo fiir « eS (s. § 82, Nr. 1, 
8. 627). 


Zu § 87 Nr. 2, S. 658i. 
Auf die Méglichkeit, das frither abgeleitete (S. 321, Ungl. (12)) 


hier unter (5) (S. 659) angefiihrte Konvergenzkriterium zweiter Art in — 


der Weise zu erweitern, wie in Ungl. (4) angegeben wird, wurde ich 
durch eine briefliche Mitteilung von Herrn H. Griinh ola aufmerk- 
sam gemacht. 7 
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Abschnitt IV. 


, Mu § 88, Nr. 4 (S. 677). 

Der von mir gebrauchte Ausdruck ,veduzierte. Form“ eines Ketten- 
bruches zur Bezeichnung desjenigen (unter Umstinden sogar sinnlosen) 
Bruchsymbols, welches zustande kommt, wenn man den Kettenbruch 
vein formal durch sukzessives Fortschaffen der Nenner von unten nach 
oben bzw. von rechts nach links ,,reduziert“ (vgl. § 90, Nr. 2, S. 685) 
findet sich in der Literatur nur in wesentlich anderer Bedeutung, 


L. Ph. Seidel (Miinch. Abh. 2. Kl. 7 [1855], S. 267) bezeichnet nim- 


lich damit die Kettenbruchform: b, halve A Og Hace. s tat auf welche 
jeder beliebige Kettenbruch mit von Null verschiedenen Teilzahlern ver- 
mittelst Aquivalenz-Transformation gebracht werden kann (vgl. § 94. 
Nr, 4, 8. 710, FuBn. 1). Dagegen beniitzt M. Stern die Bezeichnung 
»reduzierter Kettenbruch“ (Journ. f. Math. 10 [1833], 8. 4) oder ,edu- 
zierter Wert“ (Lehrbuch der algebraischen Analysis [1860], S. 265). in 
demselben Sinne, wie hier die Bezeichnung ,,reduzierte Form“ gebraucht 
wird, falls das betreffende Bruchsymbol eine bestimmte Zahl vorstellt 
(d. h. einen von Null verschiedenen Nenner besitzt). 


— Ju § 90, Nr. 8 (S. 689). 

Die Rekursionsformel (1) kann auch dazu dienen, um fiir jedes 
einzelne -A, bzw. B, eine independente Darstellung zu erhalten. Schreibt 
man namlich z. B. die Formel ftir A, folgendermafen: 

aA ,.tbA_,—A,=0 
und laBt ihr diejenigen Gleichungen, die entstehen, wenn man der 
Reihe nach v durch 2, 3,---(v— 1) ersetzt, auBerdem noch die beiden 
Anfangsgleichungen von (J) vorangehen (wobei es aus Symmetrieriick- 
sichten zweckmifig ist, der ersten das Minuszeichen zu geben und 


1 


die zweite in die Form b,A,— A,=—a, zu setzen), so erhalt man 
das folgende System von (v + 1) in A), A,,--- A, linearen Gleichungen: 
— Ay san Ug 
bA,— A, cae Mews. 
a,A,+ 6, A, A, ay 
a,A,+b,4,— A, 0 
aA ,+tbA_,—A,=0, 


aus denen sich jede dieser vy +1 Unbekannten, insbesondere A, selbst 
nach bekannter Methode bestimmen Jat, Es erscheint dabei A, in 


960 Anhang. Literaturnachweise, Anmerkungen und Erginzungen. 


Gestalt einer aus a,,a,,-++a,; by), 5,,++:b, zusammengesetzten De- 
terminante (die auch speziell’ als Kettenbruchdeterminante oder Konti- 
nuante bezeichnet wird). Da die Beniitzung dieses Hilfsmittels nicht 
im Rahmen des vorliegenden Buches liegt, andererseits die imdependente 
Darstellung der A, (bzw. der in analoger Weise darstellbaren B)) fiir 
die Theorie der Kettenbriiche nur beschrankte Wichtigkeit besitzt, so 
moge beziiglich der weiteren Ausfiihrung der angedeuteten Methode 
auf Herrn O. Perrons Lehrbuch’): ,Die Lehre von den Kettenbriichen“ 
(Leipzig und Berlin 1913), § 4 (S. 10) verwiesen werden, Daselbst 
wird tibrigens am Schlusse von § 8 noch eine zweite Methode zur 
independenten Darstellung der A, B, angegeben. : 


Zu § 92, Nr. 1 (S. 695/6). 
Vertauscht man in den Formeln (V) v und g, so folgt zuniichst: 
Ay ay ge ane uy evita 

Peon Pega iete © G1 Pp ieee 
und, wenn man noch o durch 14 —1 ersetzt: 

Ao, oF Ay Ae aA, Bi ayy 

aN im Be A ae 0,B,_ Bias yr 
Diese Formeln erweisen sich als identisch mit den von Herrn Perron 
als ,,Fundamentalformeln® (Lehrb. 8.14, Gl. (24)) bezeichneten, wenn man 
beachtet, daB die Zahler. und Nenner der reduzierten Form des Kettenbruches: 


A, 44| Ot y—4 | 
eon aie Te 115 os 
statt, wie hier, mit: A,,,,—1 von Herrn Perron mit: Ae 
B 


” ” ” ” see rantar ” ” ” ” yv—1,4 


bezeichnet werden. 
Zu $97, Nr. 1 (S. 7241f.). | 
Der Begriff der Konvergenz und Divergenz eines unendlichen 
Kettenbruches la | diirfte sich wohl zuerst bei Stern (Journ, f. 
v4 
Math. 10 [1833], S. 864) durch die Konvergenz bzw. (eigentliche Diver- 
: Ay <1 /( 4, A ; ; 
enz) der Reihe: —°+. »+(_*%_ 2 einigermaBen ausreichend defi- 
) By 2: & B,_y : 
niert finden. Stern laBt dabei jedoch die .Méglichkeit, daB diese 


1) Weiterhin kurz als: ,,Perron, Lehrb.“ zitiert. 
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Reihe oszillieren, und zwar insbesondere innerhalb endlicher Grenzen 
oszulieren kann, auBer acht und hilt daher allemal die Konvergenz 
schon fiir erwiesen, wenn er nur gezeigt hat, daB die Partialsummen 
der Reihe zwischen zwei endlichen Grenzen bleiben.) Spiiter (Journ. 
f. Math. 37 [1848], S. 255) hat er seine Ansicht wenigstens insoweit 
berichtigt, daB er die Méglichkeit des Oszillierens innerhalb endlicher 
Grenzen in Betracht zieht. Inzwischen hatte jedoch bereits Seidel 
(Habilit.Schrift [Miinchen 1846]: Untersuchungen iiber die Konver- 
genz und Divergenz von Kettenbriichen) die fraglichen Begriffe mit 
gentigender Schirfe prizisiert. 

Mit Riicksicht darauf, da8 bei unendlichen Produkten das Auf- 
treten des Grenzwertes 0 als Divergenzfall angesehen wird, liegt die 
Frage nahe, ob es nicht vielleicht angemessen sei, die analoge Fest- 


setzung auch fiir einen Kettenbruch ia zum mindesten bei durch- 
1 


weg von Null verschiedenen a, zu treffen. Man erkennt unmittelbar, 
daB dies nicht zutrifft, sofern man sich an diejenige Begriffsbestim- 
mung halt, welche in der Anmerkung zu § 80 (S. 956) beztiglich der 
Konvergenz eines unbegrenzt fortzusetzenden Rechnungsverfahrens an- 
gegeben wurde. Danach ist namlich das Auftreten des Grenz- 


wertes lim aa =0 in jedem Falle als Konvergenz au betrachten, 


da auch’ endliche Kettenbriiche mit durchweg von Null verschie- 
denen Zahlern a, den Wert 0 haben kénnen. (Einfaches Beispiel: 
(K,) = ale WO a,, 4,, 6,, b, ganz beliebige Zahlen, ins- 
besondere: a, += 0, a, 0, b, = 0. Man findet: A, = b,a,— b,a,= 0, 
B, = 6,b, + a,— b,b,=a,, also: K, = 0.) 

Herr Perron (Lehrb. 8. 21) sagt ,wmnwesentlich divergent statt 
des hier gebrauchten_,,auferwesentlich* dwergent und faBt (wohl nach 
dem Vorgange von Saalschiitz: Journ. f. Math. 120 [1899], S. 139) 
unter der Bezeichnung ,,im weiteren Sinne konvergent“ (Lehrb. 8. 232) 
diejenigen Kettenbriiche zusammen, welche hier (S. 727) als ,,hdchstens“ 
auperwesentlich divergent bezeichnet werden. 


Zu § 98, Nr. 8 (S. 737). 
Den Begriff der unbedingten und bedingten Konvergenz von unend- 
lichen Kettenbriichen habe ich in [14], 8. 299 eingefiihrt. Die dort 


1) In diesem Sinne zu korrigieren ist eine Ungenauigkeit, die sich in FuB- 
note 378, S. 127 in meinem Artikel der D. Enc, I A 3 (baw. der Enc. fr. 1 4, 252 
en note, p. 294) findet. Es heiSt daselbst: Stern rechnet die innerhalb end- 
licher Grenzen oszillierenden Kettenbriiche zu den konvergenten. 
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als Grundlage bentitzte, auf S. 8300 unter (12) angefiihrte Formel geht 


aus (V'), § 92, Nr. 3 (S. 698) hervor, wenn man v=m, v+o=n 


setzt und beachtet, daB A, , a. a. O. diejenige Bedeutung hat, welche 


bei der in Formel (V’) ) bentitzten Bezeichnungsweise Ay, ,, heiBen wiirde. 


Zu § 102 (S. 760ff.). 


Zu Nr. 2, 3 (S. 764). Die Kriterien (iJ) und (III) riihren von 
Seidel her (Habilit.Schrift, Mtinchen 1846), wurden unabhingig da- 
von auch von Stern (Journ. f. Math. 37 [1848] hergeleitet. 

Zu Nr. 4 (S. 767). Das Kriterium (V, A) zuerst bei Stolz (Allg. 
Avithmetik 2 [1886], 5S. 284), das Kriterium (V,B) von Saalschiitz 
(Journ. f. Math. 120 [1899], 8. 188, FuBn.) ohne Beweis als hin- 
reichende und (falschlich auch) motwendige Konvergenzbedingung aus- 
gesprochen, von mir in [16] auf seinen richtigen Umfang eingeschrankt 
und bewiesen. 

Andere, sukzessiver Verscharfung fahige Kriterien fiir Ketten- 
briiche aus positiven Zahlen gab Herr Perron (Minch. Sitz.-Ber. 35 
[1905], S. 315; s. auch Lehrb. S. 240/1, Satz 12, 13). - 


Zu § 103, Nr. 5 (S. 78/9). 


Der betreffende Aquivalenzbeweis nach G. Cantor, Hin Beitrag 
zur Mannigfaltigkeitslehre (Journ. f. Math. 84 [1878], S. 242 ff, s. ins- 
besondere § 2 und § 6). 


Zu § 104 (S. 780ff.). 


Zu Nr. 3 (S. 784). Die von mir hier eingeftihrte Bezeichnung 
perfekte quadratische Irrationalitit (bei der das Beiwort perfekt nur 
besagen soll, daB die fraglichen Irrationalitéten vor anderen gewisse 
ausgezeichnete Higenschaften voraus haben) war bisher nicht tblich. 
Herr Perron (Lehrb. 8. 79) bezeichnet solche Irrationalitéten als 
reduziert, weil sie als Wurzeln sogenannter reduzierter quadratischer 
Formen auftreten. Mir schien diese Bezeichnung nicht recht zweck- 
miBig, weil die Partizipialform ,reduziert“ die (falsche) Vorstellung 
erweckt, als kénnten andere quadratische Irrationalititen tiberhaupt 
reduziert* werden, d. h. durch irgendeinen TransformationsprozeB in 
solche als ,,reduziert bezeichnete tibergefiihrt werden. : 

Zu Nr. 5 (S. 787 ff). Der (wesentlich schwierigere) erste Teil des 
Hauptsatzes riihrt von Lagrange her (Additions au mémoire sur la 
résolution des équations numériques. Mém. Berlin, 24. année [1770] 
= Oeuvres, 2, p. 606, Nr. 34), der zweite findet sich schon bei Euler 


L 
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(Introd. in Anal. infinit. [1748], Cap. XVII, p.314). Der hier gege- 
bene Beweis des ersten Teils ist im wesentlichen eine vereinfachte 
Umbildung des Lagrangeschen Beweises (teilweise ahnlich schon bei 
Serret, Cours d’algébre supérieure 1 [1885], p. 44; auch bei Perron, 
Lehrb. S. 74), Hinen etwas kiirzeren, aber merklich kiinstlicheren 
Beweis, der von Charves (Bull. sciences math. (2), [1877], p. 41)» 
herriihrt, findet man _ bei Perron, Lehrb. S. 77. Einen dritten (in 
letzter Linie mit dem Lagrange schen verwandten) Beweis liefert die 
Theorie der quadratischen Formen (s. Lejeune-Dirichlet , Vorl. tiber 
Zahlentheorie, herausg. von R. Dedekind, 3. Aufl. [Leipzig 1872], 
S. 189 ff.). 

Zu Nr. 7—9 (8. 792ff.). Die Satze von Nr. 7 und 8 stammen von 
Galois (Gergonne Annales 19 [1828/29], p. 204), der erste Teil des 
Satzes von Nr. 9 yon Legendre (Théorie des nombres [Paris 1830], 
p. 55). | 

Zu § 105 (S. 7991f.). 

Der Inhalt dieses Paragraphen beruht im wesentlichen auf zwei 
Noten, welche von Liouville zuerst in Bd. 18 [1844] der Par. C. R. 
(p. 883; 910) veréffentlicht und mit einigen Zusiitzen in Bd. 16 [1851] 
des Journ. de math. (8. 133) wieder abgedruckt worden sind. 


Zu § 106 (S. 804ff.). 
Zu Nr. 2 (S. 806). Die Nebenndherungsbriiche (s. Gl. (12)) wurden 


unter der Bezeichnung ,,mittelbare Naherungsbriiche“ zuerst von Stern 
in dem vorliegenden Zusammenhange eingefiihrt (Journ. f. Math. 10 
[1833], 8. 368; auch: Algebr. Anal. S. 304). Weitere historische Notizen 
s. D. Ene. [A3, 8. 125, Fu8n. 370 (Ene. fr. I 4, p. 291, note 242). 

Zu Nr. 3 (8. 808). Die Bedingung (1), 8.804 als hinreichend 


fiir die Konvergenz des Kettenbruches le a wurde zuerst von 
1 Ys 


Stern angegeben, und zwar fiir ganzzahlige a, B, mit unzulanglichem 
Beweis (wegen Nichtbeachtung der Méglichkeit des Oszillierens — vel. 
die Anmerkung zu § 97, S.960/1) schon 1833 (Journ. f. Math. 10, S. 366), 
vollstandig erst 1860 in der Algebr. Anal. S. 301. Fiir den Fall a =1 
findet sie sich schon bei Seidel (Abh. Bayr. Akad., 2. K1, 7 [1855], 
8. 582). 7 

Zu § 107, Nr. 1 (S. 812). 

In der Encyklopidie (D. Ausg. 1 A 3, 8.126) habe ich fiir die 
hier als ,,negativ-regelmdfig“ bezeichneten Kettenbriiche die Benennung 
» reduziert-regelmdpig“ (Kine. fr. 1 4, p.292: fractions continues réguliéres- 

Pringsheim, Vorlesungen I, 3. 62 
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réduites) eingefiihrt, da sie eine spezielle Gattung desjenigen Ketten- 
bruchtypus bilden, welcher nach dem Vorgange von Seidel als redu- 
zierte Kettenbruchform bezeichnet wurde: vgl. die Anmerkung zu § 88 
(S. 959). Da aber hier die Bezeichnung ,,reduzierte Form“ bestindig 
in ganz anderer Bedeutung gebraucht wird, schien es durchaus unzweck- — 
“ miBig, das Beiwort ,,reduziert“ in dem vorliegenden Zusammenhange 
noch beizubehalten, zumal das jetzt eingefiihrte , negativ“ welt charak- 
teristischer erscheinen dtirfte. 


Zu § 108 (S. S20ff.). 


Das Kriterium am Schlusse von Nr. 1 (8. 823) wurde fiir den spe- 
ziellen Fall ¢, =-— 1 von Stern (s. die Anmerkung zu $106, Nr. 3) 
abgeleitet, fiir beliebige, auch komplexe ¢, mit dem Absolutwert 1 in 
[14] (S. 813) von mir bewiesen. 

Die auf S.833 am Schlusse von Nr. 7 und im Zusatze zu dieser 
Nummer angegebenen Konvergenzbedingungen (1)—(III) stammen von 
H. Tietze (Math. Ann. 70 [1901], s. insbesondere 8. 257, Satz 6). Sein 
Beweis beruht auf einer von F. Klein (Géttinger Nachr. 1895, 5. 257) 
herrtihrenden geometrischen Deutung der Naherungsbriiche eines Ketten- 
bruches. Die hier beniitzte, auf der Extension des betreffenden Ketten- 
bruches beruhende Beweismethode findet sich bei Perron, Lehrb. §. 242. 

Die Behauptung, daB schon die den Kriterien (1)—(II1) zugrunde 
hegenden Hauptbedingungen, namlich: 


By as >0 
py Oey WOM eee 


Vv 


jail] 


ohne die auf die Divergenz der in (1)—(III) angegebenen Reihen be- : 


B, 


hinreichend seien, findet sich mit der Beschrankung auf ganzzahlige «,, B, 
schon bei Stern (Journ. f. Math. 10 [1833], 8.386, letzter Absatz). 
Mit dieser Beschrankung ist sie auch tatsichlich richtig, da ja in 
diesem Falle die Reihe > a, eo yso divergiert, das Kriterium (1) also 
vollstindig erfiillt ist. Der von Stern gegebene Beweis leidet aber 
wieder an dem bereits zuvor (Anm. zu § 97, § 106) bezeichneten Fehler. 

Konvergenzkriterien fir den Fall «, = (— 1)’ (fiir sog. alternierende 
Kettenbriiche) gaben A. Gmeiner (Monatsh. f. Math. 1903, 8S. 261 
und Wiener Sitz.-Ber. 1908, S. 27; s. auch Stolz-Gmeiner, Hinl. in 
die Funktionentheorie, II, 8.583 /ff.) und, in allgemeinerer, die eben ge- 
nannten Kriterien als Spezialfalle umfassender Form, O. Perron (Miinch. 


Sitz.-Ber. 1911, 8. 205; s. auch Lehrb. 8. 246). 


ziigliche Zusatebedingung, fiir die Konvergenz des Kettenbruches \* =| 
1 
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Zu § 109 (S. 835 ff.). 


Die Irrationalitét des Wertes regelmaBiger unendlicher Kettenbriiche 
war schon Euler bekannt (vgl. De fractionibus continuis dissertatio. 
Comment. Acad. Petrop. IX ad annum 1737, p.108). Den Gedanken, auch 
andere als regelmaBige Kettenbriiche zu Irrationalititsbeweisen zu bentitzen, 
verdankt man Lambert, der auf diesem Wege, und zwar mit einer 
fiir die damalige Zeit (1767) geradezu erstaunlichen Strenge des Kon- 
vergenzbeweises zuerst die Irrationalitat von x erwiesen hat (Histoire 
de Académie royale [Berlin, année 1761], p. 265 —322). Naheres 
hiertiber findet man in [15], S. 325ff. | 

Legendre (Hléments de géométrie, 4*me éd. [1806], note IV) hat 
den nach ihm benannten Irrationalititssatz folgendermaBen ausge- 
sprochen: 


Bedeuten m, n, m’, n’ etc. ganze positive oder negative Zahlen 


mm mm” Py : 

von der Art, daB 2 eat inate rai echte Briiche sind, so hat 
m mm’ mn” : : : 

der Kettenbruch a -- a? | aa Ln? igh ar ne elmen irrationalen 


Wert. 


Sein Beweis, der wesentlich auf der Voraussetzung der Konvergenz, 
ja sogar der unbedingten Konvergenz der betreffenden Kettenbriiche be- 
ruht, muBte véllig unverbindlich bleiben, solange diese nicht erwiesen 
war, was selbst fiir die besonderen Fille durchweg positiver bzw. durch- 
weg negativer m, m’, m’”, +--+. (bei durchweg positiven n, n’, n”, seeee) 
erst um die Mitte des vorigen Jahrhunderts geschah (vgl. die Anmer- 
kungen zu § 102, S. 962 und § 106, S. 963), ftir den allgemeinen Fall 
beliebig bezeichneter m, m’, m”,----- erst durch den Satz von § 108, 
Nr. 1 erledigt wurde. 


ont ; 
DaB fiir die Irrationalitét des Kettenbruches ka , falls die a, 6 


durchweg ganze positive Zahlen bedeuten, schon die Bedingung B, >, 
(statt 6, > o,-+ 1) ausreichend ist, wurde zuerst yon Stern (Journ. f. 
Math. 11 [1834], 8. 38, II) gezeigt, zuniichst freilich auf der Grund- 
lage eines unzulinglichen Konvergenzbeweises (Journ. f. Math. 10 [1833], 
S. 365), der aber spiter (1848) durch das in der Anmerkung zu § 102, 
Nr. 2 (8. 962) erwihnte Konvergenzkriterium die erforderliche Vollstin- 
digkeit gewann. 

Spaterhin hat Stolz, wie es scheint vollig unabhingig von Stern, 
den gleichen Satz bewiesen (s. Allg. Arithm. 2 [1886], S. 297). 

Auch die Fassung des Irrationalititssatzes von Nr. 2 (8. 839) 
(welche den Legendreschen und Stern-Stolzschen als spezielle Falle 

62* 
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enthalt) findet sich mit unzulinglichem Konvergenzbeweis bereits bei 
Stern (Journ. f. Math. 11 [1834], 5. 40, erster Absatz), wurde aber 
arst von Tietze vermittelst seines Konvergenzkriteriums (I) (s. die An- 
merkung zu § 108) sichergestellt. 


Zu § iil (S. 846ff.). 

Die Divergenzbedingung 1) des Satzes (1), S. 846, einschlieBlich 
der in Fufn.1 angegebenen Verallgemeinerung, stammt nach Perron 
(Lehrb, § 49, 8. 233, Satz 4) von K. E. Broman (Om konvergensen och 
divergensen af kedjebrak. Dissert. Upsala 1877); die Divergenzbedin- 
gung 2) fiir reelle b, von Stern (Algebr. Anal. 8. 297), fiir komplexe b, 
yon Stolz (Allg. Arithm. 2, S. 279). te 

Die Grundlage fiir den iibrigen Inhalt dieses Paragraphen bildet 
die Abhandlung von E.B.van Vleck: On the convergence of conti- 
nued fractions with complex elements (Transact. Am. Math. Soe. 2 [1901]), 
und zwar entspricht im wesentlichen Satz (II) des vorliegenden Textes 
(S. 849/50) dem dortigen Theorem 1 (a.a.0. 8. 2921/2), der auf die Vor- 
aussetzungen 1a), 1b) beaztigliche Teil des Satzes (IV) (8. 853) dem 
Theorem 6 (a. a. O. 8.229) und der auf die Voraussetzung 2) beztig- 
liche Teil des namlichen Satzes dem Theorem 3 (a. a. O. 8. 223). Die 
Beweise wurden nach dem Vorgange von J. L. W. V. Jensen (Bidrag 
til kaedenbrokernes Teori. Festskrift til H. G. Zeuthen. Kgbenhaven 1909, 
p. 80) vervollstindigt und vereinfacht. Die von Jensen geforderte Be- 
dingung, da mindestens fiir eimen Index » gleichzeitig b, += 0, 6,,.,4=9, 
wurde nach Perron (Lehrb, 8, 264) durch die geringere ersetzt, daB 
mindestens ein b,,,, += 0. 

Betreffs der geometrischen Deutung des an die Aquivalenzformel (33) 
(S. 859) anzukntipfenden Konvergenzkriteriums findet man das Nahere . 
am Schlusse der oben angefiihrten Jensenschen Arbeit und bei Per- 
ron, Lehrb. S. 268, Satz 34. 


Zu § 112, 118 (S. 860ff.). 

Den Hauptsatz von § 112, Nr. 1 (S. 860), § 113, Nr. 1 (8S. 872/3) 
habe ich friiher in [20], S. 369 (mit dem Unterschiede in der Bezeich- 
nung, daB dort - an Stelle von #, steht) aus dem zuvor (in [14], 
S. 312°) bewiesenen ,Differenzen“kriterium | b,|—|a,| = 1 abgeleitet, 
wabrend hier die umgekehrte Reihenfolge (mit dem Wege tiber die 
eweite Hauptform) eingeschlagen wurde. Die Veranlassung zu dieser 


1) Infolge eines Druckfehlers steht a. a. Ake 
ja, |—|b,| 21. 
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veranderten Anordnung ist aus [25], $1, Nr. 1 zu ersehen, und ihre 
ZweckmaBigkeit scheint mir durch den Erfolg bestiitigt zu werden. 
Jener Hauptsatz gewinnt dabei erst die ihm zukommende zentrale 
Stellung, wiahrend das Differenzenkriterium nur als gleichberechtigtes 
Glied einer Gruppe speziellerer Kriterien erscheint. 


Zu § 112, Nr.1 (8.860). Der in FuBnote 2) angefiihrte Spezialfall des 
Haupisatzes liefert ein von EH. B. van Vleck (Transact. Am. Math. Soc. 2 
[1901], p. 481) abgeleitetes Konvergenzkriterium, wenn gesetzt wird 
#,=1 und im tibrigen: ,=1—r, wo: 0<r,<1. (Vogl. [18], 
S. 378.) 

Zu § 113, Nr. 1 (S. 872). Das Kriterium (I) findet sich fir reelle 
negatwe a, und positive b, ohne Beweis (und mit der Hinschrinkung: 
Hxistenz eines bestimmten lim ®,) schon bei C. J. Malmstén: Ofvers. 


Vetensk.- Akad. Férhandl. 5 [Stockholm 1848], p. 191; auch: Cambr. 
Dublin math. Journ. 5 [1850], p. 2838/4. 
Zu § 113, Nr. 2 fas 874). Die unter (EH) angegebene Konvergenz- 


i—n\< <1 findet sich fiir reelle negative a, und posi- 


tive b, ecion Ue! tina Goriiges Nach 1868, 5. 163. Fiir beliebige a,, b, 
wurde sie (mit AusschluB des Grenzfalles der Gleichheit) von Helge 
von Koch auf Grund funktionentheoretischer Betrachtungen und mit 
Bentitzung unendlicher Determinanten bewiesen (Bull. Soc. math. de 
France 23 [1895], p. 37). Erweiterte Formen dieses Kriteriums hat 
O. 5zasz angegeben (Miinch. Sitz.-Ber. 1912, S. 314 ff. und 1915, S.281ff.). 

Zu § 113, Nr.3 (S. 876). Das Kriterium (F) findet sich in der 
Form der FuBnote 1 bei M. von Pidoll (Beitrige zur Lehre von der 
Konvergenz unendlicher Kettenbriiche. Dissert. Miinchen 1912). Doch 
ist es nicht, wie dort behauptet wird, vollstandig aquivalent mit dem 
Hauptsatze von Nr. 1, sondern, wie schon die hier in Nr. 3 gegebene 
Herleitung zeigt, ein besonderer Fall jenes Hauptsatzes, der ja nur eine 


Vorschrift fiir die , ie 
y—1 "9 
|@,|, |0,| enthalt. Mit Bentitzung der Kontraktion des Kettenbruches 


» aber keinerlei Hinzelvorschriften fiir die 


tnd (vgl. § 96, Gl. (9), S. 720) leitet Herr von Pidoll aus dem eben 
1 


erwaihnten Kriterium, sowie aus dem urspriinglichen Hauptsatze noch 
verschiedene andere Kriterienformen ab (a. a. O. S. 14—18). 


Zu § 114 (S. 880ff.). 


Die notwendigen und hinreichenden Bedingungen fiir die Konver- 
genz periodischer Kettenbriiche mit komplexen Gliedern wurden zuerst 
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von O. Stolz (Allg. Arithm. I [1886], $.299 und Innsbr. Ber. 1887/8, 
S. XVII1), sodann mit gewissen Vervollstandigungen (durch passende 
Modifikation einer von G. Landsberg fiir periodische Kettenbriiche | 
aus reellen rationalen Zahlen angewendeten Methode) von mir abgeleitet 
(s. [18], 8. 468). Hine dritte Methode, bei. der insbesondere gewisse 
bei Stolz ganzlich unvermittelt auftretende und nur nachtraglich veri- 
fizierte Grundformeln eine naturgeméBe Herleitung erfahren, hat Herr 
Perron angegeben (Miinch. Sitz.-Ber. 35 [1906], 5. 495). In allen drei 
Bearbeitungen des vorliegenden Gegenstandes enthalten die Konvergenz- 
bedingungen als wesentlichen Bestandteil die (im allgemeinen) sratio- 
nalen Wurzeln der quadratischen Gleichung (1) (5. 882), wie am Schlusse 
von Nr. 6 (8.898) zu ersehen ist. Die am Schlusse von Nr. 9 (8.899) 
mitgeteilte merklich vervollkommnete, nimlich nur von rationalen Ver- 
bindungen der Kettenbruchglieder abhingende Form der Konvergenz- 
bedingungen hat Herr von Pidoll (Dissert..S. 19ff) abgeleitet. Die 
hier gegebene, im wesentlichen in [24] von mir veréffentlichte Dar- 
stellung beruht auf Vereinfachung und gleichzeitiger Vervollstandigung 
der friiher von mir bentitzten Methode und liefert auSer der Herleitung ~ 
der genannten durchaus verschiedenen Bedingungsformen zugleich eine 
vollkommene Hinsicht in deren inneren Zusammenhang. 

Die am Schlusse der Hauptsitze von Nr. 6 und 9 erwahnte be- 
sondere Art der Oszillation wurde zuerst von T. N. Thiele Sin for 
Math. (4), 3 [1879], 8S. 70) bemerkt. 

Der fiir regelmdpPige periodische Kettenbriiche in $104, Nr.8 
(S. 793/5) bewiesene Galoissche Satz iiber den Zusammenhang eines 
rein weriodischen Kettenbruches mit dem durch Inversion der Perioden 
daraus hervorgehenden laBt sich auch auf periodische Kettenbriiche 
mit beliebigen Gliedern iibertragen: s. [18], 5. 482. 


Zu § 115 (S. 903ff.). 
Die Konvergenz bzw. héchstens auBerwesentliche Divergenz eim- 


ic) 


a, x 
guedrig limitdr periodischer Kettenbriiche von der Form al wurde 


zuerst von Hi. B. van Vleck bewiesen (Transact. Am. Math. Soc. 4[1904], 
p. 253), auf der Grundlage eines Poincaréschen Satzes tiber das infini- 
tire Verhalten der Lésungen einer linearen Rekursionsformel. Hinen 
in [22] von mir gegebenen direkteren und einfacheren Beweis hiitte 
ich in dem vorliegenden Zusammenhange nur soweit verwerten konnen, 
Gite : 

um zu zeigen, daB ein Kettenbruch von der Form ee , wo lima, =a, 

: 1 YOO) ‘ 
hichstens auBerwesentlich divergiert, wihrend a. a. O. mit Benititzung 
funktionentheoretischer Hilfsmittel nachgewiesen wird, da8 fiir Kettenbriiche 
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von der Form oe , wo lima =a, die Konvergenz in einem genau 
1 y¥>o ” 

zu umschreibenden Sinne die Regel, die (auBerwesentliche) Divergenz 

eine in bestimmtem Umfange auf eine endliche Anzahl von Fallen be- 

schrinkte Ausnahme ist. An die Stelle dieses Ergebnisses hatte hier der 


direkte Nachweis zu treten, da8 unter gewissen genau anzugebenden 
a 2) 
Bedingungen der Kettenbruch | wirklich allemal konvergiert. 
1 
Nun hat Herr Perron fiir Kettenbriiche von der alloemeineren Form 


| einen Satz bewiesen (Lehrb. S, 280, Satz, 40; s. auch: von Pidoll, 


Dissert. 8. 36), welcher in seiner Ubertragung auf die hier zunichst 


behandelte Kettenbruchform i besagt, daB solche Kettenbriiche, auch 
Ll 


wenn nicht geradezu: lim a, = a ist, sondern nur die a, ftir hinlinglich 
V>n 
groBe v in einer gewissen Nihe einer bestimmten Zahl a liegen, ganz 


analoge Konvergenzeigenschaften besitzen, wie die limitir periodischen, 
' welche dann lediglich einen speziellen Typus dieses allgemeineren bilden. 
Fassung und Beweis dieses Satzés habe ich in [25] merklich verein- 
facht; Herr O. Sz4sz (Miinch. Sitz.-Ber. 1919, 8. 395) hat sodann noch 
eine weitere Vervollkommnung daran vorgenommen, welche der hier 
gegebenen Darstellung zugrunde liegt. Ubrigens erscheinen diese Be- 
trachtungen iiber ,,nahezu periodische“ Kettenbriiche als spezieller Fall 
allgemeinerer Untersuchungen, welche Herr Szdsz unter dem Titel: 
»Uber die Hrhaltung der Konvergenz unendlicher Kettenbriiche bei 
independenter Verinderlichkeit aller ihrer Elemente“ verOffentlicht hat 
(Journ. f. Math. 147 [1917], S. 132—160). 
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Die Ziffern beziehen sich auf die Seitenzahlen, und zwar: 


1—292 auf Abteilung 


293—514 ,, 
515—969 _,, 
F. bedeutet FuBnote. 


Abelsche Transformation (= partielle 
Summation) 309F., 416, 495; ftir kom- 
plexe Zahlen 592. 

Abschitzungsformeln fir Potenzen mit 
rationalem Exponenten 178; mit be- 
liebigem reellen Exponenten 192/3; 
fiir e 203, 653; fiir Ig (1+ @) 206; fir 
gewisse Reihenreste 438, 446, 943. 

Absoluter Betrag (Absolutwert) rationaler 
Zahlen 70, reeller 143, komplexer 552; 
von Summen, Differenzen, Produkten, 
Quotienten rationaler Zahlen 74/6, 
reeller 143, komplexer 5538/8; —e Di- 
vergenz, Konvergenz s. Divergenz, Kon- 
vergenz. 

Abzdhibare Zablenmengen 151; zweifach, 
p-fach 251/3; nicht-abzihlbare 159. 
Abzdhlibarkert der rationalen Zahlen 151; 

der algebraischen 157. 

Addition natiirlicher Zahlen 9; positiver 
Brtiche 43; von Differenzensymbolen 
55, 57; rationaler Zahlen 71 (74), reeller 
138, imaginirer 517; einer reellen und 
einer imaginaren Zahl 523/4; kom- 
plexer Zahlen 526/7. 

Aquivalenz von Mengen 150; einer ge- 
wissen reellen und komplexen Zahien- 
menge 545/51, 778/9, 819; von end- 
lichen Kettenbriichen 693F., 706/9; 
von endlichen Kettenbrtichen und 
Summen bzw. Produkten 712/4, 715/6; 
von unendlichen Kettenbrtichen 727/8; 
von unendlichen Kettenbriichen und 
Reihen bzw. Produkten 728/30, 732/3. 

Aquivalenzsatz der Mengenlehre 548, 946. 

Aquivalenz-Transformation von Ketten- 
briichen 710/1, 727; —Zeichen ™ 706. 

Algebraisch groBer, kleiner 70; —e Glei- 
chung 153, 513; —e Zahlen 156, 780; 
—er Charakter einer IJrrationalzahl 
nach Liouville 799. 


| 


I, 
” I], 
“ II. 


Algorithmen, unendliche 668/9; ihre Kon- 
vergenz und Divergenz 956; s. auch 
unter Euklid. 

Allgemeines Glied einer Reihe 317. 

Anfangsglied eines Kettenbruches 673. 

Anzahl einer Menge 18, 150. 

Arithmetisches Mittel 305, 461, 594/5. 

Assoziationsgesetz der Addition bzw.Multi- 
plikation fiir natiirliche Zahlen 10, 23 
bzw. 28, 30; fiir Briiche 46 bzw. 48; 
ftir Differenzensymbole 60 baw. 64; fiir 
rationale Zahlen 71 bzw. 72, ftir be- 
liebige reelle 139, fiir imaginare 517 
baw, 519/20, fiir komplexe 527 bzw. 528. 


Basis einer Potenz 77; eines Zahlen- 
systems 95; eines Logarithmensystems 
195; des nattirlichen Logarithmen- 
systems (Zahl e) 197/9. 

Berirandsche Kriterien 342, 385. 

Binom 83; —ialformel {Newtonsche) 
= binomischer Satz 79, 83, 586; —7al- 
koeffizienten 88, 571; —ische Rethe 591, 
667. 

Bonnet-De Morgansche Kriterien 336, 
508. 

Briiche, eigentliche, uneigentliche, echte, 
unechte 41; reduzierte 44; Dezimal— 
96, 119; dyadische 119/20; systema- 
tische s. Systembreiche. 

Bruchsymbole 38; als reduzierte Form von 
Kettenbritichen 684. 


Cardanische Formel 541 F. 

Casus irreducibilis (der kubischen Glei- 
chungen) 541. 

Cauchyscher Doppelrethensatz 411, 579; 
Grenzwertsatz 230, 589; verallgemei- 
nerter 229, 231; auf unendliche Reihen 
angewendet 305/10; —sche Kriterien 
erster Art 336, 342; —sches F'unda- 


\ 
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mentalkritercwm erster Art 342/3, zweiter 
Art 385, 765; —sche Multiplikations- 
regel fir absolut konvergente Reihen 
412, 580; Ubertragung auf Falle be- 
dingter Konvergenz 484, 488ff., 611/2, 
insbesondere auf alternierende Reihen 
497, 944. 
Cesarosche Grenzwerte 600 F. 


Dekadische Schreibweise 5, 920; —es 
Zahlensystem 91. 
Determinante (= Diskriminante) einer 


quadratischen Form 511/2. 
Dezimalbriiche 96, 119. 
Diagonalen-Anordnung einer Doppel- 

folge 250; einer Summe unendlich vieler 

Reihen 316, 410; einer Doppelreihe 

459/65, 579, 608/10; eines Doppelpro- 

duktes 643/5. 

Differenz natiirlicher Zahlen 31, im 
ubrigen s. Subiraktion; —ensymbole 
54; —enformeln fiir die Niherungs- 
briiche von Kettenbriichen 697. 

Diophantische Gleichungen (lineare) 757. 

Diskriminante einer quadratischen Glei- 
chung 542, 884. 

Distributionsgesetz der Multiplikation fiir 
nattirliche Zahlen 27, Briiche 48, 
Differenzensymbole 56, 64,  reelle 
Zahlen 139, komplexe 527/8. 

Distributive Operation 601 F. 

Divergenz von Zahlenfolgen: eigentliche 
164, 929, uneigentliche 220; von 
Doppelfolgen: eigentliche 257/9, unei- 
gentliche 266; gleichmaBige, ungleich- 
maBige 275; komplexer Zahlenfolgen 
561, eigentliche 565; reeller Reihen: 
eigentliche, uneigentliche 294; schwi- 
chere, gleichartige 324/5; absolute 
406; komplexer Rethen 574, eigent- 
liche 575, absolute 583, 590; der Reihe 
der reziproken Primzahlen 650; un- 
endlicher Produkte 616; unendlicher 
Kettenbriiche: auBerwesentliche 725, 
wesentliche 727, hiéchstens aufer- 
wesentliche 727, 739; unendlicher Al- 
gorithmen 957. , 

Divergenzkriterien s. Kritervien; —map 


: >: ken l » 1 a 
der Reihen Tx(oy jie e 


347/9; —schranke (Nichtexistenz einer 
alleemeingiltigen) 366. 

Dividendus, Divisor 33. 

Division natiirlicher Zahlen 33, positiver 
rationaler 53, beliebiger rationaler 
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72 (74), reeller 140, imaginirer 522, 
komplexer 530. 

Doppelfolgen 248; konvergente 255, 
eigentlich divergente 257, uneigent- 
lich divergente 266; monotone (nie- 
mals zu- oder abnehmende) 257/8; 
komplexe 566. 

Doppelindex 240. 

Doppellimes 254, 450, 567; unterer, 
Oberer 261; angewendet zur Formu- 
lerang der Konvergenzbedingung fiir 
unendliche Reihen 297/8. 

Doppelprodukte, unendliche 641. 

Doppelrethen, reelle: konvergente, eigent- 
lich und uneigentlich divergente 450/1; 
absolut konvergente 469; unbedingt 
konvergente 472; bedingt konver- 
gente 475; komplexe 607; absolut 
konvergente 608; unbedingt und be- 
dingt konvergente 609. 

Dyadisches Zahlensystem 
Briiche 119/20, 222/3. 


95/6; —e 


Engentlich divergent s. Divergenz. 

Hinhettsfaktor (Richtungskoeffizient, Cha- 
rakteristik) einer komplexen Zahl 552. 

Element einer Menge 16, 251; eines 
Kettenbruches 673; einer Kombination 
oder Permutation 85. 

Huklidischer Algorithmus 35, 669, 817. 

Eulersche (Mascheronische) Konstante y 
207, 300, 346; -Rethentransformation 
442, 

Exponent, ganzzahliger positiver 77, 
negativer 81; rationaler 177; beliebig 
reeller 188. 

Extension eines Kettenbruchs 720; zur 
Erweiterung eines Konvergenzkri- 
teriums §23. 


Faktoren 25; -folge, unendliche (= un- 
endliches Produkt) 616. 

Fakultét 85. 

Folge, geordnete 7, 19; im tbrigen s. 
Zahlenfolgen. 

Fundamentalsatz der Analysis (= all- 
gemeines Konvergenzprinzip) 167. 
Fundamentalzeichen 4; (= Ziffern) 5, 95. 
Funktion, ganze nten Grades in & (Poly- 
nom) 153; ganze (rationale) beliebig 

vieler Zahlen 675, 679, 699. 


Galoisscher Satz tiber periodische Ketten- 
brtiche 794. 
Gammafunktion 89 F. 
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Gaufsche Kriterien 386. 

Geometrische Progression, unendliche 301, 
576. 

GleichmdBige (ungleichmaSige) Konver- 
genz und Divergenz der Zeilen (Ko- 
lonnen) einer Doppelfolge 275 (Bei- 
spiele 276/8); Beschranktheit und Un- 
beschrinktheit 279/80 (Beispiele 281/3). 

Gleichung, algebraische 153, 543; tran- 
szendente 543; lineare Diep hannacse 
(unbestimmte) "187, 

Grenze, obere und untere einer beliebigen 
Zahlenfolge 209.. 

Grenzgebiete der Konvergenz und Dvver- 
genz 363; —intervall 220, 290 F.; 
—wert 160; uneigentlicher + oo 164; 
im weiteren Sinne 165; HExistenzbe- 
dingung (Fundamentalsatz der Ana- 
lysis = allgemeines Konvergenzprinzip) 
167; endlicher einer Doppelfolge 253; 
einer komplexen Zahlenfolge 561; im 
weitesten Sinne 565; —werte von der 


Form lim “, wo lim a,=limb, = oo 
V>o vy>o V>o 

oder = 0, 224; —wertsdtze: Cauchy- 

scher und Verallgemeinerungen 229/31, 

ftir’ komplexe Zahlen 568/73. 


Hiufungszahl (Grenzzahl) 220, 565. 

Harmonische Rethe 299; mit alternieren- 
den Vorzeichen 414. 

Hauptdiagonale einer Nabe deb oh 252, 
277, 290 F.; —nfolge 286. | 

ign en: eines Kettenbruches: erste 
710; zweite 711; negative erate 711 F. 

Hauptiimites (Unbestimmtheitsgrenzen) 
einer Zahlenfolge 213, 220; einer Dop- 
pelfolge 261. 

Hlauptwert einer Quadratwurzel 639. 

Holdersche Grenzwerte 600 F. 

Hypergeometrische Reihe 388, 590, 667. 


Idenhitdt 90; —ssatz fiir endliche regel- 
maBige Kettenbrtiche 758; ftir unend- 
liche 774; ftir negativ-regelmiiPige 815; 
—szeichen = 690. 

Imagindre Zahlen 515; —er Bestandteil 
524; —e Hinheit 534, 544. 

Indizes (Stellenzeiger) 22. 

Induktion, vollstandige 11 F., 24, 521. 

Infinitér kleiner, gleich, gro8er, ahnlich 
237. 

Lrrationalitdét der Zahl e 205, 731; 
wisser Kettenbriiche 835/9; —en, qua- 
dratische s. Quadr. Irrationalitéten. 


ge- 
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Irrationalzahien 136; Darstellung durch 
nicht-periodische Systembriiche 145 
(Umkehrung s. 136); umkehrbar ein- 
deutige Beziehung zu den regel- 
miSigen unendlichen Kettenbriichen 
776/8. 

Lrreduzibilitat 
701. 

Iterterte Logarithmen 241; Zeilen- und 
Kolonnenlimites 270/15 ihre Bezie- 
hungen zum Doppellimes 283 ff., 567/8; 
-er Limes zur Formulierung der 
Konvergenzbedingung ftir unendliche 
Reihen 296 ; —e Reihen 451; —e Mit- 
telwerte (k-fache Mittelbildung) 597; 
—e Summation 599; —e wnendliche 
Produkte 697. 


von N&herungsbriichen 


KKetienbriiche, endliche regelmiBige 671, 
752; aus beliebigen Hlementen baw. 
Zahlen 673, 684: elementare 677, 
durchweg elementare 679; mit vor- 
geschriebenen Niherungsbriichen 707; 
unendliche 724; benachbarte’ 1736; 
regelmiBige 773; negativ-regelmiBige 
812, 963; (rein, unrein) periodische 
regelmiBige 780, 790; wnendliche aus 
komplexen Zahlen 840ff.; (rein, un- 
rein) periodische 881, 902; nahezu 
und limitir periodische 903 ff. 

Koeffizienten 83. 

Kolonnen einer Doppelfolge 248, 269. 

Kombinationen von n Hlementen 85. 

Kommutationsgesetz der Addition bzw. 
Multiplikation fir natiirliche Zahlen 
11, 23 bzw. 26, 30; fiir Brtiche 46 


bzw. 48; ftir Differenzensymbole 60 


bzw. 61, 64; fiir rationale Zahlen 71 
bzw. 72, ftir beliebige reelle 139, fiir 
imaginaére 517 bzw. 519/21, fiir kom- 
plexe 527 bzw. 528. 
Komplexe Zahlen 524; 
(gemeine) 544. 
Komponenten einer komplexen Zahl 552. 
Kongruenz (in der Zahlentheorie) 690F. 
Konjugiert komplex 528; —e quadrati- 
sche Irrationalititen 782. 
Kontraktion eines Kettenbruches 717. 
Konvergenz reeller Zahlenfolgen gegen 
Null, stirkere (ebenso starke, schwii- 
chere) 238; reeller Doppelfolgen: 
gleichmiBige (ungleichmiSige) 275; 
reeller Reihen: absolute und_nicht- 
absolute 402/3, schwiichere und gleich- 
artige 330/1, unbedingte 311, unbe- 


gewohnliche 


Ee hE ae 
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dingte und bedingte 406, effektive | Kwmmersches Konvergenzhriterium 379; 


413; reeller Doppelreihen: absolute 
469, unbedingte 471, bedingte 475; 
komplexer Reihen: absolute und un- 
bedingte 576, bedingte 582, 663, 947; 
effektive 593; unendlicher Produkte: 
absolute und unbedingte 626, 635, 
bedingte 650; unendlicher Keitten- 
briiche: unbedingte und bedingte 
7837/8; periodischer Kettenbriiche: 
unbedingte und bedingte 389/90. 

Konvergenzbedingung, notwendige und 
hinreichende (= Definition): fiir ratio- 
nale Zahlenfolgen 125, fiir reelle 
162, 218, fiir komplexe 559/60; fiir 
reelle Doppelfolgen 255, fiir kom- 
plexe 567; fiir reelle Reihen 294, 
(andere Formen: 295/6, 307, 309/10), 
ftir komplexe 574/5; fiir reelle Dop- 
pelreihen 450; fiir reduzible Reihen 
606, 951/2; fiir unendliche Produkte 
616, Doppelprodukte 642; fiir unend- 
liche Kettenbriiche 724/5, bei Weg- 
lassung von Anfangsgliedern 736; 
-kriterien: 3. Kriterien; -prinzip, all- 
gemeines 167; -schranke 367. 

Koordinaten (= Komponenten) einer 
komplexen Zahl 552 F. 

Kriterien fiir Divergenz und Konvergenz 
von Reehen mit positiven Gliedern: 
allgemeine Form erster Art 319, 235; 
desgl. zweiter Art 321, 877, Verschir- 
fung 658; Kriterienpaare, disjunktive 
Kriterien und Kriterienskalen erster 
Art 335/9; disjunktive Kriterien und 
Kriterienskalen zweiter Art 380/2, ge- 
briiuchlichste Form 385; s. auch unter 
Bertrand, Bonnet-De Morgan, 
Cauchy, Gau8, Kummer, Raabe; 
von Doppelrethen mit nicht-negativen 
Gliedern 504, 508; von Rethen mit 
absolut genommenen komplexen Glie- 
dern 553/8(s.auch unter W eierstraB); 
fiir effektive bzw. bedingte Konvergenz 
reeller Rethen 413/24; ftir Divergenz 
und bedingte Konvergenz komplexer 
Reihen 659/60; fiir Divergenz und Kon- 
vergenz positivgledriger Kettenbriiche 
der ersten Hauptform 761/4 und be- 
liebiger Form 764/70; fiir Kettenbriiche 


aus positiven und negativen Zahlen 812, 


$23, 829, 833; ftir komplexe Ketten- 
briiche der ersten Hauptform 816, 853; 
der zweiten Haupiform 860, 869; be- 
liebiger Form 872/4, 876/8. 


{ 


analoges Kritérium erster Art 344; 
—sche Reihentransformation 443. 


Hegendresche Niherungsformel fir die 
Haufigkeit der Primzahlen 349; —scher 
Irrationalititssatz fir Kettenbriiche 
839 F., verallgemeinerter 835/9. 

Leibnizsche Reihe 443. 

Limes einer reellen Zahienfolge 160; 
oberer, unterer (= Hauptlimites) 213; 
einer Doppelfolge (= Doppellimes) 254; 
unterer, oberer (= Hauptlimites) 261; 
einfacher und iterierter der Zeilen 
(Kolonnen) 269/71; einer komplexen 
Zahlenfolge 560; +00 und —oo 164; 
Oo (ohne Vorzeichen) 562. 

Linear 153. 

Inouviliescher Satz tiber den algebra- 
ischen bzw, transzendenten Charakter 
irrationaler Zahlen 799, 801. 

Lésung (= Wurzel) einer algebraischen 
Gleichung 193; —spaar einer linearen 
Diophantischen Gleichung 757. 

Logarithmen 195; Briggsche 197; natiir- 
liche (Nepersche) 197, 206; iterierte 
239. 

Ludoifsche Zahl a 443 F., 447 F. 


Miachtigkeit einer Menge 150, 546. 

Mannigfaltigkett (azweifach unendliche) 
525. 

Maximum und Minimum, reales und 
ideales 209. 

Menge 15; geordnete 1; endliche 19; 
abzihlbare 151; zweifach, »-fach ab- 
zahlbare 251, 253; tiberall dichte 152. 

Minuendus, Minus, Minuszeichen 31, 68. 

Modulus eines Logarithmensystems 196. 

Monotone (= niemals ab- bzw. zuneh- 
mende) Zahlenfolgen 130, 217, 226; 
Doppelfolgen 253. 

Multiplikandus, Multiplikator 25. 

Multiplhikation nattirlicher Zahlen 24; 
positiver Briiche 43; von Differenzen- 
symbolen 56/7; rationaler Zahlen 71 
(74), reeller 138, imaginarer 519/20, 
komplexer 528; unendlicher Reihen 
s.. Cauchysche Multipikationsregel; 
—sprozef, unbegrénzt fortsetzbarer 
619, 958. 


Néherungsbriiche durchweg elementarer 
Kettenbriiche 679/81; beliebiger Ket- 
tenbriiche 689, regelmaBiger 7595/7, 
negativ-regelmiiBiger 813/4; gewisser 
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Kettenbriiche mit negativen Teilzah- 
lern und positiven Teilnennern 805/6. 

Nebenndherungsbriiche 806. 

Negative rationale Zahlen 65, reelie 130. 

Newtonsche Formel (= binomischer Satz) 
83, 

Normierte quadratische Irrationalitat 782. 

Nuli: Einfiihrung und Rechnungsregeln 
67/9; als imaginare Zahl 516; als 
Teilzihler von Kettenbriichen 701/3, 
745/6, 861/2; als Teilnenner 769/73; 
—werden von hoherer (gleicher, nie- 
derer) Ordnung 238, i 

Numerisch gleich (gréBer, kleiner) 70; 
—e Berechnung unendlicher Reihen 437 ; 
—e Koeffizienten 699; —er Tezler 700. 


Operation, distributive 601 F.; —en, ra- 
tionale 133; —en, vertauschbare 601; 
—szeichen 3, 68F. 

Oszillierende (=unbestimmte) Reshen 
294, 576, 610, 931/2; unendliche Pro- 
dukte 619; periodische Kettenbreiche 
893, 900, 968. 


Partialrethen (Teilreihen) 312, 406. 

Partialrest einer Reihe 294, 426. 

Partielle Summation (= Abelsche Trans- 
formation) 416 F. 

Perfekte quadratische Irrationalitat 684, 
962. 

Periode, bei Systembriichen 103; bei 
Kettenbriichen 780, 880; eingliederige 
795, 883F., 887F., 899F., 903; in- 
verse 794; symmetrische 795. 

Periodisch 8. Systembriiche, 
briiche. 

Permutationen 16; von n Elementen 85. 

Polynom nten Grades 153. 

Potenzen rationaler bzw. reeller Zahlen 
mit ganzzahligem Exponenten 77, 
141; positiver Zahlen mit rationalem 
bzw. reellem Exponenten! 178, 186; 
s. auch Abschdtzungsformein. 


Ketten- 


Primzahlen, absolute 34, 349, 648; rela-' 


tive 36. 

Produkt 25, s. im tibrigen Multiplika- 
tion; —e, unendliche 616 ff.; zweifach 
unendliche 637/9; s. im tibrigen Diver- 

“ genz, Konvergenz. 

Punktgitter, quadratisches 267 F. 


Quadrat 77; —ische Form 511, 615, 
962; —ische Gleichung 542, 781, 882; 
—ische Irrationalzahlen 780, Irratio- 
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nalitdéten (normierte, konjugierte, per- 
fekte) 782, 784, —wurzel aus einer 
komplexen Zahl 537/9. | 
Quotient 33, unvollstandiger 35, 8. im 
librigen Division; bei Ketteubrtichen: 
volistandiger, unvollstindiger 777F. 


ee 


Raabesches Kriteriwm. 

Radikand, Radizierung 121. 

Rationale Zahlen: absolute (positive) 
49, negative 68, beliebige 73; —e 
Rechnungsoperationen 74; —er Aus- 
druck (begrenzter) 133, 167; ganzer 
rationaler Ausdruck 675. 

Rational-konvergente Zahlenfolgen 114. 

Reduktion von Kettenbriichen, direkte 
und rekursorische 682, 686/9. 

Reduzibilitét divergenter Reihen durch 
k-fache Mittelbildung 596/7, durch 
iterierte Summation 599; der Diago- 
nalreihe einer Doppelreihe 610. 

Reduzierte Form eines Bruches 44; eines 
Kettenbruches 677, 684. 

Reelle Zahlen 186; —er Bestandtedl 
(Teil) einer komplexen Zahl 524, 531, 

Reihe (anendliche), geometrische (Pro- 
gression) 301; harmonische 299, mit 
alternierenden Vorzeichen 414; Leib- 
nizsche 443; hypergeometrische 388, 
590, 667; —n mit reellen Gliedern 


293, alternierende 413, mit kom- 
plexen Gliedern 570; s. im tbrigen 
Divergenz, Konvergenz; —nverglei- 
chung 317. 


Relativ prim (teilerfremd) 36. | 

Rest, Divisions- 85; einer unendlichen 
Reihe 295, 330. . 

Rekursionsformel 10, 24, 77F.; fiir die 
Naherungszihler und -nenner eines 
Kettenbruches 682, {689; —n, verall- 
gemeinerte 695/6. 

Reziproke Zahl 52; —er Wert einer 
komplexen Zahl 531, eines Ketten- 
bruches 682. 


Richtungskoeffizient (= Einheitsfaktor) 
einer komplexen Zahl 552F. 
Riemannsche  Primzahiformel - 349; 


—scher Satz tiber Herstellung einer 
Reihke mit vorgeschriebener Summe 
403, 947. 


Schranken der Divergenz und Konver- 
genz 363. 
Subtrahendus 31. 
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Subtraktion natiirlicher Zahlen 31, po- 
sitiver rationaler 53; beliebiger Dif- 
ferenzensymbole 64; beliebiger ra- 
tionaler Zahlen 72 (74), reeller 140, 
imaginirer 518, komplexer 527. 

Summanden 10. 

Summe natiirlicher Zahlen 10, 14, im 
iibrigen s. Addition; einer unendlichen 
Reihe 294, 574, einer Doppelreihe 
450, 607. 

Summenfolge (=unendliche Reihe) 293, 

Symbol [x]= gréBte in x > 0 enthaltene 
ganze Zahl 356. 

Systembriiche 96; unbegrenzt fortsetz- 
bare 101; periodische (rein, unrein) 
103, ihre Beziehung zu den ratio- 
nalen Zahlen 105; nicht-periodische 
120, zur Darstellung von Irrational- 
zahlen 145, von transzendenten Zah- 
len 803. 


Teilbruch, Teilnenner, Teilzdhler eines 
Kettenbruches 673. 

Teiler, gréBter gemeinsamer 35; gemein- 
samer numerischer (bei Naherungs- 
briichen) 700. 

Teilfolge (einer Doppelfolge): wesent- 
liche, regulire 267, 273; geradlinige 
267 F., 286; parabolische, parallele 
267 F. 

Teilkettenbruch 675. 

Teilmenge 150, 547. 

Teilprodukt 631, herausgehobenes 632. 

Teilrethe 577. 

Tragweite der Kriterien erster Art 3531f., 
zweiter Art 390ff. 

Transzendente Zahlen 160, 801; — e Glei- 
chung 543. 

Transformation unendlicher Rethen: 437 
(s.auch Abelsche, Hulersche, Kum- 
mersche); endlicher bzw. unendlicher 
Kettenbriiche in iquivalente 704, 727; 
in Aquivalente Summen bzw. Reihen 
und umgekehbrt 712, 728/9; in 4qui- 
valente Produkte und umgekehrt 715/6, 
7132/3. 

Typische Formen der dy 324, 829; der 
Cy 330. 


Umordnung einer Zahlenfolge 129, 136; 
einer unendlichen Reihe 311/5, 354, 
407; einer Doppelreihe 471. 


Unbeschrdnktheit, gleichmaBige der Zeilen 


(Kolonnen) einer Doppelfolge 280. 


975 


Unbestimmte Formen (von Quotienten) 
224/5; —e umendliche Reihen 294, 
931; —e unendliche Produkte 619. 

Unbestimmtheitsgrenzen (= Hauptlimites) 
213. 

Uneigenilich divergent s Divergenz; —e 
Zahl oo 564/5. 

Unendlich als ,,uneigentlicher“’ Grenz- 
wert + oo oder — co 164; von ver- 
schiedener (niederer, hdherer) oder , 
gleicher Ordnung 238; ohne Vorzeichen 
562; —keitsskalen: abnehmende 241, 
zunehmende 242. 

Ungleichmafige Konvergenz usf. s. Gleich- 
mapige. 

Vielfaches einer Zahl 33. 

Vier Spezies mit rationalen Zahlen 74, 
mit reellen 134, mit komplexen 532. 


,,Wahrer* Wert eines unendlichen Sy- 
stembruches 119; einer unbestimmten 
(Quotienten-) Form 224. 

Weierstrafsche Bezeichnung fiir den ab- 
soluten Betrag 70, fiir den reellen Teil 
einer komplexen Zahl 551; —sche 
Kriterien 590 F. 

Wert eines unendlichen Produktes 617; 
eines endlichen bzw. unendlichen 
Kettenbruches 677, 725. 

Wurzel (= Lisung) einer algebraischen 
Gleichung 153; aus einer positiven 
rationalen baw. reellen Zahl 172/4 (s. 
auch Quadratwurzel); —exponent 121. 


Zahl e als Grenzwert 198; als unendliche 
Reihe 300; als unendlicher Ketten- 
bruch 730, 732; ihre Irrationalitit 
205, 731; s. auch Abschdtzwngsformel. 

Zahien, Begriff und allgemeine Higen- 
schaften 1/8; natiirliche 7; absolute 
(positive) rationale 49; reziproke 52; 
negative rationale 68; rationale 
(schlechthin) 73; reelle 136; irratio- 
nale 136 (als Systembriiche 145, als 
Kettenbriiche 778); transzendente 160, 
801; imaginare 515; komplexe 524; 
zwei- und n-dimensionale 551 F. 

Zahlenfolgen, rational-konvergente 114; 
null-konvergente 115; konvergente 
rationale 125, reelle 165; heraus- 
gehobene 129, zusammengesetzte 138; 
eigentlich bzw. uneigentlich divergente 
164, 220; ein- und zweifach unendliche 
248 (s. auch Doppelfolgen), p-fach un- 
endliche 252; komplexe 559. 
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Zahlenpaar als Doppelindex 248; als | Zeilenlimes(Kolonnenlimes) einer Doppel-. 


komplexe Zahl 536 F., 945. folge (unterer, oberer) 270; iterierter 
Zahlensystem mit beliebiger Basis 95; 270. | 

dekadisches, dyadisches 95. i Ziffern (arabische) 5, 15; —komplex 549. 
Zahlzeichen 3, 7. Zweidimensionaler Bereich yon komplexen 
Zetlen einer Doppelfolge 248, 269. Zahlen 546. 


Berichtigung einiger Druckfehler. 


. 182, Kolumnentitel, lies: Nr. 2 (statt: Nr. 1), 

. 203, Textzeile 2 von unten, lies: 8S. 171 (statt: 5. 172). 

. 851, Kolumnentitel, lies: Nr. 7 (statt: Nr. 6). 

. 852, FuBnote 1, lies: §85, Nr. 3, S. 650 (statt: §83, Nr. 3). 

356, Textzeile 7 von unten, das Wort ,,wiederum“ zu. streichen. 
. 867, FuBnote 1, lies: §85, Nr. 3, S. 661 (statt: §85, Nr. 1). 

. 878, Ungl. (4), setze: > 0 > 0 (statt: > 0). 

. 521, Textzeile 10 von oben, lies: 8. 24 (statt: S. 21). 
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